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Les conditions de Riemann pour Pinségrabilité
et leur influcnce sur la naissance de la notion de mesure

Résuni. — On analyse la partic du céltiwe mémaire de Riemann de 1854 qui concerne I'in.
\bgrstion, On examine cusuie ls princpmix arices parus entre 1670 et 1882 a et des condi-
tians dmégrabiite de Riemann. On décrit notamment le chemin par boquel ces travaus mené-

mmuc ‘quelques années phus

B oo che Vorigine storica del concetto di imbsura & da ricercare nei lavori della sc-
conds meth del secolo scorso dedicat allo swudio dell'imtegrale di Riemana e delle con-
disoni per Mintegrabilita di una funzione. Questi lavor, cui dette Favvio I pubblicazio-
e postuma (1367) della cclebre: memoria ncly quale Riemann aveva csposto la sua
nuova concezione dell'integrale, i susscguizons senza interruzione (sopratiutio in Ger-
‘mania ¢ in Tialia) per tutto il ventennio 1870-0, Essi vanno inquadrati in quel pil vasto
‘movimente i revisione critica dei fondamenti dell'analisi reale che, iniziato in Germa-

1#) Indirizzo dell'Amore: Dipartimento via Buonasroti 2, 1:56127 Pisa.
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nia da K. Weierstrass, G. Cantor e dallo stesso Riemann, s sviluppd anche in ltalia, do-
ve ebbe in U, Dini il sus massimo rappresentante, € solo pit tardi (e tra non poche dif-
ficolth ¢ incomprension) prese picde in Francia. B da questi stessi studi criici (okre
che dai soutili problemi posti dallo seudio delle serie wigonometriche) che G. Cantor fu
condotto in quegli anni a enudeare i primi concetti della teoria degli insiemi ¢ della to-
pologia dells retta resle, destinati a loro volts a influire in modo deserminante sul suc-
cessiva sviluppo del concetto di misura.

Nella sua memoria, Riemann sveva tra {'aliro fornito due condizioni (ciascuna ne-
cessaria ¢ sufficiente) per jth di una funzione /, definita ¢ limitata in un inter-
vallo [, &), Queste condizioni erano formulate witraverso i concetto di oscillazione di

una funzione ir wn dstervaile ¢ teaducevano in forma matematica precisa {idea intuitiva
seconds la quale una funzione & integrabile se non ¢ «troppo discontinuax, ciot s non
son0 atroppo grandis le sue oscillazioni in piccoli intervalli, Questa idea ¢ gli esempi di
funzioni discontinue integrabili studiasi nella memoria di Riemann ¢ nei lavori da exsa
mnw.lﬂumlmmiumnﬂrmtimmoﬂhmm
di ‘quello di escillazione in un pania o con quella di sal-
0 um prntos @ carsitestzzare le fungioni integrabili come guelle per le quali anon sia-
0 troppi» i panti in cui oscillarione superi un assegnaw mumero maggiore di zcra.
Questa seconda ides, dal pinto di vista che  noi qui intcressa (cio¢ lo studso delle cie-

propiio per
gianse al primo concetto di isicme wrascurabilen (0 edi misurs nullas), dal quale nac-
que 1 sua voha il concetto di misura di un insierne. Mnmnummmﬁlmﬁl
ce, bensl kento ¢ tartuoso, Infatt non subito la buona
ai fnt delllintegraziones «'impose allaitenzione: dei matematici cmumm
contino nei loro ragionamenti) perché s trov allinizio mescolits, ¢ spesso confuss,
con nozioni ad essa insidiossmente simill, ma di ntura diversa, come quella di insieme:
mdumnnhmmlnnﬂunqudh&mﬁmwmcm

ol ponsets seposioms, o sl i st I i et i
sificazions di questi concerti, al tormine del quale s giunse alla prima grossolana idea di
misura di un insieme: precisamente, alle definizioni di Iuhalt (Stolz [1884), Cantor
[1884), Harnack [1885]) ¢ df enensim iterna ¢ cvema (Peano (18831 ¢ (18871, Jn-
doverano

fungere che soltanto allora In condizione per integrabilita secondo Ricmann paté wo-
vare la sua formulazione «definitivas nel seguente enunciato di G, Vitali [1904]:

Usse farsione: limitata  integrable s e solose Finsiemse des suoi puasti di discontirui-
18 ¢ trscurabile secondo Lebegee.
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(T cquesta formulazione, | punti di discontinuith, ossia i punti in cui l'oscillazione

& maggiore di zero, intervengono finalmente nel loro complesso, e non piiy

pradiat in base lla grandezza delloseliazione puntuale.) Se 3 pensa che mezzo seco-

Jo esatio divide la formulazione di questo rsultato (1904) dalla redasione della memo-

it i Ricmann (1854), 5i pus forse capire quanto lento ¢ faticoso sia sato il cammino di
i concetti

quesii
Nella st analisi noi prenderema le mosse dalla memoria di Riemann. Ci & tutta-
via Decessario accennare Tapidamente & due importanti antefart
) Ia definizione di integrale data da Cauchy nelle sue celehri lexioni sul calcolo
infinftesimale [1823];
{h) la cosiddena wcondizione di Dirichlet.
EmduC.ummmmmhmmwmwm(md
[RR dcipre T sactificata u quelia &l dutitrals Indefindtd, wista Conve Operationé ivctid
della desivazione). Egli aveva definito, per una funziane / continua su (4, &1, Vintegrale
come limite i sounme insegral. Inoie, Facto lsollo pes | sua tesupl, aveva senito
hisogne di Pesi limite (anche se Ia sua di non st
pud considerare del wrto soddisfacente). Infine, servendosi del teorema del valor me-
dio, avevs dimostcate il teorema. fondamentale del calcolo insegrale.

hn-kﬂilmﬂ:hﬁFWliS?Z}n‘hmﬂaMdnnwmm mediante se-
e trigonometriche funzioni anche non continue suggerivano e ordini di proble-
iz

1) dare un senso preciso agh enunciati un po’ vaghi di Fourier, e fomime delle
vere dimostrazioni;
12) estenderc a classi sempre pi vaste di funziond la validita della rappresenta-
ione mediante serie trigonometriche;
{3) stabilire s¢ questa vabiditi non sussistesse addirittura aper funzioni del wio
ies.

ad affrontare serismente questi problemi fu il matematico tedesco Gustay
Peéter Lejeune Dirichlet (1805-1859), formatosi a Pasigi, alla scucls dello stesso Fou-
sier. Nella sus celcbre memoria 1829], P'ww-ﬂ!wﬂmrmmm(hnm-,qgﬁ
comincia col definire il concetto generale di funzione: si watta della prima definizione
esplicita ¢ non ambigua di questo concetto.

Egli osserva quindi che, per una funzione coatinua, gl integrali che ne forniscono i
coefficienti di Fourier esistono, nel senso definito da Cauchy, grazie alla continuitd del-
la funzione integranda. A questo proposito cgh =i limita a citare # risulato di Cauchy
sull'integrabilitd di una funzione continua, definendalo sfacile & démontrers. Probabil-

_ . .
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mente egh allode con <ib alla non impeceabile dimostrazionc fomita dallo stesso
Cauchy.

Al finc della sua memoris, Disichlct vinterroga poi sulls possibilia di estendere i
isalati atenut 2 una cisse it vesta di unioni, e aftonts s questione
di vedere per quali funzioni conserino un senso gl integrali che fomiscono i cocffi-
S & Fouer A questo proposito, eglhi sembra affermare che uns condizione mever-
sara perché Vinwegrale di una funzionc sbbin senso & che quests ammetta un insice
denso i intervall di continuit, o che Finsicme dei suoi puni di continuith abbia in-

wunﬁuuwwilﬂwlﬂ&mm
uttavia & Disichet i merito di avee per prim temaro

pﬂl'!.ulwll:lﬂ!idl una funzione. non assoggectata 2 prion allipotesi restritiva dells

continuita. Non solo, ma, per quanto falso si cib ch'egl sembea voler affermare nel

mmq@nmnmdwmrwnawmmamm

peictd legata allinsicme dei punti di discontinuith.

2. - La smovoms 1 R

Dalls pobblicazione della memotia di Dirichler [1929) dovevano trascorrere ben
nwmmmdnwwmmldmdﬂmﬂﬂdéﬁmﬂm
non continue. Infatti ln memoria di di Dirichk

lita mediante scrie trigonometriches

werxiti di Gottinga) nel 1854. Noa solo: ma essa rimase praticamente:
dlsﬂnmmuﬂiupbﬂnmmmmkmdlﬂwm
Scienze di Gottinga.

Come giustamente osserva Bourbaki [1960: pag. 2471, la ragione di questo silenzio
& probibilmentc nel fito che § tempi non eran mis per e considesasione di funzioni
mmMmmmmmndmnﬁwwm
bero upparse troppo spatclogiches per poter servire a quakeoss. E significativo, a que-
st iguardo, il fato che, nella sun memrin ol termine del paragrafo introduttivo (con-

considerszioni
uwmlmmmmusmnmnmd. Fouricr & una classe di
funzioni ancora piis ampia.

Precisamente, dopo aver dlogiato | risultati del suo maesteo, e aver espreso opi
nioae che ben difficimente possao preseatarsi, nelle applicazior fisiche, casi non co-
perti da quel risultat, egli agghunge:

«Ci nonostante, i casi non trattati da Dirichles meritano sttenzions per una do-
i Innanzitutto, come ko stesso Dirichl ala fine della sua memotia,
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wémﬂﬂmwmlmﬁmwmnﬂae
questi In sesondo

successivo paragmafo («leber den Begiff eines bestimmtcn Incgrals
mGﬂM&m)RﬁmmﬂhMﬂmdmﬂkhﬂuﬁu&
,m-:- come quest'ultimo, alle sole funzionl conti-
considera la classe di tutte le funzion inte-

mmddl.puddom
Sulﬁludwvesllmdwhprndaucmdnhmfdmmmﬁm
 coditave di Riemar per Uintegabilits) pob esser messa pela segoente forma equiva-

lente (Secoda comdizione di Riensann per lintegrabilzd): Per ogni fissuto mumero =0,
Ta somma

Z.an
Jon itz

‘converga verso 2ero (neflo stesso senso sopra precisata)
Nmmwmmmnfmm%!wphshm
‘spane 3 dusrasione di essl. Liesempio rigusrd una fuzione inegrabike, dotata di un
mmmmmdmmmmﬁnm dunque, la condi-
mm&m:mwi

<D dise Flaionen noch ipnds bt i sseva o con -
rin di gustiicarsi — wird es gut, von einem besimmten Beispicle

A questa scopo, egl pane dalla funrione ¢ pandhﬂmml.dﬂélllﬁu
Pl g 0 21058 Bepelilond K Servcickot
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di g, definisce poi / nel modo seguente:
foam S L ggan.

L Funzionie  conk kit dlssonding o e o
nostantc, In s restrizione u mqwm-lam(mnuwe,h
quanto verifica b seconda condizione di Riemann.
Questa conclusione — sottolinea Riemana — si basa sulle sole due proprieth se-
guent della funzione f:
h}fp—iaﬂehdnmmhﬂimzdmn
per ogni numero = maggiore di 2¢ro, ¢ finito Vinsicme costituito dad punt di
[l.b]pdlluﬂ.lmdﬂrdndl/(dmodﬂmoln@:mvdmz:qinw
1 Gual modo, perd, da queste due proprieti (1a seconda delle quaki & tra Taltro una
della prima) si deduca Ia condizione di Riemann in mado chia-

ro dalla sbrigativa. dimostrazione schizzata da Riemann.

3. - La sumomia ot Hasxer

Mm
Iu“-ndnqnmdmhpﬁ:mdkmndbmmydnmmtﬁlkm

l];nnndlqmmlnuﬂ!l-wnmdiﬂ.ﬂnid(!ﬁ?-ll‘?ilnhfundumdl—
scontinue (presentata all'Universitt di Tubinga nel 1870 ¢ stampata postum nel 1382
nci Marh. Aw )

E impossibil, in questa sede, addentrarsi in un'analisi completa di quesa pondero.
sa memaria ¢ della sun importanza per i fondamenti dells reoris delle furion di varis-
bile reale. Ci Emiteremo a citare I lisi che Hankel fa del
di una funzionc in relazione alle e discontinuity, ¢ ke conscguenze, in parce fallaci,
ch'egl pe trae in ordive allintegrabiliti.

Precisamente, Hankel osserva ([1882: §6, p. 841) che una funzione £ & discontinua
in un puntox 55, € 50lo se, esiste un mumero 7 > 0 tale che f ecompis, in v, salti maggio-
i am, el senso che, in opni intoro di x, esista un punto y verificante ka rolazione
|£iy) = ftx)] > o, Eghi considera llors, per ogni 3 > 0, Vinsieme, diciamolo D,. co-
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.mhmhdfmﬂ:-‘dmwﬁandndnmghuﬂ([}m ST

Priuso caso:. per quakche 3 > 0, linsieme D, sriempie tutto un trattos, nel senso che

| & demso in un opporwuno intervllo sperto U,

- Mampnwﬂcbﬂ.lluhmeﬂ.!nduml.ﬂ*md:mhm

|

&  Nel primo caso, osscrva Hankel, Poscillazione di £ su un qualsinst intervallo sperto

L-mwuem.i",,w
e} / & discontinua in cinscun punto di U;

{8}  nom verifica I secondi condiziooe di Rictmana per lintegrabili: infat, per

. ogal partizione fnita # di [a, k], costituita da intervall, % ha

MY T Aunmsm_ghb_nu

intrso

Helm-h—ﬁhnlcdmﬂl&ﬂp.”])d:mopﬂhuwdhmu-m
M in [a,#] esiste almeno un punto di continuiti per £
1l ragionamento & ko mnsmlquDtpodllW]:BmllE”]dnmb.

 un al
Mmkmdﬂmkzlmwdxﬂmﬂodd&undd-hm

4 Mhahmu.nnhu I
v ra,n mma-m.mum&w appare come un in-

mm"mam.a.n.mwkmamummm
era destinata a ri e, per
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mal di essi, doveva servire di stimolo & cimentarsi sul puovo terreno dell'integrazione.
delle furioni discontinue. Ben cinque luver, dedicati fn tutto o in parte a questo args-
‘mento, videro la luce nel 1875: i ocouperemo def tre pilt imporanti, quelli di Dar-
baux, Ascoli, Smith.

4. = L smvoma ni Daxsoux

Nella sua memoria [1875], Darboux nen si occups sobanto dell'intcgrale «
wp;mWmemmmammumm
ni continie.

Per quel che riguarda lintegrale, <gli riprende la definirione di Ricmann, facendo
perd imervenie, accanio alle ssomume di Rieman, quell somme inferiori ¢ supecioi
che opgi si chiamano «somme di Darbouxs,

Egh comincia col richiasmare lu memoria di Ricmann con queste parole: A propo-
sito delic seic tigonometriche, Iillstre geometra espone le sue idee sui principi del

mediante una di quelle visioni che non appar-

jguards le questioni di derivabiliti, non alla sufficicnza dells condizions di Hankel per

Fintegrabi

Venendo ad analizzare le condeioni d'integrabilita, Durboux, comincia col dimo-
strare che, qualunque sia la funzione f (hmitata su {2, 5]), la relatva somma
superiore.

0w 4

decresce al raffinarsi della partizione #, ¢ ammette un limite al tendere a zero della
mussima delle lunghesze degli intervalli della partizione; cosi pure, Ta somma
inferiore

000k 1)

‘czesce al raffinarsi dells partizione, ¢ ammette pur essa un fimite (nello stesso senso).
Di conseguenza, la differciza tra le due somme, superiore e inferiore, ossia ls somma




na fuciooie  conti i [, b1 o pu tovre; per gl s > 0, &> 0 tale che,
suddevede lintersaila (2, 61 in mﬂrlm‘di&m&mm&d&wﬂmw
ﬁuqma i Aslting

provare che, nelle ipotesi poste, i pub trovare, per ogni
7> 0, una partsione fiia # di [s, }].uﬂmd:nzwdlﬂ .umodoumbe,pan
1 < questi inervall, Foscilzione di  nella pate intcrna i sso non super .

al punto a. Tra tutti g intcrvallicon questa proprieci, egl ce-
.g!znrm che indica can 1a, x, [. Se questo coincide con l'intero intervallo Ja, b,
Pafformazione & provata. Altsimenti, la costruzione precedente, pplicara partendo da
% anziché da s, n,nmmmmm-u: i
afferma i giunge dopo finito di puss,  un in-

Decessariamente,
tervallo e, %, [ conx, = b. i attiene cosi una partizione di (2, 6] con ke desiderate




52—
5. - I cumEmo o1 Ascous

Nello stesso anno 1675 G. Ascoli pubblicava una nota lincea, dal titolo: Sul comcetta
i ntesgale definito, Anche se Vesposizione, lent e involuta, & ben lontana dalla chisres-
ndmqu\mmquul:hgm-z*kmdmd'n

‘memoria di Darbous. anrnth

ticolare. verificata. Questo mo-
do di procedere, mm.mmmpamrm el
‘suggerito dal desiderio di far spparice pil inwitive ¢ pi soperstives lé definzioni, op-
mmmumhaﬁm«mmmmumau
mite sobanto ] caso ben sicuro ¢ consolidata delle successioni. Questa noa pub che ap-
‘parire come una giusia esigenda. di igore, sc 5 pens che, a quellepocs, non ert ancors.

una teoria genersle dei limii che comprendesse snche i aso del kmite del-
kmﬂmmtodmwlldmkwsmdﬂlmdﬂ:hnﬁm:

“Anche Ascol, come Darbous, si preoccupd innangiturio di dirmosteare Vesistenza
Mm&mwmg{mwammnwhm
bia in questo limite se, nek saperioee, s sostituisce, per ogni
insecvallo ] della partizione, Festremo superiore di su ] con quello su uno qualsiasi de-
*mwmummwmmuﬂhmaw
cioe che, in

glmmmdafm,mmuummmmmmm
Voseiliszione di f sullintervallo gperto, oppure su guello chiso, avente gl sicsi cxrems
i, (B diingoe i doc casi parlco, el rimo, di aillscine minima il secondo,
di cscllazione massima

Ma i progreins wmente sosncile b compiuto da Ascol el passare, dll s
cands. condizione di Riemann per Tiantegzabiltd, ad una condizione cguivalente, nella
quale interviene, anziché Toscllarione intess come:funzione d'intervall, ['oscillazione
iesa come foone i punto. Presisamente, dopo aer defino con esrema sccur
temal difa, ) associa
numere

0, =limsup fix) = liminf f05),
& aver conf quelli di csll a sinssira ¢ i pscillazione @
destra, uﬁdumuﬁupmtemd'mpﬂu

Sia (#,) wna successione di portizioni finite di (4, b), costinuite da intemwlli, con
tim [ = 0.
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integrabile, allara, per ogni fitsato @ > 0, lu sonema delle bmghezze degli inter-

.ﬁdmmm-gpd.rnm#fm.m,m

al tendere. di w allinfinito,

Rectprocamente, v, per ogni'= > 0, ls somma dele husghezze degh ntersallé di 9,
o cadano pucts s quali Loscillezione di f spert < comenge vers) zemo, allons f

Foncillaome s mm.,s}-mhemmmm
mﬂw;mam—m i s
la comspondente oscillziane

wmmummmmnwuﬂ-&m
lipotes, esistono, per ogni punto x di [a, b, dei mumeri reali - maggiori di

e la bl |z =x| €r} <o,
<o ) estremo sperioce di <l umer. i

o rfx] ammette

ogai, lipschitsina, con costante di Lipschitz eguale a 11 Infani, pe ogai coppia
<lementi i [a, 4], non potcndo Nintervallo

{zele,b) |z —x| = qix)}
re contenuto. nell'intervallo
{zela bl lz=y] <nt},

un elemento 2 appactencnte al primo, ma non al seconda, di questi due intorvall
 werificante le relnzion

la=xl S, lz-yl 20,

rr:)—qbr: % |z -yl =le=xl € lr-x.

0 Se (e, ? s finie i [, b, costinuine da
mlml.?H n,u.“mmpmal.,m la condizione

M=o

fm E
= JemJhanb

 (eiot il fasto che la somma delle lunghezze degli intervalli di , che incontrane A con-
verga verso zero al tendere di n allinfinito) cquivale al fatto che linsicme A possa esser



5 dim
sa/ Saebt;
cmqmmm&vm,-wm 11 diritro d'impicgare una wl lo-
cuzione, s potrebbe formulare il criterio di Ascoli nel modo seguente:

finche Is forsiome f (it u [a, b)) s integrabile, occorre ¢ Basta cbe, per ogni
o> 0, Tinsiewte costituito da pupts df La, b) mei quali Vascilzione puntuale di f supers @
i wirascurabiles,
una tale i ¢ sal piano storico, perché la no-
sione di insieme strascurabiles non sati introdotta — in manicra csplicita — s non sci
anni dopo a pubblicizione dells nota di Ascol. Tuttavia, qui come alure vole nel segui-
to, ci permetieremo limpiego di queso linguaggio snucronistics, al solo scopo di ren-
dere certi enunciati pit concisi. (In simili casi, adotteremo la precanzione che consiste
nello serivere il mnﬂnemmlwt mvmy‘d&)

sua esistenza sia

dellintegrazione. Ad esempio, Pesin [1970: pag, 13, tipetendo un errore gia presente

nella pur spendida monografia di Pia Nalli [1914; pag. 15), afferma che il criterio. in

questione sarebbe stato dimestrato per la prima volta da du Bois-Reymond (18821, ¢
aggiunge: «This assertion was almost simultancously formulated by Hankel without &

mm;mrmmmHmemnmem

commette Haskins [1970: pag. 591, il quale attribuisce il risultato & Hatnack, senza
mmenzionare la nota di Ascoli (che pur cita sella bibliografia. powma in fondo al
volume).

6. - L'msaspi or Sarmst

Nello stesso anno 1875 vedeva la huce un notevole articolo del matematico inglese
H.]. . Smith (studioso di teoria dei numeri), dal titolo On the integration of disconti-
s finctions,

Questo articola contiene considerazioni generali sulla definizione d'intcyral, ¢ sul-
le condiziont JTotegrabilih i Riemann, che. fanno largo impiego delle somme inferiori
< superion ¢ chi, per mo spett,sono sl a quelle i Darbous ¢ di Ascoll. i tratta
i i dimostrazioni esplicite € rigorose di alcuni degli cousclati di Riemann,

introdusione:

Riemann's demonstration is wanting in formal accurscy, and partly because the theo-
rem itself appears to have been misunderstood, and 10 harve been made the basis of er-
roneous »

Smith riprende poi l'esempio, dato da Ricmann, di una funzione integrabile, per la
quale & denso Finsieme dei punti di discontinuiti. Souo Finflusso di questo esempio, ¢




o |

in proposita dallo siesso Riemann, Senith enunicia una condisione
.wmplmmmnmm&mmnmmoue.whmmm
f wana dliscontivaish superiore & c» s¢, per ogni intorn | dix, la celativa cscillsione
ﬂ)#@na‘smmwsem-mnumwhw
(che & simile. ma pon idemtico, a qucllo di Haukel), egli eauncia il sepuente
eriterio:

- S:pcrogﬁ?)??ﬁul’on‘m\.(s)dﬂmﬂn’ll&b]nﬂqﬂh:’},p«rhﬁm
dome f, wna discomtinuith superiore @ =, allors [ ¢ integrabile

Questo eriterio & corretto {come si deduce facilmente dal criverio di Ascoli) ¢ segna
 progressa ipetto a quelioche Riemann aveva enuncint fin modo implcio a pro-

differences which
luwwpﬂ}dxﬁw}uﬂ.hmwnﬂvnrh d can be taken so small that
zdxu,)aﬂhhmmme be assigned.s
Per convincersi che b peima di queste affermazioni ¢ falsa, basts pessare al caso in
cutIa funzione £ sis continua, ma non costunte. In questo caso, il mumero Wz & nullo,
qualunque sia =; al contrario, per una fissata partizione findta & di [u, b, costituita da
intervalll, la somma
en g

& maggiore di zero se = & abbastanza. piceolo;

Ma ls purte veramense interessante dellrticolo di Srmih & quella dedicata al pro-

strare la nodone di ingieme rado con un certo mumero di esempi, via via i sofisticati.
ﬂﬂmdwunhmtndntménmdnmmnlwnlmdlh &), el
conviene di dire che § suol punti sono «in loose urders, ¢ spicga che peelerisce non ws-
re Fequivalente inglese del termine tedesco sentreut impiegato da Haskel (ossia diper.
sed 0 scattered) ul fine i eviare che quel termine possa erroneamente suggerire idea di
wn insieme privo di punti di sccumulazione o avente soltanto un numero finito di siffati
punti.

Lakimo, e l pisimportante, degh esernpi o Smith i pus cosi descivere: i fss
intero m > 2, 8i decompanga (0, 1) in mr intervalli di egual kinghczza, ¢ i escluda
Vidimo i esi da ogni hcsore suddivisone, 5 decotapangs cascuno i imanenti

mr = 1 ineervalli in mr? intervalli di cgual hinghezza, e si escluda Pultimo di questi da




= Dim*— 1) intervalli st
operi in moda qn-lll-ghgnn ed excluden-
do I'skime di essi da ogni ulteriore suddivisione. Cosl peoscguendo, si giunge o un in-
sieme ) di punti di suddivisione. Si vede facimente che 'unione U delle parti interns:
degli intervalli via via eschusi & densa in [0, 1] {sicché Vinsieme O & rado). Infatt, sup-
pusto per assurdo che un punto x di [0, 1] possieda un imome 1x — ¢, x + «f disgunto.
da 1, si vede che, per ogni s, lntervallo Ix = ¢ /2, x + & / 2[ incontra uno degli inter-
walli pon esclusi della suddivisione n-csima, diciamolo J.. Per  abbastanza grande, <i ha

hek—ex+d,

e it & assurdo perchd ], contienc a sua voha un intervallo eschuso della stadio successi-
mTMwnmmmw.Smﬂlvmﬁadtl‘anmlnnhdiﬂ:
usbitrariwmente:

senda costantemente nulls sullinsieme aperta U, denso in [0, 1), ma, cid nonostante,
non ¢ integrabile secondo Riemann, come subito si riconosce applicando, ad esempio, 1
criterio di Ascoli

Tuttavia Smith non pormina mai, in modo csplicito,

e consimile), limitandosi ad affermare: «But 4 function having finite
the paints @ would be incapable of integration.»

Giova da ultimo osservare che la- parte finale dell'articolo contiene un sccenno i
quelli che, alcuni anni pit tardi, ssranno chismati (da Volterra [1881a], [188141) Pime-
grale superiore  Vintegrale. inferiore. Smith osserva infatti che, quando Ia funziane non
sin integrabile, per modo che il simbolo dintegrak: risuli indeserminato, tuttavia sthe
marimuan and minimum alocs atrbuable o that symbol st perfecly determinte.
In modo esplicito, s il

nmmmmasm per costruire il suo insieme somiglia un poco &




S}

— =

quello che, qualche anno pit tardi, G. Cantor [18831 impicgher per costruie i 00 ce-
Purtroppo perd I'eseampio di Smith non chbe slona influcnza perche rimase per

lunghi anni sconosciuto s matematici del contincate. Cosi errore di Hankel, che con-
. nel

ies, fu ripreso, € persino aggravato, in Germa-
‘nin, da du Bois-Reymand ¢ da Harnack. Fin verso il 1881, nei lavori di questi duc autori
gl insiemi wirascurabilis saranno variamente confusi (come vedremo meglio nel segui-
o), non solo con pli insiem rai, ma anche con gh insiemi d prima specie. Cantor aveva
cosl chiamato un insieme il cui derivato r-esimo s uoto per a abbastanza grande. E.
jper questi insicmi aveva tra Faltro dimostrato [1872] un impartante risultate sull'unicits
dells rappresentazione di ima funzione mediante serie trigonometriche. 1 due conceti
topologici di insicme di prima specie e di insieme rado avevano cost acquistato wna no-
tevole importanza; e & percia naturale che s tendesse a farh entrare anche in questioni
selle. quali il ruolo naturale spettava invece al concetto non topologico di' insierue
srascurabiles.

7. - 1 Foxpaspnn o U, Dist

Nel 1878 vedeva la luce | i Ulisse Dini, Fonda f per la tearica del-
le fuurtoi di varisbil reali. L'importanza di quest’opera, in relarione ol processo di re-
visione critica che andava sviluppandosi in quegli anni intorna ai fondamenti dell‘analisi
weale, e in particolare intorno 4l concetto d'integrale, fu grandissima, rion soltanto per i
decisivi contribati apportati dall'autore, ma anche perché il bro del Dini costituiva s

stretta di matematici (quasi esclusivamente tedeschi ¢ italiani), mentre § grandi trattati
di Caleolo differenzinle e integrale (soprattuteo francesi) che dominavano i campo era-
n0 rimasti, in fito d'invegrale, addirittura o prima di Cauchy.
Osserva a questo riguardo bo stesso Dini, all inizio del capitolo dedicato sgh Entegra-
T definiti (1878: § 178]: «Nei trattani di calcolo differenziake ¢ integrale Pintegrake defi-
2
'IWJ,’(’G‘d(ﬁ‘ldueliniﬁlﬁlit:Bmkﬁmimﬁeﬂaﬁw[(x)ﬁdﬁm;mj.
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nariamente dicende chy &altro che L it /(81 = fi (2}, ove fy (@) ey La)
sano i valori per x = ¢ x = 2 di una funzione ik ¢ continua f, (x) legata a f(x} dalla
relazione

M =[x

Con questa definizione perd - dell
dzll‘m:kd\mlﬁmiﬂuf&) nﬁum-ﬂcnhlwmmwa
dirs. rigorosa
vaoktndopmddﬁmlﬁnﬂmddhmﬂﬂnhﬂls?ﬂl 1 risubtati
di questo autore sulle funzioni dnm\dml:mm una sistemazione.
w&mamﬂmu
dimostrati -—-d-.umddq-_m

mmmmuﬂmhﬂmd‘.wmmm

i discontinuith nellintervallo [, &) ia cul sono definite, verifichino la condiziane che,
el paragrafo 3, ibbiamo convenuto di chiamare scondizionc di Hankels. Queste fon-
ioni erano state chiamate da Hankel pambtit unstetige Functiowen, in contrapposizione
alle funzioni non verificanti la suddetta condiziane (otal amstetige Fimctionen). Strans-
‘menie il Did (seguito pol da Volterra [1881a], [18815]) traduce bene quest'uliona lo-
mwwml,mmﬂmlmw

pasiteggiate

Nd.mmnbdn([lm pag. 90]), Hankel aveva eroneamente creduto che ogni
sua condizione fosse provvist di miti destro ¢ sinistro in cia-
s Mmmmmmnuodanmxﬂmlsdus:nhb[mﬂ

Dmddmmm,dtmm seguente. proposizione [1878: §562-64 ¢ 131]:
Affinché uia fumzione | verifichi ls condézione di Hankel, occorre ¢ basta che linste-
e der pusti met quali f amuvetée o almeno dei duc limiti (desiro o sinistro) sia derso.
Sensibils & nell'opcra del Dini anche Vinflusso delle muove idee di Cantor sughi in-
sicmi i ponsi della retta.resle. Cid sl avveric in particolare nel frequente impiego della
fozione topologica di deriestn di un insicme & di insieme di prima specie. Lo stesso Can-
m-,mmmmbddlm mdﬂmﬁhmlmm win dem fangst
wﬁdmnw weiier cntwickelt, indem
van be-

Msmmn&um pag. 1),
mdmmamllml.ml.w..yw

Ineressantoste. Abschnitt in der Hankelschen Arbeit, auf dessen vollige KlarsreBung
ﬁmnhhmimhimmhmmmih-ﬂ




_a.gmm welche: von Hankel ‘Condensationsprincip der Singularititen’ genannt

UhlFopers del Dicl, sl centorlens noaione di fosierms di peima spedie & primopeo

almeno formalmente, In nosione di insieme stmscurabiles, Tuttavia que-
stultima nozione, anche se non introdorta in modo esplicito, # spesso prescote (nelle
dimotirazioni, s¢ non negli cnunciati) ¢, a differenza di quel che avviene presso alir au.
nan viene mai confusa con quella di insieme di pritma specic né con quella di v
me rado. Al contrario, mﬂkmmﬁll&m(wl&li)lwmqm
nosioni sono precisati col seguente enunciato;

.. pet grappt di prinss specis in ogii porione delltntersalls (x, 8) ecrtons smpre al.
cioni imtervally mer quali mom cadono puwst del gruppo; ¢ la seessa parcicise pits semipee diot-
st in intervalls talf e somma di spaelli mei gual cadomo punti del grappo sis minore di
quelle quantits che pii o piace 7,

Ors, in termini moderni, qmmmmmnp@mduﬂm «Ogmi smsieme di
prima specie & rado ¢ mascurabile.» Ma forse una Pl fedele & la seguen-

 Con cid il Dini mostra di trattare b classe degli insiemi trascurabili, non solo come
owvitmente cantenota nella classe degl insicmi radi, ma anche come presumibilmente
o almenc prasibilente) distinta da essa.

Se poi si esaminu con cura la dimostrazions che i Dini fomisce del teorema sopra
enunciato, s scopre che essa consiste sostanzialmente nel provare che un insieme con
desivato trascurabike & css0 stesso trascurabile. (In modo esplicito, questa proprieth
vormh counciata da Hamack [188%: pag. 2441.)

Daltza parte, leggendo i capitolo del Fondamenti dedicato allintegrale di Riemann,
ol si accorge subito che, salvo pochissime eceezioni, quando in un enunciato compare
Fipotesi che un certo, insieme sia di peima specie (o addiittura finito), questa ipo-
mm..mmw oels dimostraions, soisnto per dedume che Tinse:

bile. In skl dotio in linguaggio mo-

m—lmummdw aggiongere, accanto alla locuio-

ne insieme di prima specie (risp, imsieme fimto), l'aggettiva frascurabile racchiuso tra pa-

rentesi quadre. Con questa convengione, ecco alcuni dei pil interessand criteri d'inte-

muhwmw:hnﬁmwdﬂh,-mw
Emitata £, definita su vn intervallo [a, £). Inolire, secondo ln

[1678: §34], Lo i nel penerico ponco.xdi e, 414 il numero limsup | /1) J[xl]

um §187, 2°): Comdezione sufficiente affinché la funsione f sia integrabile & che i
wiod puntt i discontinuicd formino un iusiese di prima specie \trascurabile).

UI878; §187, 3°): Candiciane suficiente affinché La fucions | tia integrabile & che,
er ogmi 3 > 0, 4 prn i L, b) et apual sl it & magggore di = formimo e sicme i
nito Lmsscurabile].
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[1878: § 187, 57 Condizsone suffciente afinché la furcione [ sz integrabile  che
mﬂy.blmm;em&mmmmmamw

e 1l secondo di questi criteri, quando v s sostituisca la pasols finita con
bmﬁmmbb:dmmﬂhmﬁm,ﬂmﬁw.m

quella di Darbous, ma assal pid sortile, dats la maggiore generalith

A proposito dellerroneo criterio dintegrabiih di Hankel, il Dini, dopo wer oser-
vato che fu condizione di Hankel, os-
uwgmmwamammmwum
§188)

«Per quunto poi Hankel abbia creduto di dimostrars inversamente che ogai fun-
zione punteggiata discontinua fra @ ¢ § & sempre atta alls integrazione definita nellin-
!zmlh(:,,!).vwhn’nkdtdhmlmﬂipﬂthﬁldﬁmr&w
non mi scmbra del d'altro T poinllnﬁnn
i non conosco, rispetto alle funzioni punteggiste discontinue atie alla integraziane,
m-ﬁmwmawwmmmm
(Sembsa lecito dedurre, da questo passo, che il Dini non fosse  conoscenza né del
eriterio d'integrabilti di Ascoli né dell'esempio di Smith.)
A comp dei criter d'ineegrabilieh, i Dini
proposizioni:

[1878: § 190, s Se diee funzionsi coincidono sl conplementare di un fusieme di pri-
mmlmmﬂwrm-m&ﬂh-mwded‘wmﬂbh

[lmil?ﬂ 10°): Diue funsionsi integrabili, che cotitcidanc su un imiome demvo, am-
metton lo seso integrale.

(1878 sm,n"? Semﬁmﬂw-idanamwmga
sia compress ta le due furcioni £ , J* cosi definite:

fo b =lminl fly),  f*(x) = lsnsup [ly)

T P e it R Tl
i puati di comtinuitd di J.
Inine i Dini passa ad occupars i qoelle particolri funsion integrabil,la i re-
intervallo contenuio in (4, b1 abbis integrale nallo. Egli non riserva
alean nome particolare a queste fnzioni. Se conveniamo di chismarle oz frascim-
b secondo Dini, possiatio cost enunciame: le. proprieth messe in luce dal Dini:
[1878: §150, 14°1: Oy furcion trasconshile secomds Dii 4 mulla in o insicme
densa di punti (ed & dungue identicamente nulle, qualont sis contiua).

poi alcune interessanti
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4878 § 190, 127): Esectomo e trascurabil secondo Dini che assumons valori
 diverst da 2o in wn insieme domo df pant,
* Fit in genersle, il Dini considers coppie £, 3 di furzioni integrabil, al che le restri
zioni di f ¢ di 4 % un qualsisst intervallo contenuto in [z, 41 sbbiano ko stesso integrale
{ossia tall che lu differenza / — g sia trascurabile). Due siffattc fanzion si posrebbero
chiamare equrvalenis secondn Dini.

8. - L'esenmior o Vouremsea

Come si & visto el paragrafo precedente, il Dini, nei suoi Fondamenti, wveva mo-
strato di considerare |a classe dogh insiemi strascursbilis come presumibilmente pia 1
strerta di quella degli insiemi rad (¢, in corrispondenza, la classe delle funzioni integra-
* bill secondo Riemann come pis ristretta i quella delle funzioni verificanti la condisio-
ne di Hankel).

Turtavia cgli non avevs fomito alcun controcsemplo (ed era manifestamente fgnaro
di quello costruito da Semith (18751}, Fu cosi che un suo giovane allievo, Vito Volterra,
sendl il bisogno i colmare la lacuns, esibendo un csempio. di insieme rado, non
atrascutabiles.

Lesempio figura, insieme con molti alr interessanti risultati, in'un articolo.dal tito-
o Alcme osservazioni sulle fuorsoni puntesgie discontinue, presentato 3l Giornale di
Masematiche del Bautsglini nel fobbrsio del 1880 (quando 'autare e ancors sAllesa

el 1881,

componendo ciascun iniesvallo in una succesione dintervalli, anziché in un numero fini-
1o dinervalll. Egh oserva quindi:

i premessa consideriama una funzione che sbbia il valore 0 in i i punti del

Fuppo ¢ in tuu i punti imiti, ed if valore 1 in wrti gl altri punti. Questa funzione & una

discontinus, perché, preso un intervallo qualungue, enizo di eso i pud

mancano punti del gruppo; in un punts interno qualungue di

questo intervallo la funzione & continua. E poi evidente che in tutti i punti del gruppo e

in tut § s i I Fansbone & discontinua ed | sali che essa fa n quel panti sono

euali 0 1. Poiché dunque i puni del intervalli di cui la

somma & tanto piccola quanto si vuole, cosl ne risul, che la funzione non & atta alla

Integrazione.»

1 dungue wanto pit notevele i fito che egl, occupandosi dells chivsura del 5o n-




==t

sieme, e del complementare di questa chisars, abbia concepito I'dea & componente
connessa di un insieme tperto dells reten resle. Questa iden raspare ancoe pib chiara-
mente dul seguente passo (empre riguardante

un altro lavoro di Volerrs [1881b], pabblicats nello sicsso wohume del Giomale di Ma-
tematiche del Bustaglini

... press poi un punto qualkias chie non appartienc al gruppo né & suo punto b
mite ¢ determinato il massimo intorno di esso (e, ) in cui non esistono punti del
BrUppo, ..+

Nmepldawww-!nmilmmdm udnummnmmlmvd:mjjmn

in
m&ummud&mm&(ﬁu‘mmldﬂemm
companenti connesse).

9. - 1 e plevrcaannuh o Vormem

Oltre al'esempio di eui ci siamo occupati nel paragrafo precedente, l'articolo di
Vokerra (18814] contiene sleuni potevoli citeri d'iuegrabilith ¢ vari risultari riguar-
funzioni discontinue. Questi ultimi, in termini modermi, si possono vedere o
me conseguenze del fatto che le funzioni verificanti ln condizione di Hankel sono carat-
terizzabsili non solo come quelle § cu pusth di continaiti forming un Ensieme denso, ma
mmwﬁg.mmdﬂwmmmm(mm
mhiedmm
ntegablita di Voliesra non son espoess, <ome il criterio di Ascol, me-
dmwlmﬂummmle henst mediante le tre funzioni

x»ﬁ:::ﬂplf&r) [l
o g | fl3) = fl0)] L
s
xee limsup | FG3) = S|,
Paivpr 4
che Volterra chiama rispettivamente la fumione def salti, \a furestone dei salti di simistra €
In farsiome des soii i dstrs. Egl ossecva che, se f vesifica In condizione di Hankel, cia-
scuna di queste tre funzioni si annulla sullinsieme denso costituito dai punti di conti-
nuith di 7, sieché, qualora sia integrabile, ha integrak nullo.
[m&vmuwdkmwnpm che egli applica sen-
esplicito perché hm—h(.mml
come i conteno, i modo tmplico, nl Fondansent del Dink:

Condizione necesians ¢ sufficente affinché t-,fnzhdmui‘mvkt’u’tbe.wm
@0 i punti di 2, 5) nei quali il salta di f & maggiore di ¥ fommino wn. insicere
virscurabales.
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o mﬁﬁm!&du&mlmﬂvﬁmmuﬂu
nel seguente unico enunciato (un exunciato ansloge vale maturslmenn per la
dei sat i destra:

P ana funsions f. le condscioni che sexuoms somo equivalents:

() /2 smtegabite.

 (b) Perogni > 0, & stracunchilew [tnsicwne costituito das prunti e quals la fusgio-
%H-ﬁdmwﬂ:v
w/mkmﬁwehﬁmwmameww
integrole

pu&mmdvmemﬂmmm(mﬁmm
al ragionamento i : analogo):

i supponga che J verifichi Lo condiciome di Hankel ¢ che la fursione dei sali dé smstns
i dappertuaso. minore .

Allors ¢ strescamsbilen. Vinsienve costituito daé panti nei qual la futione dei salti &
maggiore di 2=

10. - Gua Eneom o1 o Boss Revaosn & o1 Hakvack

Si & visto, el i di fronte al-
wmmdwmaﬂmwumlmmmmm-m
‘ne dimostrd un ultro, che sosumzialnente si pud ottencre sostivuendo, nel e

terio di Hankel, il concetto di insieme rado con quello di insieme <trascurabiles (anche
qmmnnma&hmmmm;nmlma]mm
corretta |a dimostrazione di Hankel, ¢ presumibilmente falso il suo cnunciato, ¢ non
Ealde quindi in qualla confusione-tra | due concerd d: linsidise mdo & di ntlenie « ra-
seurabiles che, come giustamente wveva asservato Smith [1875), era alla base dell'erro-
nea dimostrazione di Hankel. Infine Volterra [18814) smentl col sua esempio la suffi-
cienza della condizione di Hankel e dimostrd criteri d'integrabilita péi raffinati di quel-
lo di Ascali [1875).
* Ben diversamenie

andarono le cose in Germania. Qui Pasl du Beis-Reymond
(1831.1889), che ¢ra stato sin dal primo momento un sostenitore della nuova teoris
dell e si crm dato con entusiasimo e con successo ad applicaria alle serie di
Fourier, al concetto di lunghezza di una curva e al Caloolo delle variazioni, non si sc-
“cotse se han assai tardi dell'errore di Hankel ¢ della necessiti di distinguere il concetio
di insieme rado da quello di insicme strascurabiles.

In un articalo del 1873, dopo aver citato ls memoria di Dirichlet [1829] & wver
eninciato la prima delle due condizions di Riemann per lntegrabilich, egli aggiunge, in
nota [1875: pag. 22]:
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A 4 O. hatte Diricklet cine anderc engere Bedingung fur die Integrirbarkeit ange-
eben, und st meines Wissens auf diesen Punke nicht wieder surickgekommen.s
Ora, se la condizione di Dirichlet (che equivale ad imporre allinsieme dei punei di

indicatrice, smmetrendo
dﬁ.m&ulﬁl,llnbbebwlﬁh sicché R, grazic ol riterio di Ascoll, sarebbe
strascurabiles.
hmmmmmﬁmm dello stesso articolo [1875: pag, 35
36], du Bois-Reymond sembea addiritrura confondere la classe deghi insiemi radi con
quella degli insiemi di prima specie.
La stessa confusione ritorna in una memoria del 1879: qui, non solo gl insieri radi
sembrano essere identificati con quelli di prima specie, ma si indica anche come loro
comune proprieth carateristica quella di essere rinchiudibili in un aumero finito di in-
tecvall i lunghezzs complessiva arbitraciamente piccola (ciok di essere werascurabilin).
Precisamente, occupandosi di condizioni da imporre all'insicme dei punti di disconti-
nuith di una funzione al fine di nssicurare la rewtificebilit del relativo grafico, du Bais-
Reymond afferma [1879: pag. 287):

«Nur pantachisch vertheilte Springe vertrigt der Begsiff der Recuificirbarkeit such
mmumm-mnmmmmmmw.

Egi spicga. in nota, che con la locusione pantachiche
un insieme denso. hmmmmhwhmtm
cessario che i punti di salto formino un insieme che non sia denso in alcun intervallo
{ossia un insicme rado). Egli aggiunge quindi:

Dic sprungstellen konnen sich nach einzelnen Punkten ins Unbegrenzte verdi-
chten... Die verdichtungspunkte T. Ordmung kennen sich wieder nach einzelnen Pus-
ummmmmkn.unw,&vmmwma
das man siets durch eine endliche Avsabl Sirecken des bevackteten Inirsall, dic sam-
mengefigt cine belichiy Kl Sircke goben, 50 viel Sprumystellen auschlisien kann, dis
der Rect cine endliche Ansabl bildee.»

La confusione tra insiemi strascurabili ¢ insiemi di prima specie assume poi 3
tere ufficiale in un lavoro del matematico tedesco Axel Harnack [1880), Qud infatti la

mus]m wudnﬁum:mgcb:mmmma

i — ma la

dcﬁnmmndl.
Solo in un articolo del 1880 du Bois-Reymond comincia sd avvertire la distinzione




proposizions

s condizione di Dirchlet (cio i fatto che Finsiere des pantic coneini i  bbia
denso) non basta ad. sssicurarc Tintegrabilia di /.
agghunge poi;

werdenden Strecken, endlich auf meine Wahl des Aus-
&u&s pantachischs m;ith mit dem spiter von Herm Cantor angenomumenen
beralldicht gedenke ich bei ciner anderen Gelegenheit cinzugehen.s

1l passo citato suggerisce, come si vede, solo una vaga idea sul modo per ottehere un
insierne rado, non etrascurabilts. Un csempio csplicito di un sffatto insieme fu fornita
xﬁth&ymﬂmlmhhuD}erﬁmmmﬂSmebﬁﬂmnd
1882 Nello stessa Bbro compate anche, pér la prima volts, la definisione csplicita

concetto di insieme «trascurabiles. ﬁm&whnhﬁmemdoh:emnobmdi
du Bois-Reymand).

Ma fu sopratiutto Harmack che, dopo essersi resa conto dell'errore commessa nel
confondere il concetta di insieme di prima specie con quello di insieme etruscurabiles,
{phte Taccaiito sulltinporensl i quest'kimd Sonceito,

Ndml&:wwmdwwﬁ&wml-udlwhdm puﬁahmioml
ml,dmmmﬁwmmw ) contrappo-

nendoli agli insiemni non. trascurabili (meare Punksmengen), egli noa solo dimostra che
mmamwtmmmmdxganmumﬁmmmw
Migrti}, ma si preoccupa anche di avvertite [1881: nota a pag. 262 che limplicazione
inversa & fulia, come mostra un esempio costruito (per altri fini) da Cantor [188D;
pag. 3581,
 Egh ttravia persevera nella confusione tra insiemi radi ¢ insiemi trascurabili:

«Bei ciner discreten Punkimenge ist es immer moglich, in belichiger Nahe jed-
wedes Stelle ein endliches Intervall anzugeben, in welchem kein Punkt der gegebenen




T

Menge ligt ... Bei eines linearen Punkrmenge ist dieses nicht an jeder Stelle moglich.n
[1881: pag 260).

bile ¢ rado, mentre ogni insic rascurs:

Cosl, mduﬂumﬂmmmdnﬁmwmmwmhdmi
Hankel, gl < che, pur avendo infiniti pun-
L2, #] in cui & definita, sia tale che, per ogni ¢ > 0, i punti
in cul Poscillaione ptuale supera ¢ formiono un insieme ascursbile (1881 pag. 2621
Ogni siffauta funzione — sggiunge Harnack, convinto di sienunciare semplicemente i
deM—éml:pcu&eugﬁﬁuhmmd.ddkdmmﬁwﬂ
Ricmann per Fintcgrabiita. Egli ¢ tanto convinto di star rienunciando il criterio di
‘Hankel, ¢he non & neppure shiorata dall'idea di doverne fornire una dimosmrazionc.
Soltanto in un successivo lavoro [18524) Harmack si rende conto del grve equivoco nel
quale & incorso. gl ne fa lealmente ammenda con queste parck: (188257 pag. 238.239)
<Mt Besnuzung ener Beacichrung yon Hrm. Cantot latet der Satx: Dic disre-
te Mene ist in & Intervalle aberall dicht. Aber s ist zm beachrcn,
dass dicser Sutz nicht umkchrbar ist, Zwar hat Hankel scine Umkehrbarkei in den
oben genannten Abhandlungen zu bewelsen versucht; jedoch st sein Beweis unzugin
ich. Teh sefbst habe die Umkehr in meioem Lehsbuche (pag. 260) ausgesprochen,
ohaec Beweis und ohne weitere Schlasse daruus 2o zichen. Die Frage ist wichtip. denn
sie enthalt, wie schon Herr du Bois-Reymond (Math. Ann. Bd. XVI, pag. 128, An-
merk.) angedeuiet hat, den Grund dafir, dass die Dirichlet'sche Bedingung der Inte-
mm-(;omrMMdmlw)mmugn.deem
durch keiz

dicht b, Man wird die Moghchkeit am besten durch cin Beispiel einsehen.s

Lesempio che segue & simie a quell di Smith e di Voltcrra.

Poco pi in 1 (188201 pag. 2421 Harmack riformula In definizions di funsione
«punktit unstetiges tipetendo le stesse parole che aveva gt sdoperate negli Elomente
(mi cosciente — questa volta — di star modificando il contenuto della definizione ofi-
maﬂmn memummmummd'wmmpmm

hi

st

i, vicne s I pare emsen-
e

Die i etmem ntervalle punksivt wnstetige Functionen sind ntegrcrbr.
'Di questo critrio cgiturtaia rion fornisce alcuna dimestrazione, mitandosi

ta, ma senza sostanziali novith, el paragrafi inisiali del successivo lavoro di Harnack
([18826]), il quale &, in gran. parte, nulla pid che una versione francese degh articoli
[1880] ¢ (18824]




Spetta senza dubbio a du Bois-Reymond e a Harnack il merito di avere per primi

- enudleato il concesto di insieme trascurabile, avviando uno studio sistematico delle suc

proprictil ¢, sopeattutto, inventando per eo un nome specifico (anche se, in verita, né
Bois | integrivhare

‘correito 'errore di Hankel nel 1831 («fourteen years after Riemann's paper appeared.
. ) enunciando i su criterio dintegrabilith, Questa affermazione appare (uits-
2 sorprendente, per le magioni sopea esposte, che comverri qui breverence Hasumere:

1) Nel 1881 Hamack o stil itesio i maniens formalmente corret-
1, ma salo per caso: in realth, persistendo nell'errore di identificare gl insiem traseu-
rabili con gl insiemi radi [1881: pag, 260], cgli era convinto (come confesserh eyl stes-
50 un anno pil tardi (18824 pag. 238-239)) di star semplicemente rienunciando, con
Ninguaigio divesso, i1 eriterio di Harkel.

2) Harnack non forni slcuna dimostrazione del «suom criterio (0é nel 1881 né
“negli anni successivi),

3) Lo suesso criterio era stato enunciato sci anni prima (persino con qualche pre-
cisazione ulteriore) da Ascoli [1875], il quale ne sveva fornita una dimostrazione com-
pleta ¢ rigorosa, fondata sulls compattezza dellntervallo (2, b).

4) Un critesio ancor pit raffieato di quello di Ascoli era staro dimoseruto, nello
siesso anno. 1881, da Volterra (18814,
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