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Introduction

Le but de ce travail est d'exposer la théorie des espéces de structures en relation avec la théorie
des foncteurs analytiques. Ceci permet de donner 2 la théorie des opérations sur les espéces de structures
une base conceptuelle satisfaisante. Nous développerons ensuite 1a théorie des espéces tensorielles en
gardant en vue des applications aux algebres de Lie libres.

Chapitre 1. Foncteurs analytiques

1.0.  La construction du monoide librement engendré par un ensemble A est succinctement résumée
par la série géométrique

LA)= I AR

n>0

De méme, la série exponentielle

exp(A)= X Al
nx0 /gn

nous donne la construction du monoide commutatif libre sur A (le quotient A%/ & est pris relativement 2
T'action naturelle du groupe symétrique &, sur A™),

Une troisieme construction est celle de 'ensemble C(A) des mots circulaires sur un alphabet A:
CA)y= Y AR /
020 Cn

ol C, est le sous-groupe de &, engendré par la permutation i 5 i+ 1 (mod n).

Avec l'appui financier du programme FCAR, Québec, EQ 1608, et du CRSNG, Canada.
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Ces trois constructions sont en fait des foncteurs de la catégorie des ensembles vers elle-méme,
L, exp, C: Ens— Ens
Plus généralement, soit
@, x F[n] — Fn] (nz0)

une suite de représentations ensemblistes des groupes symétriques.

Définition 1. Un foncteur F: Ens ——> Ens est analytique s'il posséde un développement en série de
Taylor

F(A)= 2 AP é Fin]

n20 n

le n-idme terme de cette série étant le quotient du produit cartésien A™ X F[n] par la relation d'équivalence
identifiant (f, ot) avec (fo, t) pour tout f € AP, e &, te Fln].

Remarque. Nous avons fait agir &, 2 droite sur A™ en posant fo = (fy, ...,f))o = (fo(l)’ ---’fc(n))'
On peut aussi faire agir &, 2 gauche en posant 6.f = f o-l. Ona alors une bijection.
AR ><<§1:{n} = F[n] x AT 8,

Nous dirons que (F[n] | n 20) est la suite de coefficients de Taylor du foncteur F. Cette terminologie
présume de l'unicité du développement en série de Taylor d'un foncteur analytique. Nous allons énoncer
un résultat 3 cet effet. Remarquons d'abord qu'une suite © = (8, | n20) d'applications
& ,~équivariantes

8,: Fln]— GIn] nz20)
induit une transformation naturelle

0F—G

entre les foncteurs analytiques correspondants. Nous dirons que la suite 8 est un morphisme de la suite
(F[n] | n20) vers la suite (G[n] | n20).

Théoréme 1. L'application 8> @ est une bijection entre l'ensemble des isomorphismes de
(F[n]|n20) vers {G[n] | n>0) et 'ensemble des isomorphismes naturels de F vers G.

Autrement dit, la série de Taylor d'un foncteur analytique est unique  isomorphisme canonique
prés. Ce résultat se généralise comme suit. Un carré commutatif

f
A— B
=]

C D

—
u

est régulier sipour tout (b, ¢) € B x C tel que v(b) = u(c) il existe a € A tel que (f(a), g(a)) = (b, c).
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Définition 2. Soient F, G des foncteurs Ens —— Ens. Une transformation naturelle o: F—— G est
réguliére sipour tout f: A— B le carré

F(
F(A) — F(B)

] T

G(A) — G(B)
G
est régulier.

Proposition 1. L'application 6 +> § est une bijection entre 1'ensemble des morphismes de (F[n] | n=0)
vers (G[n] | n20) et I'ensemble des transformations naturelles réguliéres de F vers G.

La démonstration est contenue dans l'appendice. Le théoréme 1 est une conséquence de cette
proposition puisque tout isomorphisme naturel F—— G est régulier,

11 est possible de caractériser les foncteurs analytiques par des conditions simples: bicontinuité et
régularité (appendice).

La proposition entraine que pour tout foncteur analytique F il existe une et une seule
transformation naturelle régulidre (le support ):

supp: F—— exp
En effet, comme exp[n] = 1 pour tout n >0, il y a un et un seul morphisme de suites

0: (Fin] |n 2 0)— (exp[n] |n 2 0)

et par suite une et une seule transformation naturelle réguliere 9 = supp.

1.1. Les foncteurs analytiques de plusieurs variables sont définis au moyen des séries de Taylor en
plusieurs variables. Soit d € M. Pour toutn = (ny, .., ng) € N4 et pourtout A = (Ay, .., Ay € Ensd,
posons

o N4 : :
A = Ap'X X A4 S, @nlx.._xgnd
Soit (F[n] | ne Nd) une famille de &, —ensembles
&, x Fin] —> Fln] (ne N9)

d

Un foncteur F: Ens®— Ens est analytique s'il posséde un développement en série de Taylor

FAp .nAQ= I FlnlxA®

neN /@n

On démontre que la suite de coefficients (F[n] |n € Nd) est uniquement déterminée (2 iso-
morphisme canonique prés) par le foncteur F.
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Notation. Nous utiliserons, pour désigner les foncteurs, les conventions usuelles de I'Analyse pour les
fonctions d'une ou de plusieurs variables. Nous écrirons souvent F(X) plutdt que F pour désigner un
foncteur d'une variable X. Nous écrirons de méme F(X, Y) pour désigner un foncteur de deux variables.
Avec ces notations, X pourra dénoter aussi bien le foncteur identité 1d: Ens —— Ens que le foncteur
projection py: Ens? — Ens.

1.2.  Soit T un groupe fini agisssant sur un ensemble fini [. Pour tout ensemble A, le groupe I" agit
naturellement sur Al = {fi 1l A}:

(cH@) = o™l (i€l, oe)

La puissance symétrique de A par le T-ensemble I est le quotient Al T Vérifions que I'opé-
ration de puissance symétrique est un foncteur analytique. En effet, soit n = Card I et soit A(l, n)
I'ensemble des bijections de I vers {1, 2, ..., n}. La composition (v,f) — fov définit une application

AL, n) x AP ——3 Al

Les groupes I' et &, opérent sur A(l, n) et ces actions commutent entre elles. On obtient, par passage
au quotient, une application

AQ, n) /% AT — Al/p
et, finalement, une bijection
AQ ) /px Al o — Alip
n

Les puissances symétriques se généralisent au cas de plusieurs variables: soit I un groupe fini
agissant sur des ensembles finis Iy, ..., [3. La puissance symétrique d'un multi-ensemble
(Ay, .., Ag) par (Iq, ..., 1) est le quotient
1 |
Al x A
17X X AG

On vérifie qu'il y a un isomorphisme

I I n
Af x...xAdd/r —)A(I,n)/rxA/ o

ol n=(ny, .., ng) = (card Iy, ..., card Ig) et A(f, n) = A(Iy, ny) x .. x A(ly, ng).

1.3. Nous allons maintenant décrire des opérations sur les foncteurs. Nous démontrerons plus tard
que ces opérations préservent I'analycité.

(i) la somme

(F+ G)(A) = F(A) + G(A)
et, plus généralement, la combinaison linéaire

(2 CixFpa)= X CjxF(A)
iel iel

ol (C; | ieI) est une famille d'ensembles et (F; | i) est une famille de foncteurs;
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(ii) le produit (fini)
(F-G)(A) = F(A) x G(A)
et, plus généralement,

(IT Fpa) = I1 Fi(A)

iel iel
et aussi la puissance
Fl(a) = Fa)!
(iii) la composition (ou la substitution )
(FoG)(A) = F(G(A))
et, plus généralement,
F(Gy, .. .G(A) = FG{(A), .. ,GLA))
ot F:Ens'——Ens et Gj Ensd—— Ens  (I<i<r) ;
(iv) le quotient par l'action d'un groupe
FIpA) =FA)

ol I' agit sur F par transformation naturelle.

Théoreme 2. Les foncteurs analytiques sont clos sous les opérations suivantes:
i) les combinaisons linéaires finies ou infinies
it) les produits finis
iti) la composition

iv) le quotient par I'action d'un groupe.

Pour démontrer ce théoréme, on peut utiliser les propriétés caractérisant 1'analycité (appendice)
ou encore procéder par calcul direct des coefficients des séries de Taylor. Cependant, il appert que ces
coefficients ont une forme compliquée quand on choisit de les décrire, ainsi que 1'avons fait jusqu'a
présent, comme des représentations ensemblistes des groupes symétriques. Nous obtenons des calculs
plus transparents en prenant un autre modgle: les espéces de structures. La démonstration du théoréme
est par suite reportée en 2.1.

Chapitre 2. Espéces de structures

2.0. Lathéorie des especes de structures est essentiellement une théorie des coefficients des foncteurs
analytiques. Elle entretient une relation étroite avec la théorie des séries formelles et avec la combinatoire.
Grice 2 elle, il devient possible de développer une vision combinatoire des opérations définies sur les
foncteurs analytiques.
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Définition 1. Une espéce de structures F est un foncteur

F[]:B—— Ens

ol B est la catégorie des ensembles finis et bijections. Un élément ae F[S] est une structure d'espéce F
sur S; nous dirons aussi que ¢'est une F-structure sur S. Si B = Flul{o) ot u: S = T, nous dirons que
B est obtenue en rransportant o le long de la bijection u et que u est un isomorphisme de o vers p.

Les F-structures forment une catégorie (un groupoide): la catégorie el F des éléments de F; un
objet de el F est un couple (o, S) ot o€ F[S]; un morphisme u: (o, S)—— (B, T) est un isomorphisme
de o vers B. Les composantes connexes de ce groupoide sont les types de structures: deux structures ont
le méme type si et seulement si elles sont isomorphes. Nous désignerons l'ensemble des types de
'espéce F par

2 F[S]
S
Pour chaque entier ne N, on définit, par transport de structures, une action du groupe

symétrique &, sur F[n] = F[{1,2, ..,n}].

Proposition 1. On a une bijection canonique

Y FiS]= ¥ Fin]
S =0 /gn

Preuve. Toute structure oe F[S] est isomorphe 2 une structure a'e Fln] od n = Card S. De plus, ¢’ et
o sont isomorphes 3 o si et seulement si elles sont isomorphes entre-elles, c'est-a-dire si et seulement si
il existe oe &, tel que 0.0’ = o”. C.Q.F.D.

Une espéce de structure de plusieurs variables est un foncteur

F[]:Bd—+ Ens

ol de I est Ie nombre de variables. On définit sans difficulté les concepts d'isomorphisme et de type
de F-structures. Nous dénoterons

Y _ FiSy,..,S4
S8y b

l'ensemble des types de l'espéce F. 1l est aussi possible de définir des sommations partielles; ainsi

S FS, T
T
désignera, pour chaque SeB, 'ensemble des types de l'espece T F[S, T].

Un exemple d'espéce de deux variables est l'espéce A, Pour tout (S, T)e BZona

A[S, T} = {f: S—— T | f est bijective}

Nous allons maintenant dresser une liste d'identités gouvernant l'utilisationde X etde A. Ces
identités seront utiles dans les calculs 2 venir.
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a) associativité - o~ -
2 ZF[5,Ti= X FIS, T]
ST ST

b) commutativité - ~
X F[S,T]= X FIS, T]
ST T8

¢) distributivité
3 G[S] x FIS, T] = G[S] x 3 F[S, T]
T T

d) remplacement
F[S] x A[S, T] = F[T] x A[S, T]

e) ~
YAS, TI=1
T

Le symbole d'égalité dans ces identités signifie qu'il y a un isomorphisme naturel entre les deux
membres. Les espéces figurant dans ces formules peuvent comporter d'autres variables que celles
décrites explicitement. Cependant, pour 1a distributivité, il est nécessaire de supposer que G[S] est
indépendante de la variable T. Ajoutons 2 cette liste quelques relations:

) - ~
2 FIS,TI=X X FS Tl

ST R S+T=R

ol la sommation ordinaire est indexée par les couples (S, T) tels que SNT = D et SUT = R.

g) -
z Zz AiXA[Ti,S]= z Ai
S iel iel
h) AlU+V,R] = z AU, SIxA[V,T]
S+T=R

Voyons qu'une espéces de structures F est entierement déterminée (3 isomorphisme canonique

pres) par la suite (F[n] | n20).

Proposition 2. On a un développement en série

F[S} = nZO F[n] x A[S, n] I
2 n

Preuve. On a successivement

FIS] = F[S] X Z A[S, T]
T

= T FIS] x A[S, T}
T

1

= X F[T] x A[S, T]

A

Fln] x A[S, 0] / &
n

n>0
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ol nous avons utilisé e), ¢), d) et 1a proposition 1. On peut aussi faire une démonstration directe que
nous laissons au lecteur,

Le développement en série de la proposition 2 nous permet de voir que toute suite (F[n] | n>0) de
représentations des groupes symétriques définit une espéce

St l‘15:2013[11] X A[S,n]; 3,
Nous dirons que c'est I'extension de la suite (F{n] | n20).

Pour tout entier n=>0, soit Ens®n la catégorie des & -ensembles. Posons

S« 8,

Ens = I1 Ens
00

D'autre part, soit EnsB 1a catégorie des espéces (les morphismes étant les transformations naturelles). on

a le foncteur restriction T: Fv> (F[n] | n20)
B &
I: Ens — Ens
et le foncteur extension

Sx B
€:Ens —— Ens

Proposition 3. Les foncteurs I et € sont des équivalences de catégories (quasi-)inverses l'une de
T'autre.

Nous pouvons maintenant donner une description combinatoire du foncteur analytique associé a
une espce F. Pour tout ensemble A, considérons l'espece

S+ F(S]1x AS
Nous dirons qu'un élément (o, p) € F[S] X AS est une Fstructure étiquetée par A;la fonction
p: S——> A est un ériquetage de o.par A; un élément de A est une étiquerte . Posons

F(A) = Z F[S] x AS
S

Un élément de F(A) est un type de F-structures étiquetées par A. Pour toute fonction f: A—— B,
nous noterons F(f): F(A) —-» F(B) l'application obtenue en composant les étiquetages par f. Nous
avons un foncteur

F(): Ens— Ens

Proposition 4. Le foncteur F( ) est analytique et I'on a

— n
F(A) = Z Fin] x A% o
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Preuve. C'est une conséquence de la proposition 1.

Les résultats démontrés jusqu'ici nous permettent maintenant d'affirmer qu'il y a équivalence
entre les trois concepts suivants:

A) Une suite de représentation ensemblistes des groupes symétriques
&, x Fln]—> Fn] nz0)
B) Un foncteur analytique
F(): Ens—— Ens
C) Une espéce de structures

F[ ]: B—> Ens

Notation. Nous utiliserons indifféremment F ou F(X) pour désigner I'un ou l'autre de ces concepts.
L'usage de parenthéses nous permettra de résoudre, au besoin, 'ambiguité. Autrement dit,

F[S], Fln], FX)[S], F(X)[n]

sont des coefficients de F alors que F(A) est le résultat de 1'évaluation du foncteur analytique F(X) en
AcEns.

2.1. Dans ce paragraphe, nous allons donner une liste de formules pour le calcul de 1a somme, du
produit et de la substitution d'especes de structures. Chacune des formules est une recette combinatoire
permettant de construire les structures de l'espéce désirée.

(i) la somme

(F+G)[S] = F[S] + GIS]
et la combinaison linéaire
(iEICi X F)IS] = 12611 C; xF[S]

(ii) le produit fini
FG)ISl= X FUIxG[V]

U+V=8
(ILFISi= 2. 11 FKif'6)]
iel fel® iel

Flisi- £ 11 Frlo)
fel® iel

(iil) la composition FoG (si G{T] = &)

(FG)[S]1= ¥  FSRIx II G[C]
ReEqg[S] CeSR

ol Eq[S] est l'ensemble des relations d'équivalence sur S.
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(iv) la composition FoG (cas général). Considérons l'espéce en deux variables

WIS, TI= ¥ FT] x IT GIf1@)]
15T ieT

Ona
(FsG)[S] = £ WIS, T]
T

(v) la composition F(Gy, ..., Gp (i Gjl@] =, lgicr)

F(Gl, vy Gr)[S] = p FIS/R1x 11 Gt(c)[g_]
(R, e Eq’(S] CelS|p

ou S =(Sg,...,59)s ISI=S1 + ...+ Sqeton
Eq'[S] = {R, t) | Re Eq[ISI], t: ISy — {1, 2, ..., 1}}
Nous avons posé

SR =@l),..,t @) e Bl et C=(CnSy,..,.CnSy e Bd

(vi) l'évaluation (partielle). SiF = F(X, Y) et A< Ens, alors
F(A, V)[T] = £ F[S, T] x AS
S
= Y Fln, T] x A/
n>0

%

(vii) le quotient par un groupe
(F/pIS] = FISV

Preuve. Les formules i), vi) et vii) sont évidentes.
ii) F(A)x G(A) = (X F[S]x AS) x (2 G[T] x AT)
S T
= 3 F[S]x G[T] x AS+T

S,T

=% T FSIxG[T]xAS+T
R  S+T=R

=$( Y FSIxGTDHAR
S+T=R

~

M M SME MR

iv) F(G(A)) F[T] x G(A)T

F[T} x GL(A)

F[T) x ¥ GT[S] x AS
S

3 FT] xGT[S] x AS
S
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FIT] x GT[S] x AS

#

it
wiM wuivr wibvh
e =M

F[T] x GT[S]) x AS

it

WIS, T]) x AS

St At

puisque I'on a WIS, T] = F[T] x GI[S].

(iii) L'hypothese que G{J] = & entraine que

[1GIE =2
ieT

pour toute fonction f: S— T non sujective. On adonc

WIS, TI= ¥ F[TIx I GIf (i)
£:S»T ieT

Comme tout élément (o, B, f) € WIS, T] est isomorphe  un et un seul élément (ct', B, p) € WIS, S/R}
ol p: S—oS/R est 1a projection canonique, on a

SWIS,TI= 3 FSRIx II G[C]
T Re Eq[S] CeS/R

(v) est laissé au lecteur diligent.

Remarque. Toute substitution se raméne 4 une substitution sans terme constant suivie d'une évaluation
partielle. Par exemple pour calculer F(Gy, ..., Gp), calculons d'abord l'espece

H=HX,Y)=F(Y; G;(X), ..., Yy G,X))

0b X = (X1, ., Xg)» Y = (Yy, .., Yp). Soient S = (Sy, ..., Sg) € Bdet T = (T, ..., Ty) € BT.
Un élément de HIS, T est un triplet (f, o, B) ol
DESp+..+8g— Ty +..+T,

. ii) o est une fonction qui associe 3 chaque élément x € T; une structure d'espéce G; sur la fibre
(%)

iii) Be FITy, .., Tl
Nous dirons que (f, o, B) est une fibration (Gy, ... , Gp)-enrichie sur les fibres et F-enrichie sur la
base. Pour obtenir F(Gy, ... , G), il suffit de substituer Yy = 1, ... .Y, = 1 dans H(X, Y). Autrement
dit,
F(Gy, .., GpISI = L HIS, T)
T

2.2. Dans cette partie, nous allons examiner les opérations de produit cartésien et de produit scalaire
d'espéces et aussi les opérations de base du calcul différentiel.
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Le produit cartésien F ¢ G de deux espéces F, G: Bd— Ens:
(F 0 G)[S]=FIS]x G{[S] (Se Bd)
Le produit scalaire <F, G> :

<F, G> = 3 F[S] x G[S]
S

Sila sommation est restreinte 2 certaines variables, on obtient le produit scalaire partiel :

<FX, Y), GX, Y)>x = 5 F[S, T1 x G[S, T]
M

Remarque.
<FX, Y), GX, Y)>x = F0G)(1,Y)
<FX,Y),6X, Y)>y = (FOGHX, 1)
<FX,Y),GX, Y)>=(FOG)1, D

Proposition 5 Soit F(X) une espéce de structure. On a
FXY) = FX) ¢ exp(XY)
=F(Y) 0 exp(XY)

Preuve. En effet, un calcul simple nous montre que
exp(XY)[S, T]1 = A[S, T]

et
FXY)[S, T] = F[S] X A[S, T]

=F[T] x A[S, T]

Proposition 6. [Y.N. Yeh] Soit F(X) une espéce de structures et soit A un ensemble. On a

F(AX) = F(X) ¢ exp(AX)

Preuve. 11 suffit de constater que
F(AX)[S] = F[S] x AS
et
exp(AX)[S] = AS
C.QF.D.
Pour le calcul différentiel, on pose

(@dx) TF)IS] = FDX)(S] = FIS+T]

On vérifie les identités suivantes:

a) la formule de Leibniz
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o)M= 3 FAGHB)
A+B=T
b) la formule de Taylor

F(X+Y) = nzop(ﬂ)(X) XY o
= n

"o

c) la "régle de dérivation en chaine”

F(GX))' = F(GXNG'(X)

Pour toute espece H(X), on peut définir un opérateur différentiel H(d/dx).

H(d/dx)F(X)[S] = ) H[T] x F[T+S]
T

L'opérateur H(d/dx) est adjoint & l'opérateur de multiplication par H(X):
<H(d/dx)F, G> = <F, HG>
en effet,

<H(d/dX)F,G> =3 3 H[T] x F[T+S] x G[S]
T S

i
w I

S+T=R

S+T=R

(HG)[R] x F[R]

=M o ML

= <HG, F>

Chapitre 3 Espéces virtuelles

H[T] x G[S1 x F[T+8]

( ¥ H[TIxG[S) xFR]

3.0. Le but de ce chapitre est d'introduire le concept d'espéce virtuelle pour pallier & 1'absence de

I'opération de soustraction en théorie des especes. La définition des opérations de somme et de produit

d'espéces virtuelles ne pose pas de difficultés car il suffit d'imiter les régles de l'algébre. Par contre, le

prolongement de I'opération de substitution est plus délicat et nous introduisons pour cela une Régle des

signes qui permet de résoudre le probléme de fagon satisfaisante.

Définition 1. Une espéce de structures F: Bd— Ens est finitaire si
Card F[n]<ee, pour tout ne nd

Si de plus
Card F[n] =0

sauf pour un nombre fini de ne N9, nous dirons que F est polyndmiale.
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Définition 2. Une espece virtuelle V est une différence formelle V = F-G entre des especes finitaires.
La relation d'égalité F-G = M-N entre especes virtuelles signifie que F+N = M+G.

La transitivité de la relation d'égalité entre especes virtuelles est conséquence de la propriété de
simplification des espéces finitaires:

FtM=G+M = F=G

Pour démontrer cette propriété, nous utiliserons le principe suivant (équivalent au principe d'involution de
Garsia-Milne [G.1]). Soient A, B, C des ensembles finis et soit

©: A+C -2 B+C

une bijection. Alors on peut construire une bijection résiduelle
Vv:A-=5B

ne dépendant que de ¢. En effet, pour tout x€ A la suite x, ¢(x), ¢2(x), ... doit se terminer en un
élément y = y(x)e B. De méme, pour tout ye B, la suite y, 9" 1(y), ¢ %(y), ... doit se terminer en un
élément x = Y i(y)e A

Supposons maintenant qu'un groupe I agisse sur A, B, C et que ¢ soit I-équivariante. On voit
immédiatement que yf est I'-équivariante. De méme, si on suppose que @ est une transformation naturelle
de foncteurs (& valeurs dans les ensembles finis), on voit que W est aussi une transformation naturelle.

La somme et le produit d'espéces virtuelles sont définis comme suit:
F-G+M-N) = (F+M)-(G+N)
F-G):M-N) = (FM +GN) - (GM + FN)

Ces opérations donnent & l'ensemble des especes virtuelles en les variables X, ... , X4 une
structure d'anneau commutatif que nous désignerons par BI[X;, ..., Xgl]. Les esptces virtuelles
polyndmiales constituent un sous-anneau que nous désignerons par B[X, ... , X4].

Pour tout groupe fini I, soit B(I") 'anneau de Burnside du groupe T'. Rappelons sa
construction. Les éléments de B(I") sont des différences formelles entre I'-ensembles finis avec la méme
relation d'égalité que dans la définition 2. Nous dirons que les éléments de B(I') sont des représentations
ensembliste virtuelles du groupe I'. La somme et le produit sont définis comme ci-haut, sauf qu'il faut
plutdt utiliser le produit cartésien de T-ensembles.

La proposition 3 du chapitre 2 entraine que 1'on a un isomorphisme de groupes additifs

BIXy,..Xg = @ B@p
ne N

En outre, puisque
B(&,) B(E,) cBE@

n+m)

pour le produit des espéces, on voit que B[X;, ..., X4] est un anneau gradué. Le complété de
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B{X,, ..., X4l s'identifie avec B{{X, ... » Xglik

B{[X},...Xgll = I d13(<5n)
ne N

Tout €élément F € B[[X|, .., Xaqll s'écrit sous la forme d'une série formelle

F- % Fy
ne N

ol F, est la partie homogéne de degré ne N9, La partie homogene de degré O est le terme constant
Fq=F0) = FO, ... ,0).

Lemme (Classique). Si F(0) = 1, alors F est inversible dans l'anneau B[[X, ..., X]].

Preuve. Posons F = 1+T. La série géométrique
a+Tyl= ¥ (pnn
nz0
converge puisque T est sans terme constant,
En vertu de ce lemme, l'espece exponentielle exp(X)e B[[X]] est inversible puisque exp(0) = 1.
Nous allons calculer l'espece virtuelle exp(X)™!. Posons, pour tout Se B,
gglS] = {f: S -» (2k) | ke N}
€181 = {f: S —» (2k+1) | ke N}

olt (n) = {1, 2, ... ,n} pour tout ne N.

Proposition 1. Ona
exp(X)! = £4(X) - £1(X)
Preuve. Posons exp(X) = 1 + T(X). On trouve que pour tout ne N,
TYS] = {f: S—» ()}

ce qui donne le résultat.

11 faut souligner ici que 1'égalité

exp(07 =2 DX g

est fausse. Nous sommes maintenant en mesure de définir exp(-X):
Définition 3.
exp(-X) = exp(X)™!
Cette définition suggere la notation suivante:

€5 = g[S] - 5] (SeB)
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11 est peut-€tre bon de souligner ici que €S nlest pas la différence entre deux ensembles mais la différence
entre deux foncteurs. Ainsi, €7 est la représentation ensembliste virtuelle obtenue en effectuant la
différence entre €g[n]} et £4[n]. Nous allons maintenant énoncer la régle des signes. Soit F(X) une espéce
virtuelle,

Régle des signes [J.1]
F(-X)[n] = €PF[n]

Dans cette formule €MF[n] désigne le produit de €M et de F[n] dans I'anneau de Burnside B(&)).
Dans le cas de plusieurs variables, nous aurons

F(-X, Y)[n,m] = €° F[n,m]
ol €7 désigne 1'élément de B(&, x &) obtenu en composant la représentation €™ de &, avec la
projection &, x &) — &,. Nous aurons de méme
F(X, -Y)[n, m] = €™ F[n, m]
F(-X, -Y)[n, m] = €" €M F[n, m]
= g+M Bln m]

ol €1+ est I'élément de B( &, x &) obtenue par restriction de 'élément €2+™ de B( &, ) au

sous-groupe &, x &, < S .

La Régle des signes permet de résoudre le probléme de la substitution. Par exemple, supposons
que l'on veuille substituer M—N dans F(X). On calcule d'abord l'espéce virtuelle F(X~Y):
FX-Y)[n, m] = €™ F[n+m]
ce qui donne
FX-Y)=FX, V) -F(X,Y)
et on pose ensuite
F(M-N) = FM, N) - F;(M, N)
On montre que cette opération est bien définie, c'est A dire que
FyM, N) - F;(M, N) = Fo(P, Q) - F;(P, Q)
si M—N=P-Q.
Pour éliminer les problémes de convergence, nous allons limiter la substitution F(G) aux deux

cas suivants:
a) F estpolyndmiale b) le terme constant de G est nul

Théoréme 1 [J.2, Y.1] La substitution des especes virtuelles, telle que décrite avec la Reégle des signes,
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est une opération bien définie. De plus, elle donne lieu 2 une loi de composition associative.

Remarque. Il est intéressant de reformuler la Régle des signes en utilisant le produit cartésien des
especes virtuelles. On pose

F-G)O0M-N) = (FOM + GOM) — (FON + GOM)
La regle des signes devient
F(-X) = F(X) ¢ exp(-X)
F(-X,Y) = F(X, Y) 0 exp(-X)

3.1. Soit B(I') I'anneau de Burnside d'un groupe fini I. Nous allons voir que chaque élément
FeB[Xq, ... ,Xd] définit une opération

F:BM4— BM)
Remarquons d'abord que si F est une espéce polynémiale ordinaire (nous dirons aussi que F est positive)

et Ay, ... ,Aq sont des [-ensembles finis alors F(A4, ... ,Ay) est un I'-ensemble fini. Cette opération
s'étend aux espéces virtuelles:

(F-G)(Ayp, . ,Ag = F(A}, .. ,AQ =~ G(A,, ... , A

Nous allons prolonger ces opérations aux I-ensembles virtuels. Soit (A;-B;,.. ,Ag-Bg) € B(l")d. La
Regle des signes nous permet de calculer l'espéce virtuelle
F(Xl, ’Xd ; Yl’ v Yg) = FX{-Yq s Xd— Yd)
On pose ensuite
F(A{=-By,..,Ag-By =FA ..,A3; B, .. .By
Pour s'assurer que cette opération est bien définie, il faut s'assurer que

F(Ay, .. ,Aq 3By o Bg) = F(Uy, .. Ug s Vi oo V)

désque A;-B; = Uj-Vj (1<izd)

Théoréme 2 [J.2]. Les €éléments F € B[X|, ... ,X4] donnent lieu & des opérations bien définies
F: BM)4d— BM)
De plus, on a l'associativité
F(Gy, ... Gg®) = F@G ), ... ,Gqb))
olt Gje BIXy, .. . X;] (lgigd) et b= (b, ... .bp) € BOT
3.2. Le théoréme des fonctions implicites se transpose aisément en théorie des espeéces. Soient

X=Xy, ... X, Y=(Y,..,Y) et FX,Y)=(F (X, Y), .. F(X,Y)) des especes virtuelles.
Nous dirons que les espéces virtuelles N(X) = (N, ... ,N}) sont solutions du systtme d'équations
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FX,Y)=0
silona N{Oy=0et
FX,NX)» =0

Théoreme 3. Si la matrice jacobienne (@F/9Y)(0, 0) est inversible, alors le systéme d'équations
F(X: Y) = O

posséde une et une seule solution Y = N(X).

La démonstration est laissée en exercice. Le théoréme montre en particulier que si F(X) est une
espéce telle que F(0) = 0 et F'(0) = 1 alors F(X) posséde un inverse G(X) pour l'opération de
substitution:

F(GX)) =GFEX) =X

On peut donner une description combinatoire des coefficients de G(X) et, plus généralement, des
coefficients de H(G(X)) ol H est une espéce quelconque. Soit S un ensemble fini, L'ensemble Eq[S]
des relations d'équivalence sur S est ordonné. Notons & 1'élément minimum de Eq[S] et 1 I'élément
maximum. Soit R = (6 = Ry <Ry <Ry < ... < R)) une chaine strictement croissante d'éléments de
Eq[S]. On a une suite de projections canoniques

Posons

FR) = {plx) xe$; Ry 1<ksn}

Nous dirons que f (R) est l'ensemble des fibres de R. Posons
S R= S /Rn

Nous dirons que S;R est la base de R. Soit

QulS]={R = (6=Ry<R; <..<Rpy)|R; € Eq[S], 1<in}

WplSl= X H[SpIx Il  FIC]
T Reqys) R cerm

Proposition 2. Ona
HGX) = £ )W,

Preuve. Nous allons appliguer aux espéces de structures une méthode d'inversion des séries formelles
due 2 G. Labelle {L.1]. Considérons 'opérateur additif
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&: BI[X]]— B[[X]]

qui transforme H(X) dans H(F(X)) — H(X). On a par définition

SED[SI= 3 HISR]I x II  FlA]
Rﬁfg[s] AeS/R

- W,[5]

Un raisonnement par récurrence nous donne
SM(H)[S] = Wp[S]

Ce qui entraine que S%(H)[S] = @ d&s que n est assez grand et, par suite, que la série

ng() (D" &"(H) = nizlo(-'l)n Wa(X)

converge vers un élément W(X) € B[{X]]. Ona
W(F) = (+3)(W)
=(1+8) T (1P 3H)
n>0

=H
C.QF.D.

Considérons maintenant le cas ot H(X) = X. Pour tout ensemble fini S et pour tout n>0 posons
P[S]= {(6=Rp <Ry <.. <Ry =1) IRjeEq]S], lgign}

VyiSl1- T [ FQ
ReP,[S] Cef(R)

On a alors
_ 130
GX) = nZZO( DM VLD

Dans le cas ot F(X) = exp(X) — 1, 1a proposition 2 nous donne

Corollaire.

log(1+X) = lgo -1)" P, (X)
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Chapitre 4. Espéces tensorielles

4.0. Dans cette partie, nous développerons certains aspects de la théorie des foncteurs analytiques
définis sur la catégorie des espaces vectoriels. Cette théorie est en quelque sorte le prolongement de la
théorie des foncteurs polyndmiaux formalisée par 1.G. Macdonald [M.1]. Du point de vue algébrique,
c'est la théorie des A-anneaux, des fonctions symétriques et des fonctions de Schur [K.1]. Les espéces
tensorielles sont I'analogue linéaire des especes de structures: ce sont les coefficients des foncteurs
analytiques 4 valeurs dans la catégorie des espaces vectoriels. Certaines espéces tensorielles sont
équipées d'une structure d'algebre, en particulier d'algebre de Lie: ce sont les algébres de Lie tordues de
M.G. Barmratt [B.1]. Nous utiliserons la théorie des espéces tensorielles pour démontrer que la
construction des algebres de Lie libres s'obtient en évaluant un foncteur analytique Lie (X). Les
coefficients de Lie (X) sont des représentations du groupe symétrique isomorphes aux représentations de
Reutenauer [R.1]. Nous exprimerons ces coefficients au moyen de I'homologie du treillis des partitions.
Ces calculs permettent de jeter une lumidre nouvelle sur certains travaux de R. Stanley [S.1] et de P.
Hanlon [H.1].

4.1.  Soit k un corps de caractéristique 0. Nous désignerons par Vect ou Vecty la catégorie des
k-espaces vectoriels.

Définition 1. Une espéce tensorielle F est un foncteur

F[ ]: B~ Vect

A toute espéce tensorielle F est associée une suite (Fn] | n>0) de représentations linéaires des
groupes symétriques

&, x F[n]— F[n] n=0)

Définition 2. Un foncteur F: Vect—— Vect est analyrique s'il posséde un développement en série de
Taylor

- ®)
F(V) = QOF[n] Ve, %,

On démontre que la suite des coefficients (F[n] | n20) est déterminée (2 isomorphisme canonique
prés) par le foncteur F et que de plus elle détermine (3 isomorphisme canonique prés) l'espece tensorielle
F. Autrement dit, les concepts suivants sont équivalents:

i) une espéce tensorielle F=F[ ]

i) une suite (F[n] | n>0) de représentations linéaires des groupes symétriques
iii) un foncteur analytique F = F(): Vect—— Vect

Nous adopterons pour les especes tensorielles, les mémes conventions d'écriture que celles que
nous avons adoptées au Chapitre 2 pour les espéces de structures.



146

Remarque. Nous dirons qu'un élément te F(V) est un tenseur d'espéce Fsur V. Cette terminologie est
conforme & l'usage du mot tenseur en physique, en géométrie et en algébre.

Exemples.

L(V) = @ v® - algebre tensorielle T(V)
n20

exp(V) = %0 vén, 3, = algébre symétrique S(V)

- ®n _ n _ N L.
AV) = g%A[n]@V /@n = n@)A (V) = algtbre extéricure

Dans ce dernier exemple, le coefficient A[n] est la représentation alternée de @n:

Alnl=k = C.e,=(sgno) e,

La catégorie VectB des especes tensorielles est une catégorie abélienne semi-simple. Elle est
munie de sommes directes quelconques

(ig) F)[S] = 6—)1 F;[S]

et d'un produit tensoriel

FRG)S]= @ FA]® G[B]
A+B=S

associatif, symétrique et unitaire [M.1].

Les foncteurs analytiques sont clos sous la composition, ce qui se traduit par l'existence d'une loi
de composition sur les espéces tensorielles. Dans le cas ot G[&] = 0, les coefficients du composé FoG
sont donnés par la formule

FG)S1= @ Fsple ® gl
ReEq[S] CeSiy

Pour tout ensemble A, nous noterons k(A) ou kA l'espace vectoriel librement engendré par A.
De méme, pour toute espéce de structure F nous noterons k(F) ou kF I'espéce tensorielle obtenue en

composant les foncteurs

F
B —— Ens

kF\ l k()
Vect

S'il n'y a pas d'ambiguité, nous désignerons par F l'espéce tensorielle kF. On vérifie que le foncteur

k(): EnsB —— vectB
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préserve les opérations de somme, de produit et de composition.

Soit V un espace vectoriel. L'évaluation en V définit un foncteur F = F(V)
e(V): VeetB—— Vect
Nous allons voir qu'il posséde un adjoint i droite [K.1]
{V, }: Vect—s VectB
Pour tout We Vect et pour tout Se B, posons
{V, W}[S] = Hom(V®S, w)
Ona

Hom(F(V), W) = go Hom(F[n] g v&n w)

n
= go Hom & (F[n], Hom(V®® W))

n

= Hom(F, {V, W})

Ce qui montre que (V) et {V, } sont adjoints I'un de l'autre. De plus, €(V) préserve le produit tensoriel:
FOG)(V) = K(V) ® G(V)
k1 (V)=k
et par suite on a des transformations naturelles
{V,Wi1®{V,W,}— {V, W, ®@W,}
k~— {V,k}

4.2, Dans cette partie, nous allons étudier les especes tensorielles munies d'une structure algébrique.

Définition 3. [B.1] Une algebre tordue est une espéce tensorielle F munie d'une structure d'alggbre:

FOF~—— F
11y a plusieurs variétés d'algébres tordues: associative, commutative, algebre de Lie, etc.

Exemples. Pour toute espéce G, I'espéce

T(G) = n(;% G®n

est une algebre tordue associative. De méme,

exp(G) = S(G) = D G&n
xp(G) = S(G) Y /@5n
est une algdbre tordue associative et commutative. Voici une description plus détaillée du concept

d'algébre de Lie tordue: le crochet
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F®F—[—’-}—->
doit satisfaire aux identités
DL,1+0L, k=0
i) [N+ No+[,[,116?=0
ol T: F®F “— F®F est la symétrie du produit tensoriel et oll 6: FQF®F —— FQF®F est la
permutation cyclique des facteurs. Les parentheses [, [, 1] désignent le morphisme composé

rerer F2L1, por L, B

Pour tout espace vectoriel V, soit Lie(V) l'algébre de Lie libre sur V.

Théoréme 1. Le foncteur Lie: Vect—— Vect est analytique:

. _ . ®n
Lie(V) = gOLle[n](@V / &

n

Remarque. Ce résultat et sa démonstration sont valables pour une variété quelconque d'algébres et pas
seulement pour les algébres de Lie.

Preuve. Nous avons vu, 2 la fin du paragraphe précédent, que pour tout Ve Vect, le foncteur évaluation
e(V) posséde un adjoint 2 droite {V, }. Remarquons d'abord que si W est une algébre de Lie, alors {V,
W} est une algebre de Lie tordue: en effet, le composé

{V,W} ®{V, W} — {V, WOW}

\ l AN}

{v.w}

est une structure d'algébre de Lie sur {V, W}. D'autre part, soit F = F(X) l'algébre de Lie tordue libre
sur l'espéce tensorielle X = kX. Le foncteur évaluation en Ve Vect préservant le produit tensoriel, on
constate que F(V) est munie d'une structure d'algebre de Lie. Pour toute algébre de Lie W on a alors des
bijections naturelles entre les morphismes suivants

FV)— W ey
F—-> {V, W} @)
X— {V, W} ©)
V = X(V) s W @
Lie(V)—> W 5)

ol les morphismes (1), (2) et (5) sont des morphismes d'algebres. Ceci montre que l'ona

Lie(V) = F(V)
C.QF.D.
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Remarque. La suite (Lie[n] | n20) de représentations des groupes symétriques est isomorphe i celle
obtenue par C. Reutenauer [R.1].

Théoréme 2. (Poincaré-Birkhoff-Witt). Soit U(F) I'algébre enveloppante d'une algébre de Lie tordue
F. Le morphisme canonique F—~——s> U(F) est injectif et 'on a de plus un isomorphisme canonique

U(F) ~ exp(F)

Preuve, On vérifie d'abord, par un argument de foncteur adjoint, que pour tout Ve Vect on a

UENV) = UFE(V)

Remarquons [B.2] ensuite que pour toute algebre de Lie L on a un isomorphisme

n: UML) = @)
naturel entre les foncteurs U et S, Ceci entraine que l'on a des isomorphismes naturels
UEV)) = SF(V))
et finalement que
U(F) = exp(F)

C.QF.D.
Proposition 1.
explLie(X))=1/1-X
Preuve. Appliquant le théoréme précédent, on a successivement
exp(Lie (X)) = U(Lie (X))

=TX)

=1/1-X
4.3. Dans cette partie, nous allons discuter de la théorie des espéces tensorielles virtuelles. Celles-ci

sont obtenues en prenant des différences formelles entre espéces tensorielles finitaires. La transitivité de
la relation d'égalité

F-G = M-N < F®N - M&G
est conséquence du fait que VectD est une catégorie semi-simple. Les espéces tensorielles virtuelles en
d-variables Xj, ... , X4 forment un anneau que nous désignerons par
RI[X}, - »Xgl]
Les espéces polyndmiales forment un sous-anneau
R[X;, ... . X4l € R[[X,, ... . X4l]
On a un isomorphisme de groupes additifs

RIX;, .. Xglz © R@p
ne N
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ol R(&, ) est le groupe des représentations virtuelles de & ,. Ceci donne 2 R[X;, ...,X4] une

structure d'anneau gradué puisque

R(@,) R(@p) SRE& )

pour la multiplication des espces. L'anneau R{[X;, ... X,]] s'identifie au complété de I'anneau gradué
RIXy, ... . X )

RIX}, ... Xq1l = T R(&)
nend

L'opération de linéarisation se prolonge aux espéces virtuelles et on obtient ainsi un homomorphisme
d'anneaux

X(): BI[Xy, ... X}l — RI[Xy, ... Xyl

S'il n'y a pas d'ambiguité, nous désignerons parfois I'espéce tensorielle kF par F.

La Regle des signes prend une forme simplifiée en théorie des espéces tensorielles. Posons

— n — n
AG) = Z A OX" /gy = 3 ATCK)

Proposition 2.

exp()7! = B (-1 ATX)

Preuve. Pour tout SeB et pour tout n>0, posons
LylS]= {£: S — (@)}
La proposition 1 du chapitre 3 nous donne

exp(X)~1iS] = §>:0 (<P L,[S]

Nous allons décrire un complexe de chaines
KLgiS] & k(5] S rLys] ..
dont 'homologie est donnée par la suite
AY(ST, Al[ST, AZ[S], ...
Une identité classique sur Thomologie des complexes nous donnera:

T DMLyISI= X (~1)PAR(S]
120 10

Si Card S<1, alors 9=0 et AB[S] = kL,[S]. SiCard S>1, posons, pour tout n20,
ColS] = {(@<Ap< ... <A<S) | A{CS, 1icn}
11 y a une bijection naturelle évidente

CylS] = LpylS]
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Soit A°S le complexe simplicial des parties propres non vides de S. Géométriquement, A°S est le bord
du simplexe dont les sommets sont les éléments de S; 1a réalisation géométrique de A°S est une sphere de
dimension €gale & Card S-2. Par définition, C[S] est I'ensemble des simplexes de dimension n de la
premiére subdivision barycentrique de A°S. L'homologie réduite de A°S peut donc se calculer au moyen
du complexe de chaine

k «kCylS] = kC,[S] ...
Comme on a (résultat classique de topologie):
H,(A%S) = AP+2[S] @0)

1la démonstration est terminée,

Utilisant les notations du chapitre 3, cetie proposition montre que
€1 = (-1)TA[n]

dans l'anneau R(&p).

Pour tout ensemble S, soit [1[S] 'ensemble ordonné des relations d'équivalences propres sur S:
T1[S] = {ReEq[S] | 6<R<i}

Dans ce qui suit, Hax (I1(S]) désignera Yhomologie réduite du complexe simplicial des chaines non vides

de TT[S].
Théoréme 3,
log(1+X)[nl=k.1 sin=1
=-k1 sin=2
= (D)™IH,_; [I@) sin>?2
Preuve. D'apres le corollaire de 1a proposition 2 du chap. 3,

log(1+X) =n§0 -DPPLX)

P,[S] = {(6=Ry< ... <R;=1) | R EqlS], 1<i<n}
Pour tout n20, soit C,(TT[S]) 'ensemble des chaines de longueur n de l'ensemble ordonné [1[S]. Ona
Cp1ISD = Py, ,[S]. Considérons le complexe augmenté

kP, [S] «— kCo(TI[S]) « kC(ITIS]) ¢ ...
dont 'homologie est (si Card S>2)
0, Hy(IIsD, HydISD, ...

On a alors

P81+ 3 C)PCTSD - n):zo(-l)“ﬁnm[sn
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Autrement dit, ~
log(1+X)[S] = %o('”an(H[SD

dés que Card S > 2. Pour terminer 1a démonstration on utilise le fait que le treillis Eq[S] est un treillis
géométrique [F.1, S.1] et par suite que

H,(TTIS) =0 sauf sin = (Card S) - 3.
Théoréme 4.
Lie(X) =log1/1-X
« Lie[l] = k.1
Lie[2] = Af2]
Lie[n] = Aln] @ Hy(Iln))  (m3)
Preuve. La premicre égalité résulte de la proposition 1 du chapitre 3. On en déduit que

Lie(X) = -log(1-X)

Utilisant 1a Régle des signes et le théoréme précédent, on obtient le résultat.

4.4. Pour terminer, nous allons calculer le caractére de 1'espéce tensorielle Lie(X). Rappelons
quelques résultats. A toute espéce tensorielle finitaire F(X) est associée une série indicatrice

Zg=1% 1/n! ¥ TrFc]I[o]
20 0e@)
ol Tr F[o] est la trace de 'opérateur linéaire F{c): F[n] — F[n]
et I(c) est le mondme x?l xndn ol d; est Je nombre de cycles de longueuri dans G.
Zg, est une série formelle d'une infinité de variables: Zg = Zg(x{,Xy,X3, ... )

On a les identités
Zp,G=Zr+Zg

ZpG = ZFLG
ZrG) = ZF(Zg)

oli le membre de droite de 1a dernitre égalité désigne le pléthisme : sif=f(x|,%y, ..) et

g = g(X{,Xy, ... ) alors
F@=r(gpey )

g = g(xi, Xis - )

Proposition 3.

ZlOg(l+X) = n§1 ;,L(n)/n log(1+xn)

=3 -l/n T p(d)-1)d xn/d

n>1 din
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Preuve. Inversant la relation Y = log(1+X), on obtient

14+ X =exp(Y)
et par suite

1+x;=exp(X y,/m)
n>1
log(1+x)) =X yy/m
n>1

ce qui entraine que pour tout k>1

log(l+x) = X yy/n
n=1

Une inversion de Mobius nous donne finalement le résultat

yi= Z wE)y log(l+xy)
k21

Remarque. Sion combine ce résultat avec celui de la proposition on obtient le résultat de P. Hanlon surx
la fonction de Mébius du treillis des partitions invariantes par une permutation donnée [H.1]

Proposition 4.

Z1ie(x) = EMu(n);n log 1/1-x;,
n2

= 1 T pdxg 74
n1 din

Preuve. Il suffit d'utiliser le théoréme 4:

Lie(X)=log1/1-X
Remarque. La proposition permet de généraliser la formule de Witt. Soit I un groupe fini agissant sur
un espace vectoriel V. L'action du groupe I' se prolonge 2 T'algebre de Lie libre sur V:

I'x Lie(V)— Lie(V)

Lie(V) est une algébre graduée

Lie(V) = X Lie™(V)

>0
et le groupe T agit sur la partie homogene de degré n
I x Lie®(V)— Lie™(V)

Désignons par y, le caractere de la représentation V et par x;, le caractére de la représentation Lie™(V).

Proposition 5. On a pour tout 6e T

n/g
Xn(0) = 114 3 x(ch
n
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Appendice

Dans cet appendice, nous allons démontrer l'unicité de la série de Taylor d'un foncteur analytique
et donner des conditions simples qui caractérisent les foncteurs analytiques.

Définition 1. Le diagramme DF d'un foncteur F: Ens —— Ens est la catégorie dont les objets sont les
couples (x, A), ol x€ F(A), et dont les morphismes (x, A) — (y, B) sont les fonctions f: A—— B
telles que

FOX) =y
Définition 2. Un élément xe F(A) est générigue si pour tout
(z,C)

l g
f
(X, A) —_— (Y» B)
il existe h: (x, A) — (z, C) tel que le triangle
(z, C)
h /‘ l g
f
(X7 A) — (Y7 B)

soit commutatif.

Lemme 1. Soit u: (x, A)—— (y, B). Siy est générique, alors u est surjective. Si x et y sont
génériques, alors u est bijective.

Preuve. Siy est générique, il existe h: (x,B) — (y, A) tel que le triangle
(x, A)

h u
{ l
(y,B) — (v,B)

soit commutatif. Ceci entralne que u est surjective. Side plus x est générique, alors h est surjective et,
par suite, u est bijective.

Pour tout ensemble fini S posons
F°[S] = {xeF(S) | x est générique}

Le foncteur F°[ 1 est défini sur la catégorie B; c'est donc une espece de structures. Considérons le
foncteur analytique F°( ) dont les coefficients sont donnés par F°[ I:
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F°(A) = % Fo[S] x AS
On a une transformation naturelle
LFP——>F
qui envoie la classe de (x, ) € F°[S] x AS dans I'élément F()(x) € F(A).

Lemme 2. La transformation i: F° —— F est injective.

Preuve. Soit
(x, ) € F[S1x AS et (y, g) € FO[T]x AT
Supposons que F(f)(x) = F(g)(y). Nous allons montrer que (x, f) et (y, g) sont isomorphes .
Ona
v, D
l g
f
x,8) — (z,A)

ol z = F(f)(x) = F(g)(y). Comme x est générique, il existe h: (x, §) — (y, T) tel que le triangle
VAV

h/l g
(x,S)—f-—>(z,A)

soit commutatif. La bijectivité de h est conséquence du lemme 1.
C.Q.F.D.

Proposition 1. Soit F: Ens —— Ens un foncteur analytique. On a un isomorphisme canonique
Fo[] = F]
Preuve. Cet isomorphisme envoie xe F[S] dans la classe de

(x, 1g) € F[S]x S5

Le lecteur powrra compléter la démonstration.

Proposition 2. Un foncteur F: Ens —— Ens est analytique si et seulement si il est engendré par ses
éléments génériques finis, c'est-2-dire si pour tout x& F(A), il existe un élément générique (y, S), avec S
fini, et un morphisme (y, S) — (x, A).

Preuve. En effet, xe F(A) appartient 3 1'image de i: F°(A) —— F(A) si et seulement si il existe un
élément générique (y, S) avec S fini et un morphisme (y, S)—> (x, A). La proposition 1 montre que la
condition est nécessaire. La suffisance résulte du fait que si 1 est surjective, alors elle est bijective
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(Lemme 2), ce qui montre que F est isomorphe au foncteur analytique F°.

Lemme 3. Soit o F—— G une transformation naturelle réguliere entre les foncteurs Fet G. Si
xe F(A) est générique, alors a(x)e G(A) est générique.

La démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 3. Soit o: F—— G une transformation naturelle réguliére entre les foncteurs analytiques
Fet G. Alors il existe une et une seule transformation naturelle 6: F[ ] —— G[ ] telle que ot = 8 (voir le
chapitre 1).

Preuve. D'aprés le lemme précédent, o induit une transformation
o« F[]— G ]
et par suite (prop. 1) on a une transformation naturelle

0:F[1— Gl ]

Le reste de la démonstration est laissée au lecteur.
Il reste & caractériser les foncteurs analytiques.

Définition 3. Un foncteur F; Ens —— Ens est continu s'il préserve les limites inductives filtrantes.
SiF préserve de plus les limites projectives filtrantes, nous dirons qu'il est bicontinu.

Définition 4, Un foncteur F: Ens —— Ens est régulier s'il transforme les carrés commutatifs réguliers
en carrés réguliers.

Théoréme 1. Un foncteur F: Ens — Ens est analytique si et seulement si il est bicontinu et régulier.

Preuve. Pour démontrer 1a nécessité, remarquons que la classe C des foncteurs bicontinus et réguliers
est close sous 1) les produits finis 2) les sommes quelconques 3) le quotient par I'action d'un groupe
fini. Remarquons ensuite que le foncteur identité X: Ens —— Ens appartient & C et que tout foncteur
analytique F posséde un développement en série
= n
F= EZZOF[n]xX / 3,

Pour démontrer la suffisance, nous allons vérifier qu'un foncteur bicontinu et régulier est

engendré par ses éléments génériques (prop. 2)

Définition 5. Soit F; Ens —— Ens un foncteur. Un élément xe F(A) est minimal si pour tout
morphisme
f
(y, B) —— (x, A)

f est surjectif.
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Lemme 4. Soit F: Ens —— Ens un foncteur continu. Alors F est engendré par ses éléments minimaux
finis.

Preuve. Soit xe F(A). La continuité de F entraine qu'il existe un sous-ensemble fini SCA et un
élément ye F(S) tel que F(i)(y) = x, ol i dénote l'inclusion SCA. Choisissons un couple (y, S) de sorte
que la cardinalité de S soit la plus petite possible. L'élément (y, S) est minimal. C.QFD.

Lemme 5. Soit F: Ens ——> Ens un foncteur continu régulier. Un élément xe F(A) est générique si et

seulement si tout morphisme
(x, A) «—(y,B)

ol B est fini et y minimal, est un isomorphisme.
Preuve, Démontrons la suffisance, la nécessité étant laissée au lecteur. Soit

(z 0

l

x,A) — (v, B)

La régularité du foncteur F entraine l'existence d'un carré commutatif (ol D = AxC):
B

(W, D) — (Zv C)

! l

(x,A) — (,B)
La continuité de F entraine l'existence d'un morphisme (lemme 4)
v, S)— (w, D)
ol (v, S) est fini et minimal. Le composé
G: (v, S)— (w, D)—> (x, A)
est alors inversible si Thypothése est satisfaite. On a par suite un triangle commutatif

sl
A v, — WD) — (O

!

,B
G5 C.QF.D.

Définition 6. Soit F: Ens —— Ens. Nous dirons que x& F(A) est irrégulier si

xe Im(F°(A) ——s F(A))

Lemme 6. Soit F un foncteur continu régulier et soit xye F(Sg) ot Sy est fini. Si x; est irrégulier et
minimal, il existe un morphisme

(xg» Sp) J‘ (xy, S1)
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tel que
1) S, est fini et x, est irrégulier et minimal
2) p est surjective sans &tre bijective

Preuve. Si x est irrégulier, & plus forte raison il n'est pas générique, ce qui entraine, en vertu du lemme
précédent, l'existence d'un morphisme
(Xgs Sg) &= (x1, S9)

tel que

1) (x4, Sp) est minimal

2) un'est pas bijectif
La minimalité de (x, Sg) entraine que u est surjective. De plus, si on avait x;€F°(Sy), on aurait a fortiori
xo = F()(x,)e F°(Sp) ce qui est absurde puisque x est irrégulier. Donc x, est irrégulier.

C.QED.

Lemme 7. Soit F un foncteur continu et régulier. Alors les deux conditions suivantes sont
incompatibles entre elles:

1) Fpréserve les limites projectives filtrantes

2) N existe un élément irrégulier xe F(A)

Preuve. Supposons les deux conditions satisfaites. La continuité entraine 1'existence d'un morphisme

(lemme 4);
(X, A) e (x()! SQ)

ol S est fini et x; est minimal. L'irrégularité de x entraine celle de x;. Une utilisation itérative du lemme
précédent implique l'existence d'une chalne infinie
q 4z
(XOr SQ) — (xly Sl) — (xz, Sz} & ...
telie que pour tout n20

1) (xp Spy) est fini et minimal
2) gy est surjective sans étre bijective

Posons
Seo= limS,
6—
et soient py: S, ~—— S, (n20) les projections. L'hypothése que F préserve les limites projectives
entraine l'existence d'un élément ze F(S_.) tel que
Flpp)(@) = x4 pour tout n=0

1l existe par continuité un morphisme i
(z, S,,) ¢— (W, S)
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ou S est fini. Comme

lim Card §; =
N

il existe un entier n tel que le composé

pnoi
(Xn, SH) G (wi S)

n'est pas surjectif. Ceci contredit la minimalité de (x, Sp).
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