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Introduction 

Le but de ce travail est d'exposer la thEorie des esp~ces de structures en relation avec la thEorie 

des foncteurs analytiques. Ceci permet de donner 5 la thEorie des operations sur les esp~ces de structures 

une base conceptuelle satisfaisante. Nous dEvelopperons ensuite la thEorie des esp~ces tensorielles en 

gardant en vue des applications aux alg~bres de Lie libres. 

Chapitre 1. Foncteurs analytiques 

1. O. La construction du monoide librement engendr6 par un ensemble A est succinctement rEsumEe 

par la sErie gEom&rique 

L(A) = 1~ A n 
n20 

De m~me, la sErie exponentielle 

exp(A)= 2~ A n 
r~0 / "~n 

nous donne la construction du monoide commutatif libre sur A fie quotient An /~n  est pris relativement 

raction naturelle du groupe sym&rique ~ n  sur An).  

Une troisi~me construction est celle de l'ensemble C(A) des mots circtdaires sur un alphabet A: 

C(A) = Y~ A n 
n~>O /Cn 

ofl C n est le sous-groupe de ~ n  engendr6 par la permutation i ~ i + 1 (mod n). 

Avec l'appui financier du programme FCAR, QuEbec, EQ 1608, et du CRSNG, Canada. 
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Ces trois constructions sont en fait des foncteurs de la cat6gorie des ensembles vers elle-mSme, 

L ,  exp, C : Ens > Ens 

Plus g6n6ralement, soit 

~ n  x Fin] ) Fin] (n ~ 0) 

une suite de repr6sentations ensemblistes des groupes sym6triques. 

D6finition 1. Un foncteur F: Ens ) Ens est analytique s'il poss~de un d6veloppement en s~rie de 

Taylor 

F(A)= 2 A n * F [ n ]  
rt.~.0 ~ n  

le n-i~me terme de cette s6rie 6tant le quotient du produit cart6sien A n x F[n] par h relation d'6quivalence 

identifiant (f, (~t) avec fro, t) pour tout f e A n, o e ~n,  t e F[n]. 

Remarque.  Nous avons fait agir ~ n  ~t droite sur A n e n  posant f~  = (fl ..... fn) c = (f(r(I) ..... f(~(n))- 

On peut aussi fake agir ~ n  ~ gauche en posant (~.f = f (~-1. On a alors une bijection. 

A n x F[n]~n -~ F[n] x A n / ' ~ n  

Nous dirons que (F[n] I n >0) est la suite de coefficients de Taylor du foncteur F. Cette terminologie 

pr6sume de l'unicit6 du d6veloppement en s6rie de Taylor d'tm foncteur analytique. Nous a11ons 6noncer 

un r6sultat ~t cet effet. Remarquons d'abord qu'une suite 0 = (0n In>0)  d 'applications 

~n-6quivariantes 

induit une transformation naturelle 

On: F[n] >Gin] (n ~0) 

O : F  >G 

entre les foncteurs analytiques correspondants. Nous dirons que la suite 0 est un morphisme de la suite 

(Fin] E n_>0) vers la suite (Gin] In>0). 

Th6or~me 1. L'application 0---) 0 est une bijection entre l'ensemble des isomorphismes de 

(Fin] lnL'O) vers (G[n] I n_>0) et rensemble des isomorphismes naturels de F vers G. 

Autrement dit, la s6de de Taylor d'un foncteur analytique est unique h isomorphisme canonique 

pr~s. Ce r6sultat se g6n6ralise comme suit. Un carr6 commutatif 

f 
A > B  

I v 
C ~ D 

u 

est r~gulier si pour tout (b, c) e B x C tel que v(b) = u(c) il existe a e A tel que (f(a), g(a)) = (b, c). 
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D~finit ion 2. Soient F, G des foncteurs Ens 

r@ulidre si pour tout f: A > B le carr6 

) Ens. Une transformation naturelle c~: F > G est 

est r6gulier. 

F(O 
F(A) > F(B) 

cxA 1 l a B  
G(A) > G(B) 

G(f) 

Propos i t ion  1. L'application 0 i--> ~ est une bijection entre rensemble  des morphismes de (FIn] I n>0) 

vers (GIn] I n_>0) et rensemble des transformations naturelles r6guli~res de F vers G. 

La d6monstration est contenue dans rappendice.  Le th6or~me 1 est une cons6quence de cette 

proposition puisque tout isomorphisme naturel F > G est r6gulier. 

I1 est possible de caract6riser les foncteurs analytiques par des conditions simples: bicontinuit6 et 

r6gularit6 (appendice). 

La proposi t ion  entraine que pour  tout  foncteur analyt ique F il existe une et une seule 

transformation naturelle r6guli~re (le support ): 

supp: F > exp 

En effet, comme exp[n] = 1 pour tout n > 0, il y a un et un seul morphisme de suites 

0: (FIn] In > 0) > (exp[n] In -> 0) 

et par suite une et une seule transformation naturelle r6guli~re 0 = supp. 

1 . 1 .  Les foncteurs analytiques de plusieurs variables sont d6finis au moyen des s6ries de Taylor  en 

plusieurs variables. Soit d ~ N.  Pour tout n = (n 1 . . . .  nd) e N d et pour tout A = (A 1 . . . .  Ad) e Ens d, 

posons 

An n 1 ... And 
= A 1 x . . . x  --u~ ~ n  = ~ n  1 x x "~nd 

Soit (FIn] I n e  N d) une famiUe de ~ n - e n s e m b l e s  

~ n  x F[n] > F[n] (ne N d) 

Un foncteur F: Ens d > Ens est analytique s'il posshde un d6veloppement en s6rie de Taylor  

F(A 1 .... .  A d ) =  5". F [ n ] x A  n /  
n~ II d ~ n  

On d6montre que la suite de coefficients (F[n] I n ~ IN d) est uniquement d6termin6e (~ iso- 

morphisme canonique pros) par le foncteur F. 
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Notation. Nous utiliserons, pour drsigner les foncteurs, les conventions usuelles de l'Analyse pour les 

fonctions d'une ou de plusieurs variables. Nous 6crirons souvent F(X) plutrt que F pour drsigner un 

foncteur d'une variable X. Nous 6crirons de m~me F(X, Y) pour drsigner un foncteur de deux variables. 

Avec ces notations, X pourra drnoter aussi bien le foncteur identit6 Id: Ens ) Ens que le foncteur 

projection p 1: Ens2 > Ens. 

1.2.  Soit F un groupe fini agisssant sur un ensemble fini I. Pour tout ensemble A, le groupe F agit 

naturellement sur A I = {f: I ............. , A} : 

((r.f)(i) = f(cr-li) (ie I, ~e  1-3 

La puissance symrtrique de A par le F-ensemble I est le quotient A I / F  . Vdrifions que l 'opr- 

ration de puissance symrtrique est un foncteur analytique. En effet, soit n = Card I et soit A(I, n) 

l'ensemble des bijections de I vers { 1, 2 ..... n}. La composition (v,f) --+ fov d~finit une application 

A(I, n) × A n > A I 

Les groupes F et @n op~rent sur A(t, n) et ces actions commutent entre dies. On obtient, par passage 

au quotient, une application 

A(I, n ) / F  x A n > A I / F  

et, finalement, une bijection 
A ( I , n ) / F X A  n / @ n  ~ ) A I / F  

Les puissances symrtriques se grndralisent au cas de plusieurs variables: soit F u n  groupe fini 

agissant sur des ensembles finis 11 ..... I d. La puissance symrtrique d'un multi-ensemble 

(A 1 ..... Ad) par (I 1 ..... I d) est le quotient 

A I l x  ... x A I d / F  

On v6rifie qu'il y a un isomorphisme 

AI11 Icl ~ A(I, n ) / F  x A n x . . . x A  d / F  / "~n 

off n = (n 1 ..... n d ) =  (card I 1 ..... card Id) et A(I, n) = A(I 1, n l )  x ... x A(Id, rid). 

1 .3 .  Nous aUons maintenant drcrire des oprrations sur tes foncteurs. Nous drmontrerons plus tard 

que ces oprrations prrservent ranalycitr. 

(i) la somme 
(F + G)(A) = F(A) + G(A) 

et, plus grnrralement, la combinaison linraire 

(Y. C i x F i ) ( A  )=  Y. C i x F  i (A) 
ie  I ie I 

oh (C i [ie I) est une famille d'ensembles et (F i I ie I) est une famille de foncteurs; 
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(ii) leproduit (fini) 

et, plus gdn&alement, 

et aussi la puissance 

(F.G)(A) = F(A) x G(A) 

(I-[ Fi)(A)= I-I Fi(A) 
i¢I ieI 

FI(A) = F(A) I 

(iii) la composition (ou la substitution ) 

(FoG)(A) = F(G(A)) 

et, plus g6n6ralement, 

F(G 1 . . . .  Gr)(A ) = F(G 1 (A) . . . .  Gr(A)) 

o~ F: Ens r > Ens et Gi: Ens d > Ens (l<i<_r) ; 

(iv) le quotient par l'action d'un groupe 

(F/F)(A) = F(A)/ r  

off F agit sur F par transformation naturelle. 

Th6or~me 2. Les foncteurs analytiques sont clos sous les op6rations suivantes: 

i) les combinaisons lin6aires finies ou infinies 

ii) les produits finis 

iii) la composition 

iv) le quotient par raction d'un groupe. 

Pour d6montrer ce th6or~me, on peut utiliser les propri&6s camct6risant l'analycit6 (appendice) 

ou encore proc6der par calcul direct des coefficients des s6ries de Taylor. Cependant, il appert que ces 

coefficients ont une forme compliqu6e quand on choisit de les d6crire, ainsi que rayons fait jusqu'~ 

pr6sent, comme des repr6sentations ensemblistes des groupes sym6triques. Nous obtenons des calculs 

plus transparents en prenant un autre modNe: les esp~ces de structures. La d6monstration du th6or~me 

est par suite report6e en 2.1. 

C h a p i t r e  2. E s p b c e s  d e  s t r u c t u r e s  

2.0.  La th6orie des esp6ces de structures est essentiellement une th6orie des coefficients des foncteurs 

analytiques. Elle entretient une relation 6troite avec la th6orie des s6ries formelles et avec la combinatoire. 

Gr'~ce ~ elle, il devient possible de d6velopper une vision combinatoire des op6rations d6finies sur les 

foncteurs analytiques. 
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D6finition 1. Une esp~ce de structures F est un foncteur 

F[ ]: B ~ Ens 

oh B est la categoric des ensembles finis et bijections. Un 616ment o~F[S] est une structure d'espOce F 

sur S; nous dirons aussi que c'est tune F-structure sur S. Si [3 = F[u](c0 o~. u: S -:" " T, nous dirons que 

13 est obtenue en transportant (z le long de la bijection u et que u est un isomorphisme de ccvers 13. 

Les F-structures forment une catdgorie (un groupoide): la cat6gorie el F des dldments de F; un 

objet de el F est un couple (o¢, S) o?a ot~ F[S]; un morphisme u: (~x, S) )(13, T) est un isomorphisme 

de c~ vers 13. Les composantes connexes de ce groupoide sont les types de structures: deux structures ont 

le marne type si et seulement si elles sont isomorphes. Nous d6signerons rensemble des types de 

l'espbce F par 

F[S] 
S 

Pour chaque entier ne  N,  on ddfinit, par transport de structures, une action du groupe 

sym6trique ~ n  sur F[n] = F[{1,2 ..... n}]. 

Proposition 1. On a une bijection canonique 

F[S] = Y. V[n]/~ 
s m_>O n 

, 13 Preuve. Toute structure o:~ F[S] est isomo~he ~ une structure ~ ~ .  [n] oh n = Card S. De plus, c( et 

c(' sont isomorphes 5 c¢ si et seulement si elles sont isomorphes entre-elles, c'est-~-dire si et seulement si 

il existe cy~ '~n  tel que g.cz' = of'. C.Q.F.D. 

Une esp~ce de structure de plusieurs variables est un foncteur 

F[ ]: B d ) Ens 

og de N est le nombre de variables. On d6finit sans difficult6 les concepts d'isomorphisme et de type 

de F-structures. Nous d6noterons 

F[S 1 . . . .  S d] 
S 1 ..... S d 

l'ensemble des types de l'esp~ce F. I1 est aussi possible de d~finir des sommations partielles; ainsi 

F[S, TI 
T 

d~signera, pour chaque S~ B, l'ensemble des types de l'esp~ce T ~-~ F[S, T]. 

Un exemple d'esp~ce de deux variables est t'esp~ce A. Pour tout (S, T)~ B 2 on a 

A[S, T] = {f: S ~ T I f est bijecfive} 

Nous allons maintenant dresser une liste d'identit6s gouvemant l'utilisation de ~ et de A. Ces 

identit6s seront ufiles clans les calculs ~ venir. 
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a) associativit6 

b) commutativit6 

c) distributivit6 

d) remplacement 

e) 

~ F[S, T] = ]~ F[S, T] 
S T S,T 

F[S,T] = ~ F[S,T] 
S,T T,S 

~G[S]  x F[S, T] =GIS]  x ~ F [ S ,  T] 
T T 

F[S] × A[S, T] = F[T] ×A[S, T] 

A[S, T] = 1 
T 

Le symbole d'6galit6 dans ces identitOs signifie qu'il y a un isomorphisme naturel entre les deux 

membres. Les esp~ces figurant dans ces formules peuvent comporter d'autres variables que celles 

d6crites explicitement. Cependant, pour la distributivit6, il est n6cessaire de supposer que G[S] est 

ind6pendante de la variable T. Ajoutons ~ cette lJste quelques relations: 

f) 
F[S, T] = ~ X F[S, T] 

S,T R S+T=R 

o~ la sommation ordinaire est index6e par les couples (S, T) tels que SnT = O et SvoT = R. 

g) 
E A ixzx[Ti ,S]= X A i 

S ieI i~I 

h) A[U+V, R] = X A[U, S] x A[V, T] 
S+T=R 

Voyons qu'une esphces de structures F est entihrement d&ermin6e (~ isomorphisme canonique 

prhs) par la suite (F[n] ] n>O). 

Proposition 2. On a un d6veloppement en s6rie 

F[S] = n~>0_ F[n] x A[S, n] / ~ n  

Preuve. On a successivement 

F[S] = F[S] x Z A[S, T] 
T 

= ZF[S] x A[S, T] 
T 

= Z F[T] x A[S, T] 
T 

= nX_>oF[n] x A[S, n] / ~ n  
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ob nous avons utilis~ e), c), d) et la proposition 1. On peut aussi faire une d6monstration directe que 

nous laissons au lecteur. 

Le dgveloppement en sgrie de la proposition 2 nous permet de voir que toute suite (F[n] I n>0) de 

repr6sentations des groupes sym~triques d6finit une esp~ce 

S ~ E oF[n] x A[S, n] / 
~ n  

Nous dirons que c'est l'extension de la suite (F[n] I n)_>O). 

Pour tout entier n>-0, soit Ens ~ n  la cat6gorie des ~n-ensembles. Posons 

~ *  ~n 
Ens = ~ 0  Ens 

D'autre part, soit Ens B la cat6gorie des esp~ces (les mo1~phismes 6tant les transformations naturelles), on 

a le  foncteur restriction r : F ~ (F[n] I n _> 0) 

B "~* 
r : Ens ; Ens 

et le foncteur extension 
11 

e : Ens > Ens" 

Proposition 3, Les foncteurs r et e sont des gquivalences de cat6gories (quasi-)inverses rune de 

l'autre. 

Nous pouvons maintenant donner une description combinatoire du foncteur analytique associ6 

une esp~ce F. Pour tout ensemble A, consid6rons l'esp~ce 

S~--~ F[S] x A S 

p: S 

Nous dirons qu'un 616merit (a, p) e F[S] x A S est une F-structure dtiquetde par A; la fonction 

> A est un dtiquetage de o~ par A; un 61gment de A est une dtiquette. Posons 

F(A) = Z F[S] x A S 
S 

Un 616ment de F(A) est un type de F-structures 6tiquetges par A. Pour toute fonction f: A ...... ) B ,  

nous noterons F(f): F(A) ; F(B) rapplication obtenue en composant les 6tiquetages par f. Nous 

avons un foncteur 

F( ): Ens ) Ens 

Proposition 4. Le foncteur F( ) est analytique et l'on a 

F(A) = Z: F[n]  × A n / 
n_>u ~ n  
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Preuve. C'est une consdquence de la proposition 1. 

Les rdsultats d6montr6s jusqu'ici nous permettent maintenant d'affirmer qu'il y a 6quivalence 

entre les trois concepts suivants: 

A) Une suite de repr6sentation ensemblistes des groupes sym6triques 

~n x F[n] 

B) Un foncteur anatytique 

F[nl (n>O) 

C) Une esp~ce de structures 

F( ): Ens ~ Ens 

F[ 1: B ~ Ens 

Notation. Nous utiliserons indiff6remment F ou F(X) pour d6signer run ou rautre de ces concepts. 

L'usage de parentheses nous permettra de r6soudre, au besoin, l'ambiguit6. Autrement dit, 

F[S], Fin], F(X)[S], F(X)[n] 

sont des coefficients de F alors que F(A) est le r6sultat de rdvaluation du foncteur analytique F(X) en 

AE Ens. 

2 .1 .  Dans ce paragraphe, nous allons donner une liste de formules pour le calcul de la somme, du 

produit et de la substitution d'esp~ces de structures. Chacune des formules est une recette combinatoire 

perrnettant de cor~stmire les structures de l'esp~ce d6sir6e. 

(i) la somme 

et la combinaison lin6aire 

(F+G)[S] = F[S] + G[S] 

(~ iCi  x Fi)[S l = ~ i C i  x Fi[SI 

(ii) le produit fini 
(F-G)[S] = Y~ F[U] x G[V] 

u+v=s 

(IIiei Fi)[S] - f~IS iEII-i Fi[f-l(i)] 

VI[S] = Y l I  F[f-l(i)] 
feI S ieI 

(iii) la composition FoG (si G[@] = @) 

(FoG)[SI= Z 
Re Eq[S] 

F[S/R] x l"I 
C~ S/R 

off Eq[S] est rensemble des relations d'6quivalence sur S. 

G[C] 
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O n a  

(iv) la composition FoG (cas g~ndral). Consid&ons l 'espbce en deux variables 

W [ S , T ]  = Y~ F[T] x 1-[ G[f ' l ( i ) ]  
f:S-+T ieT 

(FoG)[S] = ~ W[S, T] 
T 

(v) la composition F(G 1 . . . . .  Gr) (si Gi[O] = O, l<i<r)  

F(G 1 . . . . .  Gr)[S] = ]~ F[S/R] x l-I Gt(c)[_C_] 
(R, t)e Eqr[s] Ce IS[/R 

o~t S = (S 1 . . . . .  Sd), ISI = S 1 + ... + S d et og 

Eqr[S] = {(R, t) I Re  Eq[[Sl], t: [SI/R 

Nous avons pos~ 

S/R = (t-1(1) . . . . .  t - l ( r))  e B r 

) {1,2  . . . . .  r}} 

et C = (CnS 1 . . . . .  CnS d) ~ B d 

(vi) l '6valuat ion (partielle). Si F = F(X, Y) et A e  Ens, alors 

F(A, Y)[T] = ~. F[S, T] x A s 
S 

~ 0  Fin, T] A n = x / ~ n  

(vii) le quot ien t  par un groupe 

(F/F)[SI = F[S]/F 

Preuve.  Les formules i), vi) et vii) sont dvidentes. 

ii) F(A) x G(A) = ( ~  F[S] x A S) × ( ~  G[T] x A T) 
S T 

= ~ F[S] x G[T] x A S+T 
S,T 

= ~. E F[S] x G[T] x A S+T 
R S+T=R 

= ~ ( E F[S] x G[T])A R 
R S+T=R 

iv) F(G(A)) = ~  F [ T l x G ( A )  T 
T 

= ~  F[T] x G T ( A )  
T 

= ~ F[TI x ~ GT[sI  x A S 
T S 

= ~  ~ F [ T ] x G T [ S ] x A  S 
T S 
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puisque ron a W[S, T] = F[T] x GT[s] .  

= ~ ]~ F[TI x GT[sI  x A S 
S T 

= ~ ( ~  F[T] x GT[s])  x A S 
s T 

= £ (~. W[S, T]) x A S 
S T 

(iii) L'hypothSse que G[O] = O entralne que 

I ]  G[f-10)]  = 
iET 

pour toute fonction f: S ) T non surjective. On a donc 

W[S, T] = ]~ F[T] x I I  G [ f - I 0 ) ]  
f:S-~T ie T 

Comme tout 616ment ((x, 13, f) e W[S, T] est isomorphe ~t un et un seul 616ment (cG ~Y, p) e W[S, S/R] 

og p: S ~ S / R  est la projection canonique, on a 

W[S, T] = • F[S/RI x H G[C] 
T Re Eq[S] Ce S/R 

(v) est laiss6 au lecteurdiligent. 

Remarque .  Toute substitution se ram~ne/~ une substitution sans terme constant suivie d'une 6valuation 

partielle. Par exemple pour calculer F(G 1 . . . . .  Gr), calculons d'abord l 'espbce 

H = H(X, Y) = F( Y1 GI(X)  . . . . .  Yr Gr(X)) 

o h X = ( X  1 . . . . .  X d ) , Y = ( Y 1  . . . . .  Yr) '  S o i e n t S = ( S  1 . . . . .  Sd) e B d e t T = ( T  1 . . . . .  Tr) E B r. 

Un ~l~ment de H[S, T] est un triplet (f, c~, ~) oh 

i) f : S  1 + . . . + S d - - - + T  1 + . . . + T  r 

ii) c{ est une fonction qui associe 5 chaque 616ment x ~ T i une structure d'esp~ce G i sur la fibre 
f ' l (x)  

iii) 13 e F[T 1 . . . . .  Tr] 

Nous dirons que (f, or, [3) est u n e f i b r a t i o n  (G 1 . . . . .  Gr) -enr ich ie  sur les fibres et F-enrichie  sur la 

base. Pour obtenir F(G 1 . . . . .  Gr), il  suffit de substituer Y1 = 1 . . . . .  Yr = 1 darts H(X, Y). Autrement 

dit, 

F(G 1 . . . . .  Gr)[SI = ~ H [ S ,  T] 
T 

2 . 2 .  Dans cette pattie, nous allons examiner les op&ations de produit cartdsien et de produit scalaire 

d'esp~ces et aussi les op6rations de base du calcul diffdrentiel. 
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Le produit cartdsien F 0 G de deux esp~ces F, G: B d ) Ens: 

(F 0 G)[S] = F[S] x G[S] (S~ B d) 

Le produit scalaire <F, G> : 

<F, G> = 5~ F[S] x G[S] 
S 

Si la sommation est restreinte ~ certaines variables, on obtient le produit scalairepartiel : 

<F(X, Y), G(X, Y)>X = ~ F[S, T] x G[S, T] 
S 

Remarque .  

<F(X, Y), G(X, Y)>X = (F 0 G)(1, Y) 

<F(X, Y), G(X, Y)>y = (F O G)(X, 1) 

<F(X, Y), G(X, Y)> = (F 0 G)(1, 1) 

Proposition 5 Soit F(X) une esp6ce de structure. On a 

F(XY) = F(X) 0 exp(XY) 

= F(Y) 0 exp(XY) 

Preuve. En effet, un calcul simple nous montre que 

exp(XY)[S, T] = A[S, T] 

et 
F(XY)[S, T] = F[S] × A[S, T] 

= F[T] x A[S, T] 

Proposition 6. [Y.N. Yeh] Soit F(X) une esp~ce de structures et soit A un ensemble. On a 

F(AX) = F(X) O exp(AX) 

Preuve. Ii suffit de constater que 

et 

F(AX)[S] = F[S] x A S 

exp(AX)[S] = A S 

Pour Ie calcul diff6rentiel, on pose 

(d/dx)TF(x)[s] = F(T)(x)[s] = F[S+T] 

C.Q.F.D. 

On v6rifie les identit6s suivantes: 

a) la formule de Leibniz 
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b) Ia formule de Taylor 

(FG)(T) = ~. F(A)G (B) 
A+B=T 

F(X+Y) = 

c) la "r~gle de d6fivation en cha~ne" 

n~_> 0 F(n)(x) × y n  / "~n 

F(G(X))' = F'(G(X))G'(X) 

Pour route espbce H(X), on peut d6finir un op6rateur diff6rentiel H(d/cLx). 

H(d/dx)F(X)[S] = ~. H[T] x F[T+S] 
T 

L'op6rateur H(d/dx) est adjoint ~ l'op6rateur de multiplication par H(X): 

<H(d/dx)F, G> = <F, HG> 

en effet, 

<H(d/dx)F, G> = ~ Y. H[T] × FIT+S] × G[S] 
T S 

= ~, ]~ H[T] × G[S] × F[T+S] 
R S+T=R 

= ~ ( E HIT] ×G[S]) × F[R] 
R S+T=R 

= ~. (HG)[R] × F[R] 
R 

= <HG, F> 

Chapi tre  3 Esp~ces virtuel les  

3.0 .  Le but de ce chapitre est d'introduire le concept d'esp~ce virtuelle pour pallier 5 rabsence de 

l'op6radon de soustraction en th6orie des esp~ces. La d&inition des op6rations de somme et de produit 

d'esp~ces virtuelles ne pose pas de difficult6s car il suffit d'imiter les r~gles de l'alg~bre. Par contre, le 

prolongement de I'op6ration de substitution est plus d61icat et nous introduisons pour ceta une R~gle des 

signes qui permet de r~soudre Ie probl~me de fa~on satisfaisante. 

Dfifinition 1. Une esp~ce de structures F: B d ) Ens estfinitaire si 

Card F[n]<¢o, pour tout nE IN d 

Si de plus 
Card Fin] = 0 

sauf pour un nombre fini de n~ IN d, nous dirons que F est polynOmiale. 
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D~finition 2. Une esp~ce virtuelle Vest  une diff6rence formelle V = F-G entre des esp~ces finitaires. 

La relation d'6galit6 F-G = M-N entre esp~ces virtuelles signifie que F+N = M+G. 

La transitivit6 de ta relation d'6galit6 entre esp~ces virtuelles est cons6quence de la propri6t6 de 

simplification des esp6ces fmitaires: 

F + M = G + M  ~ F = G  

Pour d6montrer cette propri6t6, nous utiliserons le principe suivant (6quivalent au principe d'involution de 

Garsia-Milne [G.1]). Soient A, B, C des ensembles finis et soit 

~ :A+C ~ ;B+C 

une bijection. Alors on peut constmire une bijecfion r~siduelle 

~g:A ~ )B 

ne d6pendant que de (p. En effet, pour tout xe A Ia suite x, (p(x), (p2(x) . . . .  doit se terminer en un 

616ment y = ",g(x)e B. De m6me, pour tout ye B, la suite y, ~p-l(y), (p-2(y) . . . .  doit se terminer en un 

616ment x = ~g-l(y)e A. 

Supposons maintenant qu'un groupe F agisse sur A, B, C et que (p soit F-6quivariante. On voit 

imm~diatement que ~t est F-6quivariante. De m~me, si on suppose que (pest une transformation naturelle 

de foncteurs (~ valeurs dans les ensembles finis), on volt que Ves t  aussi une transformation naturelle. 

La somme et le produit d'esp~ces virtuelles sont d6finis comme suit: 

(F - G) + (M - N) = (F + M) - (G + N) 

( F -  G ) '  (M - N) = (FM + GN) - (GM + FN) 

Ces op6rations donnent/~ l 'ensemble des espbces virtuetles en les variables X 1 . . . . .  X d u n e  

structure d'anneau commutatif que nous d6signerons par B[[X 1 . . . . .  Xd]]. Les esp~ces virtuelles 

polyn6miales constituent un sous-anneau que nous d6signerons par B[X 1 . . . . .  Xd]. 

Pour tout groupe fini F,  soit B(F) l'anneau de Burnside du groupe F. Rappelons sa 

construction. Les 616ments de B(1-') sont des diff6rences formelles entre F-ensembles finis avec la m~me 

relation d'dgalitd que clans la ddfinition 2. Nous dirons que les dl6ments de B(F) sont des representations 

ensembtiste virtuelles du groupe F. La somme et le produit sont d~finis comme ci-haut, sauf qu'il faut 

plutbt utiliser le produit cartdsien de F-ensembles. 

La proposition 3 du chapitre 2 entralne que l'on a un isomorphisme de groupes additifs 

B[X 1 . . . . .  X d] ~ 1~ B(~n)  
nc I,I d 

En outre, puisque 
B(~n ) "  B(@ m) ~ B(~n+m)  

pour le produit des espbces, on voit que B[X 1 . . . . .  X d] est un anneau gradu6. Le compl6t6 de 
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B[X 1 . . . . .  X d] s'identifie avec B[[X 1 . . . . .  Xdl]:  

B[[X 1 . . . . .  Xd]] ~ I-[ AB(~n)  
n E  l q  ~ 

Tout 616ment F E B[[X 1 . . . .  Xd]] s'6crit sous la forme d'tme s6rie formelle 

F =  Y, ~ F n 

o~ F n est la partie homog~ne de degr6 ne  IN d. La partie homog~ne de degr6 0 est le terme constant 

F 0 = F(0) = F(0 . . . . .  0). 

L e m m e  (Classique). Si F(0) = 1, alors F est inversible dans ranneau B[[X 1 . . . . .  Xn]]. 

Preuve .  Posons F = 1 +T. La s6rie g6om6trique 

(I+T) -1 = n~0(-1)n T n 

converge puisque Tes t  sans terme constant. 

En vertu de ce lemme, respbce exponentielle exp(X)~ B[[X]] est inversible puisque exp(0) = 1. 

Nous allons calculer l'esp~ce virtuelle exp(X) -1. Posons, pour tout SeB ,  

go[S] = {f: S --4> (2k) I ke  IN} 

el [S]  = {f: S --* (2k+l) I ke  IN} 

o~2 (n) = { 1, 2 . . . . .  n} pour tout n e  IN. 

Proposition 1. On a 

exp(X) -1 = gO (x) - £1(X) 

Preuve .  Posons exp(X) = 1 + T(X). On trouve que pour tout ne  IN, 

Tn[Sl = {f: S --~ (n)} 

ce qui donne le r6sultat. 

I1 faut souligner ici que l'6galit6 

exp(X) -1 ~ (-1) n X  n 
= / G n 

est fausse. Nous sommes maintenant en mesure de d6finir exp(-X): 

D6finition 3. 

exp(-X) = exp(X) -1 

Cette d4fmition sugghre la notation suivante: 

aS = eo[Sl - e l [Sl  (Se B) 
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I1 est peut-~tre bon de souligner ici que gS n'est pas la difference entre deux ensembles mais Ia diff6rence 

entre deux foncteurs. Ainsi, gn est la repr6sentation ensembliste virtuelle obtenue en effectuant Ia 

diff6rence entre go[n] et gtin]. Nous allons maintenant 6noncer la rhgle des signes. Soit F(X) une esp~ce 

virtuelle. 

R~gle des signes [J.1] 

F(-X)[n] = gnF[n] 

Dans cette formule gnF[n] d6signe le produit de E net  de F[n] dans l'anneau de Burnside B(~n). 

Dans le cas de plusieurs variables, nous aurons 

F(-X, Y)[n,m] = £n F[n,m] 

oft gn d6signe l'616ment de B ( ~  n x ~ m )  obtenu en composant la representation gn de ~ n  avec la 

projection ~ n  × ~ m  .... > ~n" Nous aurons de m~me 

F(X, -Y)[n, m] -- gm F[n, m] 

F(-X, -Y)[n, m] = ~n gm F[n, m] 

= En+m Fin, m] 

oft gn+m est l'~16ment de B( ~ n  x ~ m )  obtenue par restriction de 1'616merit gn+m de B ( ~ n + m )  au 

sous-groupe ~ n  x ~ m  c ~ n + m "  

La R~gle des signes permet de r6soudre le probl~rne de la substitution. Par exemple, supposons 

que l'on veuille substituer M-N dans F(X). On calcule d'abord l'esp~ce virtuelle F(X-Y): 

F(X-Y)[n, m] =gm Fin+m] 

ce qui donne 

et on pose ensuite 

F(X-Y) = Fo(X, Y) - FI(X, Y) 

F(M-N) = Fo(M , N) - FI(M, N) 

On montre que cette op6ration est bien d~finie, c'est ~ dire que 

Fo(M, N) - FI(M, N) = Fo(P, Q) - Fx(P, Q) 

si M-N = P-Q. 

Pour ~liminer les probI~mes de convergence, nous allons limiter la substitution F(G) aux deux 

cas suivants: 

a) F est polyn6miale b) le terme constant de G est nul 

Th6or~me 1 [J.2, Y.1] La substitution des esp~ces virtuelles, telle que d6crite avec la R~gle des signes, 
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est une op6ration bien d6finie. De plus, elle donne lieu ~ une loi de composition associative. 

R e m a r q u e .  I1 est int6ressant de reformuler la R6gle des signes en utilisant le produit  cart6sien des 

esp~ces virtuelles. On pose 

(F - G) 0 (M - N) = (FOM + GOM) - (FON + GOM) 

La r~gle des signes devient 

F(-X) = F(X) 0 exp(-X) 

F(-X, Y) = F(X, Y) 0 exp(-X) 

3 . 1 .  Soit B(F)  l 'anneau de Burnside d'un groupe fini F. Nous allons voir  que chaque 416ment 

Fe  B[X 1 . . . . .  Xd] d6finit une op6ration 

F: B(F) d ~ B(I-) 

Remarquons d'abord que si F est une esphce polynhmiale ordinaire (nous dirons aussi que F est positive) 

et A 1 . . . . .  A d sont des F-ensembles finis alors F(A 1 . . . . .  Ad) est un F-ensemble fini. Cette op6ration 

s'6tend aux esphces virtueUes: 

( F -  G)(A 1 . . . . .  Ad) = F(A 1 . . . . .  Ad) - G(A 1 . . . . .  Ad) 

Nous allons prolonger ces op6rations aux F-ensembles virtuels. Soit (A1-B 1 . . . .  A d - B d )  e B(F) d. La 

R~gle des signes nous permet de calculer resp6ce virtuelle 

F(X1 . . . . .  Xd ; YI . . . . .  Yd) = F(X1 - Y1 . . . . .  Xd - Yd) 

On pose ensuite 

F(A 1 - B 1 . . . . .  A d - Bd) = F(A 1 . . . . .  A d ; B 1 . . . .  B d) 

Pour s'assurer que cette opOration est bien d6finie, il faut s'assurer que 

F(A 1 . . . . .  A d ; B 1 . . . . .  B d) = F(U 1 . . . . .  U d ; V 1 . . . . .  V d) 

d~s que A i - B i = U i - V i (l<i_<d) 

Th4or~me 2 [J.2]. Les 616ments F e B[X 1 . . . . .  Xd] donnent lieu ~ des op6rations bien d6finies 

F: B(F) d ) B(F) 

De plus, on a rassociativit6 

F(61 . . . . .  Gd)(b) = F(G l(b) . . . . .  ad(b))  

o~ G i e B[X 1 . . . . .  Xr] (l<__i<_d) et b = (b 1 . . . . .  br) e B(F) r 

3 . 2 .  Le th6or6me des fonctions implicites se transpose ais6ment en th6orie des esp~ces. Soient 

X = (X t . . . . .  X d ) ,  Y = (Y1 . . . . .  Yr) et F(X, Y) = (FI(X, Y) . . . . .  Fr(X, Y)) des esp~ces virtuelles. 

Nous dirons que les esp6ces virtuelles N(X) = (N 1 . . . . .  Nr) sont solutions du syst~me d'6quations 
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si l'on a N(O) = 0 et 

F(X, Y) = 0 

F(X, N(X))= 0 

ThEor~me 3. Si la matrice jacobienne (OF/OY)(0, 0) est inversible, alors le syst~me d'Equations 

F(X, Y) = 0 

poss~de une et une seule solution Y = N(X). 

La demonstration est laissEe en exercice. Le thEor~me montre en particulier que si F(X) est une 

espbce telle que F(0) = 0 et F'(0) = 1 alors F(X) poss~de un inverse G(X) pour l 'op&ation de 

substitution: 

F(G(X)) = G(F(X)) = X 

On peut donner une description combinatoire des coefficients de G(X) et, plus gEn&alement, des 

coefficients de H(G(X)) o~t H est une esp&e quelconque. Soit S u n  ensemble fini. L'ensemble Eq[S] 

des relations d'Equivalence sur S est ordonnE. Notons 6 l'616ment minimum de Eq[S] et i l'E1Ement 

maximum. Soit R = (6 = R 0 < R 1 < R 2 < ... < Rn) une cha~ne strictement croissante d'61Ements de 

Eq[S]. On a une suite de projections canoniques 

Posons 

s s/% P--,%1 p '  P• 
. . . . . . . . . . .  ... ~ S/Rn 

f (R)  = {p-l(x) I x e S / R k ,  1Nk<__n} 

Nous dirons que f (R)  est rensemble des fibres de R. Posons 

% = S/Rn 

Nous dirons que S/R est la base de R. Soit 

Qn[S] = {R = (6 = R 0 < R 1 < .. < Rn) I Ri e Eq[S], l<i<n} 

Wn[S ] = Y. H[S/R ] x rI F[C] 
Re Qn[S] Cef [R] 

Propos i t ion  2. On a 

H(G(X)) = n~__O (-1)nWn(X) 

Preuve. Nous allons appliquer aux esp&es de structures une m&hode d'inversion des series formelIes 

due ~ G. Labelle [L.1 ]. ConsidErons l'op&ateur additif 
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8: B[[X]] > B[[X]] 

qui transforme H(X) dans H(F(X)) - H(X). On a par d6finition 

8(H)[S] = ~ H[S/R] × I I  F[A] 
R~ F_4t. [S ] Ae SIR 

~6 

= W l [ S  ] 

Un raisonnement par r6currence nous donne 

8 n ( H ) [ S ]  = Wn[S] 

Ce qui entra~me que 8n(H)[S] = Q5 d~s que n e s t  assez grand et, par  suite, que la s6rie 

n>_~0 ( -1)  n 8n(H) = ~ 0 ( - 1 ) n  Wn(X) 

converge vers un 616ment W(X) e B[[X]]. On a 

w(F) = (1+5)(w) 

= (1+5) ~ 0 ( - I ) n  8n(H) 

= H  

C.Q.F.D.  

Consid6rons maintenant le cas oh H(X) = X. Pour tout ensemble fini S e t  pour tout n>0 posons 

Pn[S] = {(6 = R 0 < R 1 < .. < R n = i) I Rie  Eq[S], l<i<n} 

Vn[S] = Y H FIC] 
R~ Pn[S] Cef (R) 

On a alors 

G(X) = ~ 0 ( - 1 ) n  Vn(X) 

Dans le cas oh F(X) = exp(X) - 1, la proposition 2 nous donne 

C o r o l l a i r e .  

log( l+X)  = n~0(-1)n Pn(X) 
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Chapitre 4. Esp~ces  t enso r i e l l e s  

4 .0 .  Darts cette partie, nous d6velopperons certains aspects de la th6orie des foncteurs analytiques 

d6finis sur la cat6gorie des espaces vectoriels. Cette th6orie est en quelque sorte Ie prolongement de la 

th6orie des foncteurs polyn6miaux formalis6e par I.G. Macdonald [M. 1]. Du point de vue alg6brique, 

c'est la th6orie des ~-anneaux, des fonctions sym6triques et des fonctions de Schur [K.1]. Les esp~ces 

tensorielles sont ranalogue lin6aire des esp~ces de structures: ce sont les coefficients des foncteurs 

analytiques ~ valeurs dans la cat6gorie des espaces vectoriels. Certaines esp~ces tensorielles sont 

6quip6es d'une structure d'alg~bre, en particulier d'alg~bre de Lie: ce sont les alg~bres de Lie tordues de 

M.G. Barratt lB.1]. Nous utiliserons la th6orie des esp~ces tensorielles pour d6montrer que la 

construction des alg~bres de Lie libres s'obtient en 6valuant un foncteur analytique Lie (X). Les 

coefficients de Lie (X) sont des repr6sentations du groupe sym6trique isomorphes aux repr6sentafions de 

Reutenauer [R.1]. Nous exprimerons ces coefficients au moyen de l'homologie du treillis des partitions. 

Ces calculs permettent de jeter une lumi~re nouvelle sur certains travaux de R. Stanley IS.l] et de P. 

Hanlon [H. 1 ]. 

4 .1 .  Soit k un corps de caract6ristique 0. Nous d6signerons par Vect ou Vect k la cat6gorie des 

k-espaces vectoriels. 

D~finition 1. Une espdce tensorielle F est un foncteur 

F[ ]: B ) Vect 

A toute esp~ce tensorieUe F est associ6e une suite (F[n] I n~0) de repr6sentations lin6aires des 

groupes sym&riques 

~ n  x F[n] ) F[n] (n>0) 

D~finition 2. Un foncteur F: Vect 

Taylor 

) Vect est analytique s'il poss~de un d6veloppement en s6rie de 

F(V) = n~>0F[n] ® V ®n / ~ n  

On d6montre que la suite des coefficients (F[n] I nL,0) est d6termin6e (~ isomorphisme canonique 

pros) par le foncteur F et que de plus eUe d6termine (~ isomorphisme canonique prbs) l'espbce tensorieUe 

F. Autrement dit, les concepts suivants sont 6quivalents: 

i) une esp~ce tensorielle F = F[ ] 

ii) une suite (F[n] J n>0) de representations lindaires des groupes sym6triques 

iii) un foncteur analytique F = F( ): Vect ; Vect 

Nous adopterons pour les esp~ces tensorielles, les m~mes conventions ff6criture que celles que 

nous avons adopt6es au Chapitre 2 pour les esp~ces de structures. 



146 

Remarque. Nous dirons qu'un 616ment t~ F(V) est un tenseur d'espdce F sur V. Cette terrninologie est 

conforme ~ l'usage du mot tenseur en physique, en gdom6trie et en alg6bre. 

Exemples .  

L(V) = ~ V ®n = alg~bre tensorielle T(V) 
n~_>O 

exp(V) = 2 0  v®n / = alg5bre symdtrique S(V) 
~ n  

A(V) = ~ A[n] ® V ®n / "~n = n~° An(v) = alg6bre ext6rieure 

Dans ce demier exemple, le coefficient A[n] est la repr6sentation altern~e de ~n:  

A[n] = k e n (~. e n = (sgn c)  e n 

La cat6gorie Vect B des esp~ces tensorielles est une cat6gorie ab61ienne semi-simple. Elle est 

mtmie de sommes directes quelconques 

( i 2  Fi)[S]-- ~ Fi[S] 

et d'un produit tensoriel 

(F®G)[S] = E) F[AI ® G[B] 
A+B=S 

associatif, sym&rique et unitaire [M. 1 ]. 

Les foncteurs analytiques sont ctos sous la composition, ce qui se traduit par l'existence d'une loi 

de composition sur les esp~ces tensorielles. Dans Ie cas o~t G[~]  = 0, les coefficients du compos6 FoG 

sont donn6s par la formule 

(FoG)[S] = (~) F[S/RI ® (~) G[CI 
Re Eq[S] C~ S/R 

Pour tout ensemble A, nous noterons k(A) ou kA respace vectoriel librement engendr6 par A. 

De m~me, pour toute esp~ce de structure F nous noterons k(F) ou kF l'esp~ce tensorielle obtenue en 

composant les foncteurs 
F 

B ) Ens 

Vect 

S'il n'y a pas d'ambiguit6, nous d6signerons par F l'esp~ce tensorielle kF. On v6rifie que le fonctettr 

k( ): Ens B ) Vect B 
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pr6serve les op6rations de somme, de produit et de composition. 

Soit V un espace vectoriel. L'6valuation en V d6finit un foncteur F ~ F(V) 

) Vect e(V): Vect B 

Nous allons voir qu'il poss~de un adjoint ~ droite [K.1] 

{V, }: Vect. 

Pour tout We Vect et pour tout S~ B, posons 

On a 

) Vect B 

{V, W}[S] = Hom(V @S, W) 

Hom(F(V), W)= I~0Hom(F[n ] ® V ®n, W) 
@n 

= ~n~>0 Hom ~ n  (F[n], Hom(V ®n, W)) 

= Horn(F, {V, W}) 

Ce qui montre que e(V) et {V, } sont adjoints l'un de rautre. De plus, e(V) pr6serve le produit tensoriel: 

(FQG)(V) = F(V) ® G(V) 

kl (V) = k 

et par suite on a des transformations naturelles 

{v, w l t  ® {v, w2} ~ {v, w l  ® w z} 

k ~ {V, k} 

4 .2 .  Darts cette pattie, nous allons 6tudier les esp~ces tensorielles munies d'une structure alg6brique. 

D~finition 3. [B.I] Une alg~bre tordue est une esp~ce tensorielle F munie d'une structure d'alg~bre: 

FQF ........ ) F 

I1 y a plusieurs vari6t6s d'alg~bres tordues: associative, commutative, alg~bre de Lie, etc. 

Exemples. Pour toute espbce G, l'esp~ce 

T(G) = (~  G ®n 
n2>0 

est une alg~bre tordue associative. De m~me, 

exp(G) = S(G) = (~) G ®n, 
~ o  z ~ n  

est une alg~bre tordue associative et commutative. Voici une description plus d6taill6e du concept 

d'alg~bre de Lie tordue: le crochet 
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FNF [ '  ] ;F 

doit satisfaire aux identit6s 

i) [ , 1 + [ , 1 " ¢ = 0  

ii) [ ,  [,11 + [,  [ , l ] o +  [,  [ ,11o2=0 

otJ '~: F®F ~ ~  F ® F  est la symdtrie du produit tensoriel et oft o:  F ® F ® F  ; F ® F ® F  est la 

permutation cycfique des facteurs. Les parenth&es [ ,  [ ,  ]] ddsignent le morphisme composd 

F®F@F F®[, l ) F®F [ '  l) F .  

Pour tout espace vectoriel V, soit Lie(V) l'alghbre de Lie fibre sur V. 

Th6or6me 1. Le foncteur Lie: Vect > Vect est analytique: 

Lie(V) = _ ~  Lie[n] ® V ®n / 
~ n  

Remarque.  Ce r6sultat et sa d6monstration sont valables pour une vari6t6 quelconque d'algbbres et pas 

seulement pour les alg~bres de Lie. 

Preuve. Nous avons vu, ~ la fin du paragraphe pr6c6dent, que pour tout V~ Vect, le foncteur 6valuation 

e(V) poss~de un adjoint ~t droite {V, }. Remarquons d'abord que si W e s t  une alg~bre de Lie, alors {V, 

W} est une alg~bre de Lie tordue: en effet, le compos6 

{v, w} ® {v, w} ..... ~. {v, w®w} 

{v, w} 

est une structure d'alg~bre de Lie sur {V, W}. D'autre part, soit F = F(X) l'alg~bre de Lie tordue libre 

sur l'esp~ce tensorielle X = kX. Le foncteur 6valuation en Ve Vect pr~servant le produit tensoriel, on 

constate que F(V) est munie d'une structure d'alg~bre de Lie. Pour mute alg~bre de Lie W on a alors des 

bijections naturelles entre les morphismes suivants 

F(V) ) W (1) 

F > {V, W} (2) 

X > {V, W} (3) 

V = X(V) > W (4) 

Lie(V) . ~ W (5) 

ob les morphismes (1), (2) et (5) sont des morphismes d'alg~bres. Ceci montre que ron a 

Lie(V) = F(V) 

C.Q.F.D. 
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Remarque.  La suite (Lie[n] I n~0) de repr&entations des groupes sym~triques est isomorphe ~ celle 

obtenue par C. Reutenauer [R. 1 ]. 

Th~or~me 2. (Poincar~-Birkhoff-Witt). Soit U(F) l'alg~bre enveloppante d'une alg~bre de Lie tordue 

F. Le morphisme canonique F - U(F) est injectif et l'on a de plus un isomorphisme canonique 

U(F) _~ exp(F) 

Preuve. On v6rifie d'abord, par un argument de foncteur adjoint, que pour tout Ve Vect on a 

U(F)(V) = U(F(V)) 

Remarquons [B.2] ensure que pour toute algebre de Lie L on a un isomorphisme 

TI: U(L) _~ S(L) 

naturel entre les foncteurs U et S. Ceci entralne que l'on a des isomorphismes nature& 

U(F(V)) _7.- S(F(V)) 

et fmalement que 

U(F) _- exp(F) 

C.Q.F.D. 

Proposi t ion 1. 

exp(Lie (X)) = 1 / 1-X 

Preuve. Appliquant le th6or~me pr6c6dent, on a successivement 

exp(Lie (X)) = U(Lie (X)) 

= T ( X )  

= 1 / 1 - X  

4.3. Dans cette partie, nous allons discuter de la th6orie dc~ esp~ces tensorielles virtuelles. Celles-ci 

sont obtenues en prenant des diff6rences formelles entre esp~ces tensorieUes finitaires. La transitivit6 de 

la relation d'6galit6 

F-G = M-N ¢~ F~N -_ M~G 

est cons6quence du fait que Vect Best  une cat6gorie semi-simple. Les esp~ces tensorieltes virtuelles en 

d-variables X 1 ..... X d forment un anneau que nous d6signerons par 

R[[X 1 . . . . .  Xd]] 

Les esp~ces polyn6miales forment un sous-anneau 

R[X 1 . . . . .  Xd] c R [ [ X  1 . . . . .  Xd]  ] 

On a an isomorphisme de groupes additifs 

R[Xt . . . . .  Xd] "n ~dclq R(~n)  
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ob R ( ~  n ) est le groupe des repr6sentations virtuelles de ~n"  Ceci donne ~ R[X 1 . . . . .  Xd] une 

structure d'anneau gradu6 puisque 

R(~n)  "R(@ m) ~ R(~n+  m) 

pour la multiplication des esp~ces. L'anneau R[[X 1 . . . . .  Xn]] s'identifie au compl&6 de l'armeau gradu6 

R[X 1 . . . . .  Xn]: 

R[[X 1 . . . . .  Xd]] = ner]lqdR(~n) 

L'op6ration de lin6arisation se prolonge aux esp~ces virtuelles et on obtient ainsi un homomorphisme 

d'anneaux 

k( ): B[[X 1 . . . . .  Xnl] ~ R[[X 1 .... ,Xn]] 

S'fl n'y a pas d'ambiguit6, nous d6signerons parfois l 'esp&e tensorielle kF par F. 

La R~gle des signes prend une forme simplifide en thdorie des esp&es tensorielles. Posons 

A(X) = Y'nzufl[n] ® X n / ~ n  = ~0 An(x) 

Propos i t ion  2. 

exp(X) -1 =n~>0(-l)n An(x) 

Preuve.  Pour tout Se B e t  pour tout n>0, posons 

Ln[Sl = {f: S --~ (n)} 

La proposition 1 du chapitre 3 nous donne 

exp(X)-t[S] = E (-I) n Ln[S] 
n_>0 

Nous allons d6cfire un complexe de cha~nes 

 0ts) o  ltsl  2tsl 2 

dont lqaomologie est donnge par la suite 

A0[S], AI [ s ] ,  A2[S] .... 

Line identit$ classique sur rhomologie des complexes nous donnera: 

Y~ (-1)nLn[S] = Y. (-1)nAn[S] 
n.~0 n>0 

Si Card S<I, alors 2=0 et An[s] = kLn[S]. Si Card S>I, posons, pour tout n_>0, 

Cn[S ] = {(O<A0< ... <An<S ) ] Ai=S, l<i<n} 

I1 y a une bijection naturelle 6vidente 

Cn[Sl : Ln+~[S] 
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Soit A°S le complexe simplicial des parties propres non vides de S. G6om6triquement, A°S est le bord 

du simplexe dont les sommets sont les 616ments de S; la r6alisation g6om6trique de A°S est une sphere de 

dimension 6gale ~ Card S-2. Par d6finition, Cn[S] est rensemble des simplexes de dimension n de la 

premiere subdivision barycentrique de A°S. L'homologie r6duite de A°S peut donc se calculer au moyen 

du complexe de chahae 

k <-- kC0[S] <--- kCI[S] ~-  ... 

Comme on a (r6sultat classique de topologie): 

~In(A°S) = An+2[S] (n20) 

la d6monstration est termin6e. 

Utilisant les notations du chapitre 3, cette proposition montre que 

an = (-1)nA[n] 

dans l'anneau R(~n) .  

Pour tout ensemble S, soit H[S] l'ensemble ordonn6 des relations d'dquivalencespropres sur S: 

H[S] = {Re Eq[S] [ 6<R<i} 

Darts ce qui suit, H.(H[S]) d6signera lqaomologie r6duite du complexe simplicial des chalnes non vides 
de H[S]. 

Th6or~me 3. 

log(1 +X)[n] = k. 1 

= - k . 1  

= (-1)n+lttn_3 (rI[nl) 

Preuve. D'apr~s le coroIlaire de la proposition 2 du chap. 3, 

log(1 +X) =n_~0 (-1)nPn(X) 

o?a 

s i n =  1 

s i n =  2 

s i n > 2  

Pn[S] = {(6=R0< ... <Rn=i)[ Ri e Eq[S], l<i~n} 

Pour tout n~>0, soit Cn(1-I[S] ) rensemble des chalnes de longueur n de l'ensemble ordonn6 H[S]. On a 

Cn(H[S]) = Pn+2[S]. Consid6rons le complexe augment6 

kPl[S ] e-- kCo(rI[S]) ~ kCI(H[S] ) ~-- ... 

dont rhomologie est (si Card S>2) 

0 ,  H0(H[S]), HI(I][Sl) .... 

On a alors 

-PI[S] + • (-1)nCn(I-I[S])= ]~ (-1)nItn(l'I[S]) 
n._>0 n.>.>0 
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Autrement dit, 
log(l+X)[S] = ~>o(-1)n}In(~[S]) 

d~s que Card S > 2. Pour terminer la d6monstration on utilise le fait que le treillis Eq[S] est un treillis 

g6om6trique [F. 1, S. 1] et par suite que 

~In(1-I[S]) = 0 sauf si n = (Card S) - 3. 

Th6or~me  4. 

et 
Lie(X) = log 1 / 1-X 

Lie[l] = k.1 

Lie[2] = A[2] 

Lie[n] = A[n] ® kln_3(I-[[n] ) (n_>3) 

Preuve.  La premiere 6galit6 r6sulte de la proposition 1 du chapitre 3. On en ddduit que 

Lie(X) = - log( l -X)  

Utilisant la R~gle des signes et le thdor~me prgcgdent, on obtient le r6sultat. 

4 .4 .  Pour terminer, nous allons calculer le caract~re de l'esp~ce tensorielle Lie(X). Rappelons 

quelques r6sultats. A toute esp~ce tensorielle fmitaire F(X) est associ6e une sgrie indicatrice 

o~ 

et 

Z F est une s6rie forrnelle d'une infinit6 de variables: 

Z F = Y~ l/n! 5". Tr F[~] I[0] 
n?_>O o~ ~ n 

Tr F[ts] est la trace de l'op6rateur lin6aire F[(s]: Fin] > F[n] 

I(o) est le mon6me Xl d l  ... Xn on o~t d i est le hombre de cycles de longueur i dans c. 

Z F = ZF(Xl,X2,X 3 .... ) 

On ales identitds 
ZF+ G = Z F + Z G 

ZFG = ZFZ G 

ZF(G) = ZF(ZG) 

o5 le membre de droite de la demi~re 6galit6 dgsigne leplgthisme : s i f = f ( x l , x  2, ... ) et 

g = g(xl,x 2 . . . .  ) alors 
f (g )  = f (g l , g2  .... ) 

off 

P r o p o s i t i o n  3. 

gi = g(xi' x2i .... ) 

Zlog( l+X ) = ~ kt(n)/n log(l+x n) 
n~>l 

= 5". - 1 / n  Y~ g ( d ) ( - 1 )  n /d  xdn/d  
n~>l dln 
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Preuve. Inversant la relation Y = log(l+X), on obtient 

1 + X = exp(Y) 
et par suite 

1 + x 1 = exp( Y~ yn/n) 
1121 

log(l+Xl) = Y. Yn/n 
112>1 

ce qui entrahae que pour tout k21 

log(l+Xk) = Y~ Ynk/n 
n_>_l 

Une inversion de M6bius nous donne finalement le r6sultat 

Yl = y~ Ix(k)& log(l+x k) 
k_>l 

Remarque.  Si on combine ce r6sultat avec celui de la proposition on obtient le r6sultat de P. Hanlon sur 

la fonction de M6bius du treillis des partitions invariantes par une permutation donn6e [H.1] 

P ropos i t i on  4. 

ZLie(X) = Y. Ix(n)/n log 1 / 1-x n 
n_>.>l 

= Y~ 1/n Y~ Ix(d)Xd n/d 
n21 din 

Preuve. I1 suffit d'utiliser le th6or~me 4: 

Lie(X) = log 1 / 1-X 

Remarque.  La proposition permet de g6n6raliser la formule de Witt. Soit F u n  groupe fini agissant sur 

un espace vectoriel V. L'action du groupe F se prolonge h l'alg~bre de Lie libre sur V: 

F x Lie(V) > Lie(V) 

Lie(V) est une alg~bre gradu6e 
Lie(V) = • Lien(V) 

n20 

et le groupe F agit sur la partie homog~ne de degr6 n 

F x Lien(v) > Lien(V) 

D6signons par % le caract~re de la repr6sentation V et par %n le caract~re de la repr6sentafion Lien(V). 

Proposi t ion 5. On a pour tout ~ e  F 

%n(~) = 1/n • %((fa) n / d j  
din 
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A p p e n d i c e  

Dans cet appendice, nous allons d6montrer l'unicit6 de la s6rie de Taylor d'un foncteur analytique 

et donner des conditions simples qui caract6risent les foncteurs analytiques. 

D6finition 1. Le diagramme DF d'un foncteur F: Ens 

couples (x, A), off x~ F(A), et dont les morphismes (x, A) 

telles que 

F(f)(x) = y 

D6flnitlon 2. Un 616merit x~ F(A) est ggn~rique si pour tout 

(z, C) 

f 
(x, A) > (y, B) 

Ens est la cat6gofie dont les objets sont les 

(y, B) sont les fonctions f: A > B 

il existe h: (x, A) ) (z, C) tel que le triangle 

(z, C) 

f 
(x, A) ~ (y, B) 

soit commutatif. 

Lemme 1. Soit u: (x, A) - - ~  (y, B). Si y est g6n6rique, alors u est surjecfive. Si x et y sont 

g6n6riques, alors u est bijective. 

Preuve. Si y est g6n6rique, il existe h: (x,B) ~ (y, A) tel que le triangle 

(x, A) 
u 

1 B 
(y,B) ~ (y,B) 

soit commutatif. Ceci entra~e que u est surjective. Si de plus x est g6n6rique, alors h est surjective et, 

par suite, u est bijective. 

Pour tout ensemble fini S posons 

F°[S] = {x~ F(S) I x est g~n6rique} 

Le foncteur F°[ ] est d6fini sur la cat6gorie B; c'est donc une esp~ce de structures. Consid6rons le 

foncteur analytique F°( ) dont les coefficients sont donn6s par F°[ ]: 
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F°(A) : ~ F°[SI × A S 
S 

i: Fo------~ F 

qui envoie la classe de (x, f) e F°[S] x A S dans l'~16ment F(f)(x) ~ F(A). 

Lemme 2. La transformation i: F ° - ~ F est injective. 

Preuve.  Soit 

(x, f) ~ F°[S] x A S e t  (y, g) ~ F°[TI x A T 

Supposons que F(f)(x) = F(g)(y). 

Ona 

Nous allons montrer que (x, f) et (y, g) sont isomorphes. 

(y, T) 

f 
(x, S) ) (z, A) 

off z : F(f)(x) = F(g)(y). Comme x est g6n6rique, il existe h: (x, S) 

(y, T) 

f 
(x, S) ) (z, A) 

soit commutatif. La bijectivit6 de h est cons6quence du lemme 1. 

(y, T) tel que le triangle 

C.Q.F.D. 

Proposition 1. Soit F: Ens ; Ens un foncteur analytique. On a un isomorphisme canonique 

F°[] : F[] 

Preuve. Cet isomorphisme envoie xE F[S] dans la classe de 

(x, IS) e F[S] × S S 

Le lecteur pourra compl6ter la d6rnonstration. 

Proposition 2. Un foncteur F: Ens > Ens est analytique si et seulement si i l  est engendr6 par ses 

~l~ments g~n6riques finis, c'est-~-dire si pour tout xE F(A), fl existe un 616ment g6n6rique (y, S), avec S 

fini, et un rnorphisme (y, S) > (x, A). 

Preuve. En effet, x~ F(A) appartient ~ l'image de i: F°(A) - > F(A) si et seulement si il existe un 

616merit g6n6rique (y, S) avec S fini et un morphisme (y, S) -> (x, A). La proposition 1 montre que la 

condition est n6cessaire. La suffisance r6sulte du fait que si i est surjective, alors elle est bijective 
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(Lemme 2), ce qui montre que F est isomorphe au foncteur analytique F °. 

Lemme 3. Soit c~: F > G une transformation naturelle r6guli6re entre les foncteurs F et G. Si 

xe F(A) est g6n6rique, alors ot(x)e G(A) est g6ndrique. 

La d6monstration est laiss6e au lecteur. 

Proposit ion 3. Soit a :  F ) G une transformation naturelle r6guli~re entre les foncteurs analytiques 

F et G. Alors il existe une et une seule transformation naturelle 0: F[ ] ) G[ ] telle que a = 0 (voir le 

chapitre 1). 

Preuve. D'apr~s le lemme pr6c6dent, cz induit une transformation 

a°: F°[ ] ) G°[ ] 

et par suite (prop. 1) on a une transformation naturelle 

0 : F [ ]  .......... ) G [ ]  

Le reste de la d6monstration est laiss6e au lecteur. 

I1 reste ~ caract6riser les foncteurs analytiques. 

D6finition 3. Un foncteur F: Ens ) Ens est continu s'il pr6serve les limites inductives filtrantes. 

Si F pr6serve de plus les limites projectives filtrantes, nous dirons qu'il est bicontinu. 

D6finition 4. Un foncteur F: Ens 

en carr6s r6guliers. 

) Ens est rdgulier s'il transforme les carr6s commutatffs r6guliers 

Th6or&me 1. Un foncteur F: Ens ~ Ens est analytique si et seulement si il est bicontinu et r6gulier. 

Preuve.  Pour ddmontrer la ndcessit6, remarquons que Ia classe C des foncteurs bicontinus et r6guliers 

est close sous 1) les produits finis 2) les sommes quelconques 3) le quotient par l'action dun groupe 

fini. Remarquons ensuite que le foncteur identit6 X: Ens ) Ens appartient ~ C et que tout foncteur 

analytique F poss~de un dgveloppement en s~rie 

F =  Y~ F [ n ] x X  n /  ~ n  
n_>0 

Pour d6montrer la suffisance, nous allons vdrifier qu'un foncteur bicontinu et r6gulier est 

engendr6 par ses 616ments g6n6riques (prop. 2) 

D~finition 5. Soit F: Ens ) Ens un foncteur. 

morphisme 

f 
(y, B) 

Un 616ment xe  F(A) est minimal si pour tout 

(x, A) 

f est surjectif. 
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Lemme 4. Soit F: Ens 

finis. 

) Ens un foncteur continu. Alors F est engendr6 par ses 616ments minimaux 

Preuve.  Soit xe F(A). La continuit6 de F entraine qu'il existe un sous-ensembIe fini S c A  et un 

616ment ye F(S) tel que F(i)(y) = x, off i d6note l'inclusion ScA.  Choisissons un couple (y, S) de sorte 

que la cardinalit6 de S soit la plus petite possible. L'616ment (y, S) est minimal. C.Q.F.D. 

Lemme 5. Soit F: Ens ) Ens un foncteur continu rdgulier. Un dl6mem xe F(A) est gdn6rique si et 

seulement si tout morphisme 
(x, A) ~ (y, B) 

off Best fini et y minimal, est un isomorphisme. 

Preuve. D4montrons la suffisance, la ndcessit6 6rant laissde au lecteur. Soit 

(z, C) 

1 
(x,a)  ~ (y,B) 

La r~gularit~ du foncteur F entra~ne rexistence d'un carr~ commutatif (off D = AxC): 
B 

(w, D) ) (z, C) 

1 t 
(x, A) ~ (y, B) 

La continuit6 de F entrahne rexistence d'un morphisme (lemme 4) 

(v, S) ) (w, D) 

of  (v, S) est fini et minimal. Le compos6 

O: (v, S) ) (w, D)-----> (x, A) 

est alors inversible si rhypoth~se est satisfaite. On a par suite un triangle commutatif 

D6finition 6. Soit F: Ens 

(~-1 
(x, A) ~ (v, S) ) (w, D) ) (z, C) 

(y, B) 

) Ens. Nous dirons que xe F(A) est irrdgulier si 

i 
x~ Im(F°(A) > F(A)) 

C.Q.F.D. 

Lemme 6. Soit F u n  foncteur continu r6gulier et soit x0e F(S0) off S O est fini. Si x 0 est irr6gulier et 

minimal, il existe un morphisme 

(Xo, So) ~ (x 1, Sl) 
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~lque 

1) S 1 est fmi et x Iest  irr6gulier et minimal 

2) pest surjective sans ~tre bijective 

Preuve. Six 0 est irrdgulier, ~ plus forte raison il n'est pas gdndrique, ce qui entra£ne, en vertu du lemme 

prdcddent, rexistence d'un morphisme 

(X 0, S 0) ~ - "  (Xl, S 1) 

tel que 

1) (xl, $1) est minimal 

2) u n'est pas bijectif 

La minimalitd de (x 0, S 0) entralne que u est sarjective. De plus, si on avait xl~ F°(S1 ), on aurait a fortiori 

x 0 = F(f)(xl)~ F°(S0 ) ce qui est absurde puisque x 0 est irrdgulier. Done x Iest irrdgulier. 

C.Q.F.D. 

Lemme 7. Soit F u n  foncteur continu et rdgulier. 

incompatibles entre dies: 

1) F prdserve les limites projectives ffltrantes 

2) I1 existe un dldment irrdgulier xE F(A) 

Alors les deux conditions suivantes sont 

Preuve. Supposons les deux conditions satisfaites. La continuitd entralne rexistence d'un morphisme 

(lemme 4): 
(x, A) ( (x O, SO) 

o?~ S O est fmi et x 0 est minimal. L'irr6gularitd de x entralne celle de x 0. Une utilisation itdrative du lemme 

prdcddent implique rexistence dune cha~me infinie 

q2 
(Xo, SO) ~ (x 1, S1) ~ - -  (x 2, $2) ( ... 

teUe que pour tout n_>0 

1) (x n, Sn) est fini et minimal 

2) qn est surjective sans &re bijective 

Posons 
So, ,  = ~_m Sn 

ct soient Pn: S~,,  , ) S n (n>O) les projections. L~ypoth~se quc F prdserve tes limites projectivcs 

entratne I'existence dun dldment ze F(S~,) tel que 

F(Pn)(Z ) = x n pour tout n2>0 

I1 existe par continuitd un morphisme i 
(z, S~,) ." (w, S) 
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oh S est fini. Comme 
lim Card S n = o o  

n---9oo 

il existe un entier n tel que le compos6 
Pnoi 

(x n, Sn) ," (w, S) 

n'est pas surjectif. Ceci contredit la minimalit6 de (x n, Sn). 
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