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PREI<'ACE 

Les ouvrages de Jean Cavailles, reunis dans ce volume, 
n'ont pas besoin d'etre presentes au public scientifique : 
deja classiques, indispensables aux specialistes, ils sont 
accessibles a tous ceux qui s'interessent au fondement de 
la theorie des ensembles. Au reste, je ne possede aucune 
qualification pour presenter ces travaux d 'histoire reflexive 
des idees, de philosophie mathematique. cc Les amis de 
Jean Cavailles 11, - association fondee en 1945 pour honorer 
la memoire de celui qui fut, selon le mot de Gabrielle Fer­
rieres, philosophe et combattant, - ont souhaite qu'en 
leur nom je temoigne de notre fidelite a un homme, dont 
la vie et la mort furent exemplaires. 

La Resistance a ete autre chose qu 'un episode d 'une 
guerre impitoyable, autre chose que des reseaux de rensei­
gnement OU des maquis. La guerre aurait ete gagnee par 
la coalition antihitlerienne meme si les peuples d 'Europe 
avaient subi passivement le joug hitlerien. La contribution 
materielle de l'armee de l'interieur ne mesure pas exacte­
ment la portee de !'action entreprise, des le lendemain 
de la defaite, par des hommes parmi lesquels notre ami 
figure au premier rang. La Resistance fut d'abord et 
avant tout un moment de la conscience · fran�aise et 
Jean Cavailles fut, par excellence, un Resistant par 
conscience. 
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Les conditions de la guerre clandestine font des sol­
dats sans uniforme une troupe singuliere. Volontaires, ils 
se sont mobilises eux-memes. Contraints de dissimuler 
leur nom et leur lutte, ils savent qu'aussi longtemps que 
l'ennemi n'aura pas ete chasse, ils n'ont pas de recom­
pense a· esperer, pas de gloire a recueillir. L'obscurite est 
la loi du combat et le destin des combattants. Le risque 
qu'ils affrontent n'est pas celui-la seul qui est commun 1 
tous les soldats ; plus que par la mort, ils se sentent 
menaces par la defaillance. Le Resistant savait que cc tom­
ber 1 1  pour lui pouvait ne pas signifier tomber au champ 
d'honneur. 

Plus que beaucoup d'autres Jean Cavailles aurait eu 
le droit de ne pas· s'engager. 11 avait fait courageusement 
la malheureuse campagne de France, i1 s'etait echappe, 
ii avait repris son enseignement d'abord a Clermont-Fer­
rand' OU s'etait repliee l'universite de Strasbourg, puis· a 
la Sorbonne. Par sa these, il s'etait d'un coup impose 
comme un des -quelques philosophes dans le monde 
capables d'acceder aux plus hautes speculations de l'�sprit. 
Pour la science, pour son pays, pour ses disciples, ii repre­
sentait une valeur irrempla�able. I1 le savait, en depit de 
sa modestie, et pourtant i1 n'hesita pas. Le Professeur Pol 
Le Creur evoque ce choix en un temoignage cite par 
Gabrielle Ferrieres : cc Je ne pourrais pas non plus oublier 
le ton de paisible et profond mepris dont i1 me parla de 
cc ce noni:.� lien qui veut conserver son cerveau pour la 
France 11. 11 n'est que trop evident que celui-ci avait rai­
son du point de vue pratique, puisque le· cerveau de 
Cavailles est perdu sans recours, alors que la France sans 
lui et1t ete sauvee tout de meme, mais le sacrifice d'un 
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Cavailles est 1 la fois cause de la liberation de la France, 
et signe de sa force. 1 1  U est, en effet, la question que 
nous, ses amis, n'avons cesse de nous poselr au long des 
annecs. Or, nous savons, d 'une certitude immediate, irr�­
sistible, que la decision de Jean Cavailles etait fondtt en 
raison, nous savons que sa mort a cu un sens, qu'elle a 
ete une sorte d'accomplissement, bien qu'il n'y ait pas de 
commune mesure entre l'apport materiel du Resistant A la 
cause de la France et cc qu'etlt ete l'apport du philosophe 
a la theorie des sciences OU de }a ·morale. 

La Resistance fran�ais� est devenue peu a peu l'equi­
valent des armees de guerilla qui, aux quatre coins du 
monde, s'intitulent depuis quinze ans u armees de libe­
ration 11 et menent la lutte soit contre une puissance 
imperiale soit contre un gouvernement legal. La Resis­
tance fran�aise a eu deux taches principales, renseigne­
ment et action. Elle renseignait l'etat-major allie sur le 
deplacement de troupes, I 'organisation des defenses alle· 
mandes, I 'installation des V 1. Elle creait un climat 
d'inquietude et de danger autour des armees d'occupation, 
elle executait parfois des destructions d 'usines OU d 'instal­
lations militaires, evitant ainsi les raids de l'aviation alliee 
et, du meme coup, epargnant des pertes aux populations 
civiles. Enfin elle a cree des maquis, capables d'opera­
tions militaires a ciel ouvert, attaques par emhuscades, 
obstacles eleves sur les routes et les voies ferrees en vue 
de ralentir les deplacements des convois, etc. Mais si la 
Resistance debouchait finalement sur une forme de guerre, 
avait-elle besoin d'un Cavailles ? Demeurait-elle !'expres­
sion du refus moral, en marge de tout calcul de rende­
ment? 

Plus que jamais et sans la moindre hesitation, je repon-
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drai que l 'acte moral de la Resistance ne pouvait se rea­
liser comme tel qu 'en se soumettant a la loi d 'efficacite. 
L'occupation, la guerre creaient cette apparente antino­
mie : des hommes dont !'existence n'etait pas vouee a la 
politique, passablement indifferents aux ideologies, eprou­
vaient le devoir de dire non a I 'occupant, non a la colla­
bc>ration et ne reculaient devant aucun risque pour traduire 
en actes de combat cet engagement inconditionnel. 

Le langage dans lequel ces hommes exprimaient leur 
engagement n'etait pas toujours identique, meme si nous 
laissons de cote les u politiques 1 1 ,  comrnunistes, socialistes 
OU democrates. Certains evoquaient l 'honneur national, 
d 'autres, tout sirnplement, !'evidence qu'une vieille nation 
telle la nation fram;aise doit se dresser contre I 'occupant. 
Jean Cavailles, d'apres le souvenir que je garde de nos 
demieres conversations, insistait sur la necessite, qui 
commandait aux imperatifs pratiques aussi bien qu 'aux 
propositions scientifiques, u je suis spinoziste 11, disait-il, 
u il faut resister, combattre, affronter la mort. Ainsi 
l 'exige la verite, la raison 11. A partir de cette necessite 
spirituelle, le philosophe devenait chef de guerre, attentif 
aux details, d'un sang-froid de tous les instants, collec­
tionnant les dates, les lieux, les noms dans sa memoire 
infaillible. Comme la charite de Vincent de Paul se mani­
festait par des organisations multiples, par des actions 
infatigables, ainsi le refus moral de la passivite ou de la 
collabc>ration menait les Resistants a faire la guerre, une 
guerre a la fois plus passionnante rnais aussi plus terrible 
que celle des armees regulieres. C'est precisernent a une 
telle �erre que le philosophe Jean Cavailles ne pouvait 
pas se derober. Si quelque ami lui avait objecte que la 
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France aurait besoin de philosophes et que d 'autres pou­
vaient prendre sa place dans les reseaux, je ne crois pas 
qu'il aurait invoque !'argument du Professeur Pol Le 
C<Eur : cc Le peuple dont les philosophes se font tuer est 
un peuple effrayant, done un peuple redoutable, un peuple 
fort. II Non, la necessite etait d'ordre spirituel, elle n'etait 
pas subordonnee a la con�ideration des consequences bene­
fiques de l'exemple laisse aux vivants. La Resistance, telle 
que Cavailles 1 'a vecue des 1940, etait militaire et poli­
tique en ses implications et ses objectifs, mais elle etait 
morale en son inspira�ion. Et c'est pourquoi elle ne sau­
rait et.re entamee par les impuretes du mouvement histo­
rique ou les peripeties de 1 'apres-guerre. 

De temps a autre surgissent des situations dans les­
quelles la conduite de l 'individu paratt chargee d 'une signi­
fication eternelle. Tout se passe comme si certains choix 
&aient intrinsequement hons ou mauvais, comme si l'ime 
etait soudain confrontee par !'alternative de Se perdre OU 

de se sauver. La decision de resistance, chez- les quelques 
uns qui 1 'ont prise en toute conscience, etait de ce type. 
Elle etait decision proprement religieuse, au sens ou ce 
terme depasse toutes les confessions et toutes les eglises. 
Et c'est pourquoi le sacrifice de Cavailles n'est pas justifie 
par le profit que la nation a pu en tirer durablement. La 
justification du sacrifice est donnee dans le sacrifice lui­
meme, comme la justification de la charite dans la charite 
meme, comme la justification de l'amour dans l'amour 
meme. 

Si le souvenir de Jean Cavailles reste aussi lumineux 
parmi nous qu'au jour de 1945 ou nous apprimes qu'il 
etait l'inconnu n• 5 du cimetiere d'Arras, c'est precise-
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ment que le sens de sa decision ne depend pas des juge­
ments portes retrospectivement sur vichystes et gaullistes. 
Ce que Cavf..llles nous rappelle, plus encore que le devoir 
d'engagt ment, ce sont les limites de la politique consideree 
comme combinaison de moyens efficaces en vue de fins 
souhaitables. Lui aussi a dit un jour : cc Voila ma position, 
je ne peux pas faire autrement. 11 

Nous ..sommes quelques uns qui de cette affirmation, 
tranquille et heroique, avons tire un enseignement dont 
nous n 'epuiserons pas la signification. 

Raymond Aron 



INTUODUCTION 

Les deux etudes qui accompagnent dans ce recueil !'edi­
tion (etablie en collaboration avec Emmy Noether) de la 
correspondance echangee par Cant9r et Dedekind consti­
tuent la contribution de Jean Cavailles a l 'histoire de la 
theorie des ensembles. L'importance de cette derniere ne 
saurait aujourd 'hui etre surestimee : si certaines de ses 
parties restent moins utilisees que d 'autres, les reserves 
formulees a sa naissance, contre l 'axiome du choix en par­
ticulier, ont cesse de gener les mathematiciens et elle est 
devenue pour eux un outil indispensable. Parvenue a l 'etat 
de theorie classique au terme d 'une evolution assez prochc 
de nous, elle permet d'autre part d'etudier dans les meil­
leures conditions la genese de ce qui constitue actuellement 
l'assise la plus fondamentale de la mathematique. 

A cet egard , les Remarques SU1' la formation de la 

thlcwie abstraite des ensembles (1938) presentent un double 
merite. Elles sont tout d'abord une etude historique minu­
tieusement conduite des �tapes par lesquelles s'est consti­
tuee peu a peu la theorie : anticipations formulees a 1 'occa­
sion des recherches concemant les nombres irrationnel�, 
les series trigonometriques et la theorie de la croissance; 
creation cantorienne ensuite et contribution de Dedekind ; 
enfin axiomatisations successives rendues necessaires par 

2 
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I 'apparition des paradoxes et par le desir de disposer d 'une 
theorie a la fois aussi sure et aussi forte que possible. 
·Le but poursuivi par J. Cavailles n'est cependant pas 
exclusivement historique et le souci de jet�r les bases d 'une 
philosophie des mathematiques reste toujours present : la 
theorie des ensembl�s est consideree comme un exemple 
privilegie sur lequel on ·peut essayer de savoir comment 
u les inflexions inattendues du devenir mathematique 11 

n 'excluent pas une objectivite due au fait que 11 les sinuo­
sites du processus ·de revelation sont en relation avec la 
structure des parties revelees ». De telles remarques abou­
tissent naturellement a une reflexion sur le sens des efforts 
d 'axiomatisation qui atteignent seulement un demi-succes : 
en effet les systemes obtenus ne sont pas categoriques 
(paradoxe de Skolem) et on ne peut en demontrer la non­
contradiction absolue (theoreme de GOdel). De ce fait le 
resultat des recherches poursuivies apres 1938 et qui 
s 'inscrivent necessairement dans les limites etablies par 
ces theoremes ne sauraient infirmer les conclusions pru­
dentes auxquelles s'arrete !'auteur : le succes d'une theorie 
generate qui rencontre des difficultes ne se mesure pas a 
sa capacite de satisfaire sur-le-champ a des exigences fixees 
a priori mais a la possibilite qu'elle trouve de s'imposer 
au mathematicien preoccupe de problemes plus· particu­

liers : u Rejeter ou fonder une theorie n 'est travail defi­
nitif ni depourvu de degres ; ( ... ) ii ne peut s 'operer par 
simple investigation logique; ( . :. ) les considerations prag­
matistes du mathematicien militant ont le dernier mot. 11 

La correspondance Cantor-Dedekind dont la traduc­
t1on fait suite 1c1 aux Remarques... s'etend sur la 
periode 1872- 1899. Elle est traduite de I 'edition publiee 
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par E. Noether et J. Cavailles chez Hermann en i93j, 

a !'exception des lettres de l'annee 1899 qui sont tra­

duites du texte publie par Zermelo dans son edition 
des reuvres de Cantor. On y voit done apparaitre la plu-

part des idees fondamentales de la theorie des ensembles 
et on peut y saisir a la fois ce que les exigences de 
rationalite et de systematisation donnent de necessaire a 
une decouverte et ce qu'il y subsiste d'incertitude ou de 
contingence. La correspondance Cantor-Dedekind permet 
ainsi de juger sur pieces certains themes des Remarques .. . 
et prend par la un interet qui vient s'ajouter a sa valeur 
historique propre. 

L'etude consacree a Transfini et Continu enfin com­
plete les Remarques . . .  en commentant un theoreme publie 
par Gooel en 1939 et dont celles-ci n'avaient pu faire 
etat. Cette proposition etablit que si la theorie des 
ensembles axiomatisee a la maniere de von Neumann modi­
fiee par Bernays puis par GOdel est non-contradictoire, 
l'adjonction au systeme de l'axiome du choix et de l'hypo­
these du continu ne peuvent y introduire aucune contra­
diction. Comme la demonstration met en jeu la notion 
d'ordinal constructible, J. Cavailles est amene d'une part 
a rappeler les recherches de Church et de Kleene sur 
la constructibilite, d 'autre part a reflechir sur la signifi­
cation philosophique du finitisme de stricte observance 
et sur la theorie de I 'intuition qui se lie a lui naturelle­
ment. I1 en vient ainsi a rejeter l 'idee kantienne d 'une 
intuition immuable au sein de laquelle se construirait 1 'etre 
mathematique et a souligner au contraire la possibilite 
d 'une cc transformation de la zone intuitive » caracteristique 
du progres de la pensee mathematique. Observations qui 
coinpletent sans les infirmer les conclusions des Remar-
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ques . . .  puisque, ici encore, u la necessite apparait apr�s 
coup. Aucune analyse de la conscience des actes ne perm.et 
de prevoir, pas plus qu'elle ne procure une permanence 
quelconque. Intuitif est synonyme de conscience effective 
(ou effectuante), transcendantal de constitutif (ou consti­
tuant) relativement a un systeme conceptuel donne. Pas 
plus qu'il n'y a de systeme clos, ii n'y a de transcen­
dantal absolu. 11 

La reedition d'reuvres consacrees a la presentation de 
questions scientifiques ne va jamais sans soulever des scru­
pules : les informations qu 'elles fournissent n 'ont-elles pas 
perdu de leur actualite ? Les commentaires proposes sem­
blent-ils justifies dans l 'etat actuel de la recherche? Quelle 
que soit la piete dont s'entoure a hon droit le souvenir 
de leur auteur, les textes de J. Cavailles ne sauraient 
echapper a ces questions mais sont .capables d'en suppor­
ter l 'epreuve. Travail d 'historien et de philosophe refle­
chissant sur l'histoire, les Remarques . . .  n'ont pas vieilli 
et n 'ont perdu ni l 'interet ni la valeur que leur reconnais­
sait en 1938 A. Fraenkel. Les pages consacrees a Trans­
fini et Continu ont souffert davantage des conditions dans 
lesquelles elles ont ete redigees et publiees. Ecrites en 
1940, publiees en 1947, elles n.'ont vraisemblablement pu 
tenir compte du memoire detaille publie par GOO.el a Prin­
ceton en 1939· A fortiori, elles n'ont pu beneficier des 
commentaires ulterieurement donnes par GOO.el lui-meme. 
Quelques miseres de ce genre, marque d 'une reuvre tragi­
quement interrompue, n'ont cependanf: pas paru exiger 
qu'on ecarte de la reedition un texte OU se trouvent 
exposes avec beaucoup de densite quelques-uns des themes 
fondamentaux de la pensee de J. Cavailles. Par ailleurs 
ii faut rappeler qu'au moment ou ces pages furent redigees, 
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leur auteur etait, dans un pays ·ou la recherche logique 
semble poursuivie par une perpetuelle malchance, un de 
ceux qui en avaient le mieux compris la portee et le pre­
mier qui acceptat de lui donner une place dans son 
enseignement. Cette clairvoyance, jointe aux qualites 
d 'intelligence et de creur que l'on sait, meritait que la 
publication de ce recueil fftt aussi un hommage. 

Roger Martin 
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INTRODUCTION 

I1 est peu d'histoires aussi traversees que celle de la 
theorie des ensembles. Apres un depart difficile, dans une 

mefiance justifiee par l'echec des speculations anterieUTP" 

sur l'infini actuel (1), a peine la construction termin�e 
re�oit-elle la consecration du monde mathematique, que 
la decouverte des antinomies vient en secouer les bases 
d'un ebranlement qui menace de s'etendre a l'analyse, 
contre lequel aucun remede ne s'est jusqu'ici revele effi­
cace. En 1925, VON NEUMANN concluait un nouvel essai 
d'axiomatisation par la mise en evidence du caractere irre­
ductiblement non categorique (2) de tout systeme d'axio­
mes qui voudrait sauvegarder l'essentiel de la theorie : 
« nous ne pouvons faire autre chose que constater qu'ici 
reside une nouvelle objection contre la theorie des en­
sembles et que pour !'instant aucun moyen de rehabili­
tation n'est en vue » (8). Aussi bien ces entreprises ont-ellP<: 
eu pour resultat de provoquer une juxtaposition de theorieo: 
plus ou moins differentes de l'ceuvre cantorienne primitive: 

(1) Par exemple la Glomltrie de l'Infini par FONTENELLE, tissu de rai­
sonnements incorrects. 

(2) C'est-a-dire que le systllme d'axiomes consid&e comme definition 
implicite ne determine pas de f�on univoque son objet. Nous renvoyons pour 
cette notion a J. CAVAlLLEs, Mlthode axiomatique et formalisme. Paris, Her­
mann, 1937• ch. II. 

(3) VoN NEUMANN, Eine Axiomatisierung der Mengenlehre. ]ourn. f. 
Math., t. 154, p. 240. 
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ii n'y aurait plus une theorie des ensembles, mais celle de 
ZERMELO-FRAENKEI., celle de VON NEUMANN, celle de 
BROUWER. Or, les utilisations, au moins dans les mathCma­
tiques classiques, exigent !'unite. Ici appara.lt un �utre fait 
qui n'est pas le moindre paradoxe de cette histoire, les re­
cours toujours plus nombreux a une theorie contestee dans 
les mathematiques incontestables. Des 1873, dans une lettre 

a DUBOIS-REYMOND, WEIERSTRASS se servait de la denom­
brabilite des nombres algebriques, - que CANTOR venait de 
demontrer, - pour etendre un theoreme sur les fonctions de 
variables reelles (1). A partir de 1884 avec les memoires de 
POINCARE sur la structure du domaine d'existence des fonc­
tions automorphes, de MITTAG-LEFFLER sur la possibilite de 
construction de fonctions avec des singularites donnees, se 
developpent une serie d'applications toujours plus impor­
tantes en analyse (1). Contrairement a I'attente de CANTOR, 
toume vers les fonctions analytiques, c'est surtout a l'etude 
des fonctions de variables reelles que la theorie fait faire les 
progres les plus considerables. Les travaux de BAIRE, BoREL, 
LEBESGUE donnent des modes nouveaux d'engendrement ou 
de mise en correspondance dans I' espace cartesien et trans­
forment la thoorie de !'integration. La crise theorique declen­
chee en 1905 ne fait qu'embarrasser de restrictions et de 
scrupules les raisonnements sans arreter leur puissance in­
teme d'expansion. Aujourd'hui restrictions et scrupules 
passent au second plan quoique le probleme du fondement 
semble moins pres que jamais d'une solution, et trois disci­
plines manifestent une dependance directe et essentielle par 
rapport a la theorie des ensembles : !'analyse fonctionnelle 
ou topologie generale fondee en 1909 par FR:EcHET, qui elle-

(1) Lettre du 15 decembre 1874, Acta Mathematica, t. 39 (1924), p. 2o6. 
(2) Cf. A. DENJOY, Introduction a la tMorie des fonctions de variables 

rt!elles. Paris, Hermann, 1937, p. 12 : • La plus grande revolution que la 
matMmatique ait connue depuis l'invention du calcul differentiel et integral 
venait de s'ouvrir. • 
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meme trouve chaque jour de nouveaux champs d'applica­
tion, la theorie de la mesure et de ! 'integration developpee 
par BOREL, LEBESGUE et DENJOY, enfin la topologie com­
binatoire. Sans doute ne s'agit-il que d'utilisations chaque 
fois nettement delimitables, et certains mathematiciens 
ont-ils meme soin de separer les resultats obtenus a !'aide 
des parties les plus contestees de la theorie, par exemple 
les differents enonces plus OU moins forts de l 'axiome de 
choix. Mais, une methode n'est pas chose isolable arbitrai­
rement pour les besoins d'un probleme. L'exigence meme 
de securite oblige a la depouiller de son vetement accidentel, 
pris dans un cas particulier, a preciser les conditions neces­
saires et suffisantes de son application. Si elle reussit avec 

certains ensembles, ce ne peut etre qu'en vertu de proprietes 
definissables en eux : il n'y aura mathematique rigoureuse 
que lorsqu'on aura, par !'investigation meme des procedes, 

defini le champ d'objets auxquels ils conviennent. D'autre 
part, ces procedes s'enchainent dans un complexe organi­
que: c'est un etat d'esprit qui constitue la base secrete d'ou 
ils jaillissent avec une apparente imprevisihilite, a quoi il 
faut revenir si l'on veut vraiment comprendre et non plus 
exposer mais continuer. Parente profonde qui unit - sans 
qu'ils en aient meme pleine conscience, comme une entente 
implicite - les chercheurs d'une meme discipline au moins 
dans une periode donnee, vis a tergo, elan objectif de la re­
cherche elle-meme. Cette double unite, justification, pour 
une theorie, de son existence mathematique, la theorie des 
ensembles la- possede-t-elle ? Rechercher la premiere est 
travail technique : on a vu a quelles difficultes il se heurte. 
Mais peut-etre, ne fut-ce que pour evaluer ses chances d'a­
boutir, est-il possible d'essayer de deceler la seconde Ia ou 
elle existe, sous les juxtapositions, peut-etre factices, d'une 
construction arbitraire. C'est ici que l'histoire intervient. 

L'histoire mathematique semble, de toutes les histoires. 
la moins liee ace dont elle est vehicule ; s'il ya lien, c'est 
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a parte post, servant uniquement pour la curiosite, non pour 
l'mtelligence du resultat : l'apres explique l'avant. Le ma­
thematicien n'a pas besoin de connaitre le passe, parce que 
c' est sa vocation de le refuser : dans la mesure ou ii ne se plie 
pas a ce qui semble aller de soi par le fait qu'il est, dans la 
mesure oil il rejette autorite de tradition, meconnalt un 
climat intellectuel, dans cette mesure seule il ec;t mathema­
ticien, c'est-a-dire revelateur de necessites. Cependant avec 
quels moyens opere-t-il ? L'reuvre negatrice d'histoire s'ac­
complit dans l'histoire. Double liaison : avec les problemes 
poses et etudies dans un temps - choix de la rebellion -. 
avec les methodes deja existantes, matiere ou forger le nou­
vel instrument. Dans les deux cas, l'arbitraire individuel ou 
le style d'un milieu ne suffisent pas a expliquer : meme si 
l'on concevait les mathematiques comme systeme en soi, 
les sinuosites du processus de revelation seraient en relation 
avec la structure des parties revelees. Autremen+ dit, ii y a  
une objectivite, fondee mathematiquement, du devenir 
mathematique; c'est !'exigence d'un probleme qui oblige 
a depouiller une methode d'accidents qu'aucune reflexion 
n'apercevait inuti1es, c'est la vigueur interne d'une me­
thode qui depasse son champ primitif d'application et pose 
de nouveaux problemes. Connexion du systeme mathema­
tique d'un temps, pour lequel la reciprocite d'actions ex­
clut aussi bien les lacunes interieures, que !'imagination 
d'un vide exterieur ou se situerait la fixite d'un modele. 

Dans cette indetermination, le depart est difficile a faire 
entre enchainements psychologiques ou sociaux et necessite 
mathematique - on le voit a propos de ces decouvertes si­
multanees, explicables a la fois par la presence de l'instm­
ment ou l'acuite d'une question, et parce que !'attention y 
etait socialement portee. Les elements indubitablement 
objectifs sont ces nreuds que constituent les theories : ici 
dans l'enchevetrement entre notions et methodes dispa­
raissent les liens de causalite au profit des relations d'in-
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telligibilite. Processus dont I' expose systematique-axioma­
tisation par exemple - est manifestation mais non indis­
pensable. II est possible d'apercevoir !'unite interne dans 
!'intuition centrale d'ou procedent les enchainements, de la 
deceler aussi methodiquement par la seule description du 
phenomene. Suivre la genese des notions, preciser surtout 
leurs liens effectifs avec les problemes et isoler les procedes 
generaux dont le geste interieur rapproche le plus de !'in­
tuition centrale impossible a decrire, tel est le travail - a 
la fois soumis a l'histoire et critique de celle-ci au nom de 
ses resultats - qui a quelque chance d'aboutir a un resul­
tat objectif. Devant cet effort pour situer au sein du sys­
teme mathematique, en meme temps que caracteriser une 
structure autonome, devraient disparaitre les architectures 
factices, peut-etre meme aussi se deviner la sterilite de cer­
taines questions. C'est un etonnement toujours renouvele 
que les inflexions inattendues du devenir mathematique, 
son ironique abandon des voies qu'un essai de prevision 
systematique ouvrait devant lni. A ce probleme d'une ex­
plication de l'inegale fecondite des methodes, une etude cri­
tique suffisamment ample de theories voisines pourrait 
peut-etre apporter quelque lumiere. Mais il ne s'agit ici que 
d'une application limitee du procede a la question speciale 
posee a propos de la theorie des ensembles : apparition 
necessaire ou, et dans quelle mesure, fantaisie lristorique, 
structure autonome ou pluralite enrobee dans un systeme 
contingent. 





CHAPITRE I 

PREHISTOIRE NOMBRES IRRATIONNELS 

SERIES TRIGONOMETRIQUES 

Le x1xe siecle mathematique s'ouvre par une crise de l'in­
fini : aux premieres objections contre infiniment grand et 
infiniment petit, le xvme avait fait succeder une confiance 
aveugle, pour le passage a la limite, par exemple, et l'em­
ploi des series. En 1826, ABEL pouvait se plaindre encore 
qu'on raisonne sur des series divergentes : « elles sont quel­
que chose de bien fatal et c'est une honte qu'on ose y fonder 
aucune demonstration ... Ce sont elles qui ont fait tant de 
malheurs et cause tant de paradoxes (1) ». Des malheurs et 
des paradoxes la methode d'exhaustion avait SU se garder 
tant que reservee a la geometrie, garantie contre les absur­
dites par !'intuition sensible. La revolution cartesienne, en 
assurant un parallelisme complet entre nombres et etendue, 
en inaugurant l'etude des variations de fonctions, incorpo­
rait le continua l'algebre: celle-ci, devenue autonome, de­
vait definir par ses propres moyens les objets employes, 
preciser, etendre elle-meme les modes d'emploi. D'ou deux 
sortes de problemes : donner un fondement purement ana-

( 1) ABEL, U nteysuchungen uber die Reihe 1 + !!! x + m · ( m - 1) ,,a + ... 
I I.2 

Journal de Crelle, t. 1 (1826), p. 311. 
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lytique aux notions et proprietes assurees jusque-Ia seule­
ment par !'evidence de leur correlat geometrique; develop­
per les unes et les autres hors des limites arbitraires impo­
sees par l'intuition. Etablissement rigoureux de la theorie 
des fonctions continues, extension des operations analyti­
ques, double travail du x1xe siecle qui exigeait, pour rem­
placer !'intuition defaillante, la creation des notions essen­
tielles de la theorie des ensembles. 

En 1799, BoLZANO examine (1) les differentes demons­
trations du theoreme que « toute fonction algebrique ration­
nelle d'une variable peut etre decomposee en facteurs reels 
du rer ou du 2e degre »; aucun raisonnement employe n'e­
chappe a l 'alternative : cercle vicieux, recours a l 'intuition 
geometrique. Ainsi ce postulat pose au prealable (et d'ou le 
theoreme se deduit aisement) « qu'une ligne continue a 
courbure simple dont les coordonnees sont d'abord posi­
tives puis negatives doit rencontrer l'axe des abscisses au 
moins en un point situe entre ces ordonnees ». Rien ne man­
que a son evidence sensible ; si on veut rester dans l 'ana­
lyse, i1 faut traduire - toute fonction continue de x qui 
dans un intervalle prend des valeurs positives et negatives 
doit au moins une fois s'annuler - et« chercher un fonde­
ment objectif ». La definition de la continuite est la defini­
tion moderne. BoLZANO utilise un lemme important aussi 
bien par son enonce que par son mode de demonstration. 
Soit un caractere M que possedent une partie des nom­
bres (2) de l ' intervalle (o .. . r) ; en particulier tous les 
nombres inferieurs a u. On peut determiner dans (o . . .  r) 
un nombre U qui soit le plus grand· des nombres tels que 

( 1 )  BOLZANO (I), p. 4-14. Les numeros renvoient a la bibliographie metho­
dique. 

(2) Nous employons des maintenant le mot nombre pour designer un ele­
ment quelconque de l'intervalle arithmetique (0 . . . 1) . Pour BoLZANo et ses 
contemporains, c'etait encore le mot• valeur • ou «grandeur• qui s'imposait, 
tant etait encore geometrique la notion de continu. 



THEORIE ABSTRAITE DES ENSEMBLES 33 
u. Soit, en effet, u + v un des nombres (existant par hypo­
these) qui ne possedent pas la propriete M ;  on examinera 

si tons les nombres entre u et u + � possedent M ; en cas 2 
de reponse negative, si tons entre u et u + �, etc. Deux 22 
eventualites: OU On arrive a une reponse affirmative pour 

u + ;m 
'
OU l'on a toujours des reponses negatives. Dans le 

2e cas U = u;  dans le rer cas, on recommence le meme rai­
sonnement pour l'intervalle : (' v v v ) 

u+ 2"' • • •  u+ 2m + 2m+n 

S'il est possible de poursuivre ainsi indefmiment dans des 
intervalles emboites, le nombre U sera defi.ni comme la 
limite de la suite convergente. 

v v v 
u u + - u+ - + --, 2'" ' 

2"' 2m + n ' • • • 

dans le cas contraire, il coincide avec un des termes de la 
suite. 

CANTOR (1) donne une analyse generale de ce procede 
pour etudier une propriete distribu tive, c'est-a-dire telle que 
si elle appartient aux elements d'un intervalle (ou a un en­
semble contenu dans cet intervalle), elle appartient a ceux 
d'au moins une portion de cet intervalle divise en un nom­
bre fi.ni de portions. Cette polychotomie fi.nie qui se pour­
suit de proche en proche dans des intervalles emboites de 
plus en plus petits. est « une methode qui peut etre rempla­
cee di:fficilement par une autre; l'essentiel en est tres vieux, 
et, dans les temps modernes, utilise par LAGRANGE, LE­
GENDRE, DIRICHLET, CAUCHY )) (2) . On verra l'usage qu'en 

(I) CANTOR (XV), p. 212. La pagination est, de meme que pour les memoires 
de DEDEKIND, emprunt� aux recueils CANTOR (XXVIII) et DEDEKIND (V), 

(2) Ibid. 

3 
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feront non seulement CANTOR lui-meme, mais PEANO et, en 
particulier, BOREL et LEBESGUE pour la demonstration de 
leur lemme. Si BoLZANO n'est pas ici novateur, du moins 
!'application est-elle originale : les nombres de l'intervalle 
sont des elements d'ensemble pour lesquels on ne suppose 
rien sinon qu'ils sont ordonnes et qu'on peut decider s'ils 
possedent ou non la propriete M. 

Le theoreme principal peut etre alors etabli : soit a un 
nombre rendant la fonction I (x) negative ; puisque I (x) est 
continue, ii existe un nombre 'IJ tel que : 

pour e < 'IJ I (a+ a:) < o 

(caractere M du lemme pour les nombres s); soit U le 
nombre du lemme : on ne peut avoir ni 

I (a+ U) <O 
puisqu'en vertu de la continuite f (x + U + s) serait encore 
negatif pour e assez petit, contrairement a la definition 
de U, ni 

I (a+ U) >o 

pour les memes raisons rela.tivement a I (a+ u - c) . Done 

I (a+ U) = o. 
Mais une rigueur complete n'est toutefois pas atteinte : 

il faut admettre que la suite convergente : 

donne !'existence de U. BoLZANO croit le demontrer en 
prouvant que, la suite etant donnee, on peut calculer sa li­
mite avec une approximation arbitraire, comme si la suite 
des approximations n'etait pas a son tour une suite conver­
gente. lei encore subsistent done irreductiblement cercle 
vicieux ou recours a !'intuition : seule la definition com­
plete du nombre reel permet de les eviter. 
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• • • 

II est assez remarquable qu'en 1876 LIPSCHITZ - qui de­
vait d'ailleurs adopter en 1877 une definition voisine pour 
son traite d'analyse, le « premier rigoureux » au dire de 
PASCH (1 ) - refuse encore toute originalite a la theorie de 
DEDEKIND dans Stetigkeit und irrationalen Zahlen : « je ne 
nie pas la rectitude de votre definition, mais j'estime qu'elle 
ne se distingue que dans la forme de I' expression, et non 
pour le fond, de celle que les anciens ont posee ... Aussi 
souhaiterais-je que vous laissiez !'affirmation que des pro­
positions comme ,/2.v3 = v6 n'ont jusqu'ici pas ete de­
montrees. Je crois, en effet, qu'en particulier les lecteurs 
franc;:ais seront convaincus avec moi que le ... [Vej livre 
d'EucLIDE contient les principes necessaires et suffisants 
pour la demonstration de ce tMoreme » (2). Si grande etait 
la difficulte de distinguer a ce degre de generalite entre evi­
dence d'un acte et demonstration d'une possibilite dans un 
domaine abstrait. « EUCLIDE, repond DEDEKIND, peut ap­
pliquer sa definition de l'egalite des rapports a toutes les 
grandeurs ... dont I' existence est admise pour de bonnes rai­
sons. Mais pour fonder l'arithmetique sur la notion de rap­
port de grandeurs (ce qui n'a jamais ete le but d'EUCLIDE) 
elle ne suffit absolument pas (3). » En realite, le processus 
d'abstraction necessaire s� heurtait a la representation tra­
ditionnelle des deux actes generateurs des objets mathema­
tiques : compter et mesurer. ILLIGENS reprochait en 1889 
dans les M athematische Annalen (' ) a la definition de CAN­
TOR de ne concemer que des signes abstraits qui, n' etant ni 
multiplicites ni grandeurs, n'avaient rien de comparable 

(I )  PASCH (T), p. I. 
(2) C°"espondance Lipschitz Detlekintl in DEDEKIND (V). t. III, p. 469. 

' (3) Ibid., p. 477· 
(4) ILLIGENS (I). 
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aux nombres veritables. Pourtant, !'introduction des nom­
bres complexes avait deja necessite !'abandon du« concept 
obscur de grandeur ». De HAMILTON a GRASSMANN le calcul 
symbolique rendait familieres ces definitions, par leurs pro­
prietes formelles, d'operations effectuables sur un materieJ 
abstrait quelconque. Le recours a la notion d'ensemble est 
inevitable : c'est d'elle que doit partir une mathematique 
qui ne veut plus reconnaitre l'absolu d'un acte. La quasi 
simultaneite des differentes definitions du continu nume­
rique entre 1870 et 1880 est, a cet egard, suffisamment ins­
tructive. 

Les trois methodes de DEDEKIND-TANNERY (1 ) , de WEIER­

STRASS et de HEINE-CANTOR ne se distinguent guere que 
par la presentation : DEDEKIND procede de fac;on plus 
descriptive en caracterisant par ses proprietes !'ensemble 
des nombres reels, WEIERSTRASS analyse la notion de nom­
bre pour y trouver motif et possibilite de !'extension cher­
chee, enfin HEINE et CANTOR se preoccupent davantage des 
procedes de calcul. Dans tous les cas on « prend comme 
seule base, sur laquelle on doit s'etre mis d'accord, l'arith­
metique des nombreS rationnels. » (8 ) 

La notion fondamentale pour DEDEKIND est celle d'inex­
tensibilite ; les nombres rationnels constituent un corps 
(systeme invariant par rapport aux 4 operations) soumis a 
un ordre que caracterisent trois proprietes : 1° la definition 
habituelle de l'ordre (relation existant entre 2 elements 
quelconques, asymetrique, non reflechie, transitive); 2° entre 
deux elements quelconques l'ordre en situe une infinite 
d'autres; 3° tout element separe le systeme en deux classes 
non vides telles que tout element de la premiere precede 
dans l'ordre tout element de la deuxieme (propriete distin-

(1)  Nous n'exposons pas la methode de Tannery parce qu'identique et -
quoique trouvee de fa�on independante - posterieure a celle de Dedekind. 

(2) L. de DEDEKIND a LIPSCHITZ, 1876, l. C,, p. 470. 
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guant l'ordre lineaire d'un ordre circulaire, ou plan) . L'en­
semble des nombres reels sera le corps maximum possedant 
ces trois proprietes : son inextensibilite s'appellera conti­
nuite. Pour l'obtenir il suffit d'exiger par rapport a l'ope.. 
ration impliquee dans la 3e propriete la meme fermeture 
que par rapport aux 4 operations arithmetiques : toute 
repartition en deux classes soumises aux conditions pre­
cCdentes (ou coupure) est determinee par un clement de 
) 'ensemble (demier element de la rre classe OU rer element 
de la 2e) : on voit qu'il est alors impossible d'ajouter un nou­
vel element {1 ) .  L'ensemble L des nombres rationnels n'est 
pas inextensible : la repartition 

x• < D <  (x + r)1 , 

D n'etant pas un earn�. est une coupure dont les deux 
classes n'ont ni premier ni dernier element. Considerons 
!'ensemble A des coupures de l'ensemble L ;  on peut y eta­
blir un ordre : une coupure en precede une autre si la 
rre classe de la 2e contient des elements de la 2e classe de 
la rre. On demontre (• ) que cet ordre possede les trois pro­
prietes enoncees plus haut. De plus : tout element a de L 
possede un representant at dans A en vertu de la propriete 30 

de L (l' ordre est evidemment conserve) ; entre deux elements 
quelconques de A il y a une infinite d'elements at represen­
tants d'elements de L (si, en effet, dans L, deux classes cor­
respondant a deux coupures different par plus d'un element, 
elles different par une infinite d'elements en vertu de la 
propriete 2°) . Enfin apparait pour A une 4e propriete : toute 

( 1 )  En effet son insertion dans l'ordre deja etabli provoquerait une cou­
pure dans le sys�me primitif : il coinciderait done, en vertu de la propriete 20, 
avec l'element determinant la coupure. 

(2) La propriete 10 est evidemment presente ; entre 2 coupures de L il y 
a une infinite de coupures, celles que determinent les elements de L ; enfi.n 
une coupure de L repartit bien les autres en deux classes, celles qui la prece­
dent et celles qui la suivent ; chacune des classes comportant evidemment 
des elements (les 

.
coupures determinees par les elements de L en particulier). 
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coupure II est determinee de fac;on univoque par un element 
et Un Seul (premier element de la classe 111 OU dernier element 
de la classe 111 ) .  En effet, la coupure n defi.nit une coupure P 
dans L (les deux classes sont formeec:; respectivement des ele­
ments dont les representants sont dans n1 et 111 ) done un 
element D de A : II ne peut etre que le rer element de 01 
ou le dernier de n1 , sans quoi il serait precede dans Oz ,  ou 
suivi dans n1 d'elements representants d'elements de L, ce 
qui est impossible. L' ensemble A est un corps si on definit 
les 4 operations arithmetiques a partir des memes opera­
tions effectuees sur les nombres rationnels des classes cor­
respondant aux coupures (la somme de deux coupures est la 
coupure dont la 1re dasse est formee de tons les nombres 
rationnels inferieurs a la somme de deux nombres quelcon­
ques appartenant respectivement aux premieres classes 
des deux sommants) . Une suite convergente determine 
bien ici un nombre fixe qui differe aussi peu qu'on veut du 
terme general de u,. de la suite pour n assez grand : la repar­
tition des nombres de A en dasse de ceux pour lesquels, 
quel que soit N, on peut trouver un n > N tel que u,. les de­
passe, et classe des autres, constitue une coupure ; le nombre 
separatif est la limite cherchee. 

Le passage du systeme L au systeme A est produit par la 
« puissance creatrice » (1 ) de notre esprit : autrement dit, 
d'une part les elements de A possedent une existence aussi 
authentique (et de meme ordre) que les nombres rationnels, 
d'autre part ils s'en distinguent justementpar l'etape du pro­
cessus createur qui fait passer du nombre a la coupure (si 
elle est determinee par un nombre rationnel) puis de la 
coupure au nombre (reel) . Le modele - et sans doute l'idee 
premiere - desemblables creations se trouve dans les ideaux 
de KUMMER dont !'introduction , « conduite avec assez de 
rigueur, doit etre consideree comme absolument legi-

(1) Dedekind I. a Weber, 24 janvier 1888, in DEDEKIND (V) , t. III, p. 489. 
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time » (1 ) . C'est en acte la methode axiomatique dans une 
de ses premieres utilisations : « une infaillible methode 
pour !'analyse [de toutes les suppositions explicites ou 
tacites] . . .  est de remplacer toutes les expressions nouvelles 
par des mots arbitraires depourvus de sens, !'edifice doit, 
s'il est bien construit, ne pas en etre ebrante, et j'affirme 
que par exemple ma theorie des nombres reels soutient 
l'epreuve. » (2) 

Au contraire, WEIERSTRASS (3 ) se place au point de vue 
genetique : « Le nombre, dans le cas le plus simple, est la 
representation synthetique de l'adjonction de !'unite a !'u­
nite. » De toute fac;on, il se rapporte- a. une multiplicite : 
« un nombre complexe est la representation synthetique de 
groupes differents d'eiements homogenes entre eux. » (' ) 
Ainsi le nombre resulte, de toutes fac;ons, d'un processus 
d'abstraction applique a une collectivite : il y faut distin­
guer les elements qui peuvent appartenir a des especes dif­
ferentes et leur agregat (ANZAHL) fini ou in:fini (5) .  Opera­
tions et relations quoique specialisees pour chaque espece, 
sont soumises a des principes generaux, oil l'on pent trou­
ver a peu pres exactement les definitions correspondantes 
formulees plus tard par CANTOR pour la theorie des ensem­
bles. La somme de 2 nombres est l'agregat forme de la reu­
nion de leUrS elements, le produit de IX par �

' 
J'agregat Ob­

tenU en remplac;ant chaque element de � par un agregat 
equivalent a IX. On peut, dans un nombre, changer les ele­
ments fondameritaux, sans changer le nombre : ainsi deux 
nombres sont egaux si, par un changement convenable, on 

( I )  Ibid. , p. 490. 
(2) DEDEKIND 1. a LIPSCHITZ, 27 juillet I876, ibid.,  p. 479. 
(3) La theorie de WEIERSTRASS a ete exposee en I872 dans KOSSAK (I) . 
(4) I bid., p. 16. 
(5) Lorsqu'un nombre est represente par un agregat fini, avec comme ele. 

ments des nombres rationnels, par exemple, il coincide avec la somme de ses 
elements. 
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peut les amener a constituer un agregat identique des 
memes elements. Mais ii y a une definition plus generale de 
l 'egalite s 'appliquant aussi aux agregats infinis :

·
deux nom­

brc::s sont egaux si tout nombre forme d'un agregat fini d'e­
lrments de l'un d'eux est partie integrante de l'autre. Un 
nombre a denotant un agregat infini est fini s'il existe un 
nombre b forme d'un agregat fini tel que tout nombre forme 
d'clCments de a (en agregat fini) est contenu dans Jui, la re­
ciproque etant impossible (ce qui donne, d'apres Jes defini­
tionf,: preccdentes, a < b) .  Tel est le nombre irrationnel agre­
gat in?ni d'clcments qui sont des nombres rationnels (que 
l'on suppose deja definis) . KossAK qui rapporte cette defi­
nition, presse d'arriver a la theorie des nombres complexes 
( agregats a vec diff erentes especes cl' elements) , ne precise pas 
<la vantage. En 1883, CANTOR (1 ) la reprend - d'apres « les 
lec;:ons de WEIERSTRASS sur les fonctions analytiques » (2) -
comme introduction a la sienne qu'il reexpose de fac;:on 
plus systematique. « Le moment generateur qui lie l'agregat 
avec le nombre defini par Jui reside dans la sommation » 
(des elements de l 'agregat) . Cependant cette sommation 
n'est jamais que finie ; il y aurait la meme cc faute logique » 
a definir le nombre irrationnel comme somme infinie que 
comme limite de nombre rationnel puisque << la definition 
de la somme infinie n 'est obtenue que par identification 
avec le nombre irrationnel auparavant defini '' (3 ) .  L'incon­
venient que le meme nombre peut etre represente prir une 
infinite d'agregats s'evite aisement : il suffit de specialiser le 
mode de constitution des agregats, d'utiliser seulement, par 
exemple, comme elements les fractions decimales ou Jes 
fractions continues. Mais il y a une autre difficulte : la 
sommation finie des elements d'un agregat (necessaire, par 
exemple, pour la comparaison avec un autre nombre) doit 

( 1 )  CANTOR (XV) . p. 190. 
(2) I bid . ,  p. 183. 
(3) P. 184-185 .  
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s'effectuer dans un ordre determine si l'agregat est consti­
tue par les termes d'une serie non absolument convergente. 
Or la definition de WEIERSTRASS ne peut faire intervenir 
aucun ordre entre les elements. 

Aussi vaut-il mieux substituer a la notion d'agregat celle 
de suite fondamentale introduite simultanement, en 1871, 
par CANTOR (1) et HEINE. Avec toujours comme base !'en­
semble des nombres rationnels, on considere I' ensemble des 
suites convergentes formees de ces nombres. Ce sera ]'en­
semble des nombres irrationnels d'ordre 1 .  On voit que tout 
nombre rationnel a y a un representant : la suite (a, a . . .  ) .  
L'ordre et les quatre operations sont aises a definir : deux 
elements sont egaux si la difference a,. - a',. des termes de 

meme rang des suites fondamentales tend vers o avec 2. ; n 
un element en ·precede un autre si a,. - a',., a partir d'un cer-
tain rang, reste plus grand qu'un nombre positif rationnel : 
un de ces deux cas se presente forcement pour tout couple 
d'elements. La somme, la difference, le produit de deux ele­
ments ont une suite fondamentale composee respectivement 
des sommes, differences ou produits des termes de meme rang 
dans Jes suites. D'une fac;ongenerale toute relation algebrique 
<I> (« , (3, y, . . .  ) entre elements se traduit en relations alge­
briques F (a,., b,., c,. . . .  ) entre nombres rationnels. Si des ele­
ments «1 , « 1, • • •  «,. • • •  forment une suite convergente (•) , il 
est toujours possible de former avec les nombres rationnels 
de leurs suites respectives une seule suite fondamentale qui 
definit un nouvel element f3 appele limite de la suite «1 , « 1 • • •  : 
on voit que �-«,. peut etre, d'apres les definitions donnees, 
rendu aussi petit qu'on veut pQur n assez grand. Toutefois, 
si l'on considere !'aspect « conceptuel » des operations, la 

(I) CANTOR (V), p. 92-96 ; HEINE (II), p. 1 72. 
(2) Une suite d'elements °" est convergente si la difference «m + • - «m 

- qu'on a appris a definir - est plus petite qu'un nombre donne quelconque 
pour n assez grand. 
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suite convergente exi ,  exa ,  • • •  ex,. • • •  engendre en realite un ele­

ment d'un autre ordre : on superpose done au domaine des 
nombres irrationnels d'ordre I ,  un domaine d'ordre 2 forme 
des suites fondamentales d'elements d'ordre 1 ou d'ordre o 
(nombres rationnels), et ainsi de suite indefiniment, les do­
maines d'ordre ;;;::: I ayant la propriete de se recouvrir tous 
exactement (chaque element de l'un d'eux a un represen­
tant dans tous les autres) . CANTOR voit a sa definition l'a­
vantage qu'el1e decrit exactement le procede qui donne 
pratiquement les nombres irrationnels dont s'occupe !'ana­
lyse. Ainsi pour « decrire le contenu intellectuel de la propo-

sition sin � = 1 on peut �e donner � et ses puissances par 2 2 
Jes suites (1 ) : 

7t 
pour - : (ex,) 2 

( 7t )'"'+' 
pour -

2 
OU 

Enfin : sin � 
2 

( ( 7t )•"'+ ') : £ (- I}"' -'--2-'---
m=o 2 m + I  

c'est-a-dire sin � est defini grace a une suite fondamentale 2 
de 2e ordre et par cette proposition est exprimee l'egalite 

entre le nombre rationnel I et un nombre sin � donne par 2 
une suite fondamentale de 2e ordre. De fa'ton analogue, le 
contenu intellectuel de formules compliquees comme celles 
de la theorie des fonctions e se peut decrire avec precision 
et · une relative simplicite (1) . » 

Mais cette « distinction conceptuelle » entre le� differents 

( 1 )  CANTOR et HEINE representent une suite fondamentale de terme gene­
ral a,. par (a,.) . 

(2) CANTOR (XV), p. 189. 
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ordres de nombres irrationnels avait, dans le memoire de 
1871, un but precis. Definissons comme points rationnels 
sur un axe les points dont l'abscisse est donnee par un nom­
bre rationnel. Tout point de l'axe « s'il nous est connu par ( 
une construction quelconque » (1 ) , il est possible de donner 
une suite fondamentale (an) , telle que les points d'abscisse a,. 
se rapprochent indefiniment de lui. Inversement, ce sera un 
axiome « parce qu'il est dans sa nature de ne pouvoir etre 
demontre de fa�on generale » (•) - l'axiome de CANTOR -
qu'a tout nombre irrationnel correspond un point de la droite 
ayant ce nombre pour abscisse. Si l'on considere mainte­
nant !'ensemble A' des points limites d'un ensemble A (son 
rer derive, c'est-a-dire I' ensemble des points tels qu'il y ait, 
aussi pres d'eux qu'on veut, toujours des points de cet en­
semble) (8 ) , puis I' ensemble A" des points limites de A 1 

(2e derive) et ainsi de suite, I' ensemble A pourra etre carac­
terise par le nombre possible de ces operations successives 
de derivatfrn : on devra s'arreter a un ensemble A<v> s'il ne 
comporte qu'un nombre fini de points (done pas de point 
limite) . L'ensemble A. sera dit de ve espece. « Un exemple 
d'ensemble de ve espece est deja offert par un seul point, si 
son abscisse est donnee par un nombre irrationnel d'ordre v ,  

satisfaisant a des conditions faciles a poser. S i  l'on resoud, 
en effet, ce nombre en ses elements, les termes d'ordre v-r 
de la suite fondamentale correspondante, puis ceux-ci dans 
leurs elements constitutifs d'ordre v-2, etc . . . .  , on obtient 
enfin une infinite de nombres rationnels, !'ensemble des 
points correspondant est un ensemble de ve espece (' ) .  » 

Ainsi c'est bien la theorie des ensembles naissante qui 
dicte a CANTOR cette transformation de la definition de 

(I) CANTOR (V) ,  p. 96. 
(2) P. 97· 
(3) Pour la definition des points limites et de !'operation de derivation, 

voir ci-apres, p. 56 sq. 
(4) P. 98. 
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WEIERSTRASS. La notion de suite fonrlamentale a comme 

interet direct de donner le correlat analytique de !'opera­
tion de derivation. Celle-ci elle-meme se trouvait exigee a 
son tour par les recherches faites a la suite de RIEMANN et 
de HEINE sur l'unicite de la representation d'une fonction 
par une serie trigonometrique. 

• • • 

On sait !'importance centrale des travaux sur les series 
trigonometriques dans le developpement de !'analyse au 
xixe siecle : c'est grft.ce a eux que la notion generale de fonc­
tion a pu se degager, c'est a leur occasion que les principales 
extensions de !'integration ont ete effectuees de LEJEUNE­
DIRICHLET a RIEMANN et meme a LEBESGUE (1). D'ou la 
mise en jeu de la theorie des ensembles, a propos tant du but 
des recherches - theorie generate des fonctions, - que des 

moyens utilises - integrales de FouRIER. 
HANKEL fait dater les matbematiques modern�s « de 

!'instant ou DESCARTES, a partir du traitement purement 
algebrique des equations, s'avanc;a jusqu'a etudier les varia­
tions de grandeur que subit une expression algebrique lors­
qu'une grandeur designee en elle de fac;on generale, par­
court une suite continue de valeurs. » (1) C'est cependant 
LEIBNIZ qui introduisit le mot meme de fonction, et s'il 
semble en avoir eu une notion assez generale, comme celle 
de dependance entre deux grandeurs geometriques don­

nees, - « parametri seu rectre magnitudine constantes . . .  
cen�ntur . . .  indifferentiabiles, quemadmodum et ipsa recta 
tangens vel alire nonnullre functiones ab ea pendentes, v. g. 

(I )  Des la preface de la i re edit. de ses LlfO"S SUI' l'iflllpation (1907) , 
LEBESGUE signale comme une c tres importante application • de sa definition 
c l'etude du developpement trigonometrique des fonctions •. En effet, c pour 
qu'une fonction admette une serie de FOURIER, il faut et il suffi.t qu'elle soit 
sommable •.  LEBESGUE (II), p. 31 .  

(2 )  HANKEL (I ) ,  p. 45· 
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perpendiculares ad tangentiam ab axe ad curvam duc­
be» t1 )  ,- du moins les grandeurs elles-memes, puisqu'il s' agit 
de courbes connues, etaient-elles definies par des expressions 
analytiques simples, de sorte que JOHANN BERNOULLI pou­
vait se reclamer de lui pour sa definition, reprise ensuite 
textuellement par EULER et classique pour le xvrne siecle : 
« on appelle fonction d'une grandeur variable, une quantite 
composee de quelque maniere que ce soit de cette grandeur 
variable et de constantes » (• ) .  lei c'est la composition qui 
definit la fonction, non la dependance posee entre termes 
donnes extra-analytiquement. D'ou la limitation des fonc­
tions aux expressions analytiques connues : mais le deca­
lage avec la premiere definition exigeait un elargissement. 
Deja EULER distinguait (8 ) entre curvae continuae, celles dont 
le domaine coincide avec le domaine des expressions ana­
lytiques, et cun;ae discontinuae, seu mi�tae seu irregulares, 
les « courbes mecaniques » de DESCARTES donnees graphi­
quement, par exemple formees de morceaux bout a bout de 
courbes continues. Le procede meme semblait exclure une 
definition analytique quelconque (non plus seulement done 
limitee aux expressions connues) puisque, comme le note 
LEBESGUE, « on admettait que deux expressions analy­
tiques egales dans un intervalle sont egales partout )) (' ) . 
M�. a ce renoncement devant le mecanique, le mouvement 
spontane des mathematiques, en tant qu'expression - et 
solution - de tout probleme pose precisement obligeait de 
passer outre. 

En 1753, Daniel BERNOULLI et EULER etudient le mou­
vement des cordes vibrantes. 11 s'agit de donner a !'equa­
tion aux derivees partielles 

(1) Acla Enulil. Lips., 16g2. 
(2) Joh. BERNOULLI, <Jl>er• omni4, II, p. 241 (cite par HANKEL, ibitl.) . 
(3) Dpw.sc. mtltlt., t. I, p. 41,  cite par LJ£BBSGUB (II), p. 21 n. 
(4) LEBESGUE, ibitl. 
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�y - K• �y 
9t' -

9x' , 
la solution la plus generale satisfaisant a un certain nombre 
de conditions aux limites. En particulier, pour t = o, la fonc­
tion y = I  (x, t) doit representer la position initiale de la 
corde, or, remarque d'ALEMBERT, « la maniere ordinaire, 
pour ne pas dire l'unique, de faire sortir une corde de son 
etat de repos, c' est de la prendre par un de ses points et de 
la tendre en la tirant, ce qui lui donne la figure de deux 
lignes droites qui font un angle entre elles » (1 ) . 11 est done 
" contre les regles de ! 'analyse » de pretendre, comme fai­
sait EULER, qu'une serie trigonometrique pourrait fournir 
la solution. Cependant en 1807 FOURIER donnait un procede 
regulier pour construire cette serie ; si I' on pose : 

f (x) = � (ak cos k x + bk sin k x} 
K=o 

en multipliant les deux membres par sin kx ou cos k x et en 
integrant terme a terme de - n  a +  n, on obtient : 

- 'It  

- 'It  

I f" b�= -;- f (ix ) cos kix dix 

- 'It  

L'originalite de FouRIER, remarque SACHSE (• ) ,  n'est pas -
contrairement a ce que dit RIEMANN - dans le procede de 
calcul des coefficients, deja utilise par LAGRANGE et EuLER, 
aux travaux desquels d'ailleurs FOURIER renvoie lui-meme, 
mais d'avoir vu « qu'une serie trigonometrique, avec des 
coefficients ainsi determines, peut representer une fonction 
arbitraire quelconque )) ; la methode semblait tenement 
sure pour resoudre le probleme que pendant un demi-siecle 

( 1 )  LEBESGUE, ibid. 

(2) SACHSE (I), p. 47· 
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series trigonometriques et series de FOURIER furent iden­
tifiees, jusqu'a ce que HEINE, en 1870, s'avisa.t le premier de 
faire la distinction. D'ou la mise au premier plan, pendant 
presque toute cette periode, des etudes sur !'integration : 
non seulement le calcul des coefficients mais la convergence 
de la serie s'y trouvent subordonnes pour DIRICHLET. 
Quelles conditions, remplies par la fonction arbitraire, suf­
fisent pour qu'une certaine integration soit possible, tel est 
le probleme dont lui et ses disciples s'occupent. Que resulte­
t-il pour la marche d'une fonction de cette propriete d'etre 
representable par une serie trigonometrique quelconque -
et cette representation est-elle univoque, c'est la seconde 
question posee, de RIEMANN a CANTOR, et qui, attaquant de 
front la notion de fonction, devait mener directement a la 
theorie des ensembles. 

FouRIER lui-meme ne s'est pas preoccupe de demontrer 
la convergence de sa serie : ii lui su:ffi.t que l 'on puisse voir 
dans des cas particuliers que la serie converge effectivement 
vers la valeur de la fonction correspondante. La premiere 
demonstration due a CAUCHY repose sur une conflli'ion 
entre convergence et absolue convergence : la serie de Fou­
RIER converge parce que le rapport entre son terme general 

A sin n x 
et (A etant une constante) tend vers + 1 lorsque 

n 
n croit indefiniment. « Mais, objecte DIRICHLET en 1829 (1 ) ,  
i i  est facile de dormer I ' exemple de series, dont les termes 
ne sont pas tous positifs, telles que l'une soit convergente, 
l 'autre divergente quoique le rapport des termes correspon­
dants tende vers + 1 : 

� (- 1)" 
.. v'n et 

� (- 1)" [ I (- 1)" ] 
� . C  1 + . » 
.. v n  \In 

La methode de DIRICHLET consiste a mettre la Somme des 
n premiers termes de la sene de FOURIER sous la forme : 

(1)  LEJBUNJt-DJRJCBLET (I), P· 158. 
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. 2 n + 1
( ) + sm · at - x 

If  " 

2 -;- _ ,.  'P (at} • at - X 
2 sm --

2 

dat (1) 

(cp {at} etant la fonction arbitraire) . « Tout se reduit a deter­
miner la limite dont cette integrale approche quand n croit 
indefiniment ». Lorsque cp \at} est continue, monotone et finie, 
la limite est bien qi (x) . Mais la notion d'integrale telle que 
CAUCHY l'avait precisee permet d'aller plus loin : 

1° l'integrale d'une fonction dans un intervalle etant 1a 
somme des integrales etendues a un nombre fini d'inter­
valles partiels en lesqueis le premier est divise, on peut ac­
corder a 'P (x) un nombre fini de maxima et de minima ; 

20 Si 1x f (at) dat tend vers une limite determinee lorsque x 

tend ver!' b, point singulier pour f (point de discontinuite 
ou point ou f est infinie) , CAUCHY definit par cette limite 

l'integralelb
t (at} dat . En particulier si f(x} tend vers une 

limite determinee, f ( b- o) ou f (b + o) (notation de DIRICH­
LET) , pour x tendant vers b en croissant ou decroissant , 
c'est-a-dire si b est un point de discontinuite de lre espece 
(condition toujours realisee, ainsi que le remarque RIE­
MANN Jorsque f (x) n'a qu'un nombre fini de maxima et de 

minima) , les deux integrales r-· /(at) dat et (' /(at) dat J a J b + • 
auront des valeurs bien determinee5, l'integrale J' /(at) dat 

(avec a <  b < c) sera definie comme leur demi-somme. 
En utilisant done seulement les resultats deja connus. 

DIRICHLET pent affirmer que la serie (1) est convergente si 
'P (x) remplit les trois conditions : 

1° rester finie dans l'intervalle - n . . . + n ; 
20 n'avoir qu'un nombre fini de discontinuites (de 1re es­

pece) ; 
30 n'avoir qu'un nombre fini de maxima et de minima. 
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Pour que la serie represente effectivement qi (x) , RIEMANN 

remarque (1) _qu'il est necessaire d'ajouter une 4e condition : 
q> (x) est egale a la valeur moyenne de ses deux valeurs li­
mites qi (x + o) et qi (x - o) a� points de discontinuite : 
sans quoi il faut renoncer a la coincidence entre la serie et 
la fonction en ces points (•) .  En revanche, aucune des trois 
premieres conditions n'est irrb.luctible : « il nous repterait 
a considerer les cas ou les suppositions, que nous avons faites 
sur le nombre des solutions de continuite et sur celui des.va-' 
leurs maxima et minima, cessent d'avoir lieu. Ces cas sin-
guliers peuvent etre ramenes a ceux que nous venons de 
considerer . . .  Mais la chose, pour etre faite avec toute la 
clarte qu'on peut desirer, exige quelques details lies aux 
principes fondamentaux de !'analyse infinitesimale et qui 
seront exposes dans une autre note (1 ) .  » 

Cette promesse de revision des principes, c'est-a-dire 
d'une nouvelle theorie de !'integration, n'a pas ete tenue . 
La seule restriction levee fut en 1837 (' ) celle dont juste­
ment il n'etait pas question en 1829, !'obligation de rester 

finie pour qi (x) . Si.r: qi (cx) rlcx est une fonction finie et continue 

des variables x et y, (qi (cx) pouvant devenir infinie entre x et 
y) , quelles que soient les valeurs prises par x et y entre - x 
et x (c'est-a-dire si qi (  ex) est integrable au sens CAUCHY entre 
- .,;  et + .,;) , l'integrale (1) prise non entre - .,;  et ,; mais entre 
des valeurs arbitrairement proches encadrant la valeur ren­
dant qi (x) infinie, peut etre rendue aussi petite qu'on le veut. 
II suffit alors, suivant la remarque de LIPSCHITZ, s'il n'y a 
qu'un :nombre fini de points ou qi (x) est infinie, de les en­
tourer d intervalles arbitrairement petits : leur contribution 

(I) RIEMANN (I) . 
(2) Plus tard, ScHAPFLI (I) et Du B01s REYMOND (V) devaient revenir sur 

le caractere independant (par rapPort aux autres) !le cette nouvelle condition. 
(3) LEJEUNE-DIRICHLET (I) , p. 169. 
(.l) LlUEUNE-DIRICHLET (III) . 
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danS J'integrale (l) prise de - K a K est negligeable. La COn­
dition 1° se transforme done en : n'etre infi.nie qu'en un 
nombre fini de points. Pour l'affaiblissement . de la condi­
tion 2° DIRICHLET donne une indication des 1829 : « il est 
necessaire que la fonction cp (x) soit telle que, si l'on designe 
par a et b deux quantites quelconques comprises entre - K 
et K ,  on puisse toujours placer entre a et b d'autres quanti­
tes r et s assez rapprocbees pour que la fonction reste conti­
nue dans l'intervalle de T a s. On sentira facilement la neces­
site de cett.e restriction en considerant que les differents 
termes de la serie sont des integrales defi.nies et en remon­
tant a la notion fondamentale des integrales. On verra alors 
que l 'integrale d'une fonction ne s1gni:6.e quelque chose 
qu'autant que la fonction satisfait a la condition precedem­
ment enoncee. On aura1t un exemple d'une fonction qui ne 
remplit pas cette condition, si l'on supposait cp (x) egale a 
une constante determinee c lorsque la variable x obtient 
une valeur rationnelle, et egale a unc autre constante d 
lorsque cette variable est irrationnelle » (1 ) .  L'exemple ne 
suffit pas a eclaircir l' obscunte du passage : s'tl est evident 
qu'une fonction dont les discontinuites sont partout denses 
dans un intervalle n'est pas integrable (au sens CAUCHY ou 
RIEMANN) dans cet intervalle, la densite (la condition impo­
see revient a dire que I' ensemble des points de discontinuite 
est non dense entre - K et K} ne joue cependant pas de r61e 
dans !'integration telle qu'on l'envisageait alors. Le but etait 
d'enfermer les points de discontinuite dans des intervalles 
dont la contribution puisse etre negligee dans l'integrale 
totale. II semble qu'il y ait eu dans l'esprit de DIRICHLET 
interference entre deux considerations - que la theorie des 
ensembles devait distinguer : - celle de la mesure, qui devait 
mener a la notion de groupe integra!>le, introduite par 
Du Bors REYMOND ; celle de la repartition des points de 

( I )  LEJEUNE-DIRICHLET (I), p. 169. 
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discontinuite autour de points limites, notion d'ensemble 
reductible precisee par CANTOR. Mais pour utiliser la 1re, 
l'integrale de RIEMANN etait indispensable. Aussi dans son 
commentaire de ce passage LIPSCHITZ choisit-il la seconde, 
sans meme apercevoir, ainsi que le note Mo:NTEL (1 ) ,  qu'il 
transforme la condition de DIRICHLET. I:explication n'est 
d'atlleurs guere precise : en supposant que l 'ensemble des 
points de discontinuite ne comporte qu'un nombre fini de 
points limites, on peut enfermer ceux-ci dans un nombre fini 
d'intervalles de longueur arbitrairement petite ; dans les 
intervalles qui subsistent, la fonction n'a qu'un nombre fini 
de discontinuites ; pour les premiers intervalles les integrales 
correspondantes peuvent etre rendues aussi petites qu'on le 
veut : en effet « chacune de ces integrales est la somme d'une 
infinite d'integrales constituees de maniere que cette somme 
meme puisse etre rendue aussi petite qu'on le veut » (•) . On 
doit voir la, sans doute comme le propose LEBESGUE (• ) , 
l'application d'une definition : l'integrale d'une fonction /(x) 
entre deux points Jimites cc, � de ses points de discontinuite 
est : rp fP-YI 

., .. I (x) dx = }�, J .. +J(x) d 
"1 = 0 

lorsque cette limite existe, et ii n'y a d'integrale que si cette 
limite existe. 

Contrairement a !'opinion exprimee par RIEMANN (' ) ,  
LIPSCHITZ montre egalement (6) que la 3 e  condition peut 
etre supprimee si en tous les points oil la fonction oscille, 
l'oscillation 61 = I /(x + a) - /(x) I est telle que : 

( I )  LIPSCHITZ (I) , p. 284, n. 2. 
(2) Ibid., p. 284. 
(3) LEBESGUE (I) , P· ro. 

61 < k a .. 

(4) RIEMANN (I) , p. 224 : • Si la demiere supposition (que la fonction n'a 
pas une infinite de maxima et de minima) est abandonnee, Ies deux theo­
remes de DIRICHLET sont insu:flisants pour decider de la question. 1 

(5) LIPSCHITZ (I) , p. 285-295. 
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(k etant une constante, ex un nombre > o) , exigence encore 
trop forte puisque, comme le fait remarquer SACHSE (1) .  
LIPSCHITZ se sert seulement de celle-ci : 

lim w log 3 = o 
� -o 

- « hac in re sunt nervi demonstrationis nostra! (1 ) » -
adoptee ensuite par U. DINI. Ici encore interviennent des 
notions de la theorie des ensembles : 11 ou bien on peut in­
tercaler entre a et b des nombres r - 3 et r + 3 tels qu'il y 
ait un nombre :fini de maxima et minima dans (a, r - 3) et 
(r + a, b) , mais un nombre in:fini entre r - 3 et r + 3, 
quelque petite que soit la distance 2 3 de ces deux nombres ; 
ou bien quelles que soient les quantites r et s situees dans 
l 'intervalle (a, b) et a une distance :finie l'une de l'autre, on 
ne peut jamais trouver un nombre :fini de maxima et de mi­
nima dans l'intervalle (r, s) ; ou bien l'intervalle considere 
contient un nombre :fini d'intervalles non nuls dans lesquels 
l 'une ou l'autre hypothese est reaiisee (8 ) .  » Repartition en 
trois cas, qui , comme le note MoNTEL (' ) , ne joue d'ailleurs au­
cun role dans la demonstration. Mais elle eclaire la confu� 
sion precedente entre ensemble a 1 er derive :fini et ensemble 
non dense. Si, en effet, on rem place la definition du premier cas 
par celle de DIRICHLET : ensemble des maxima ou miruma 
non dense, et dans celle du troisieme cas le mot fini par 1< fini 
ou infini », la repartition est cette fois exhaustive. C 'est la con­
sideration precise du rapport entre points et intervalles les 
enfermant qui fait defaut a DIRICHLET et LIPSCHITZ : elle 
ne devait s'eclaircir, grace a la notion d'ensemble parfait 
non dense, par exemple, qu'apres les travaux de RIEMANN 

sur l'integration. 

( I )  SACHSE (I ) ,  p. 62. 
(2) LIPSCHITZ (I), p. 294, texte original de LIPSCHITZ ; les p. renvoient a 

la traduction MONTEL. 
(8) P. 286. 
(4) Ibid., p. 286, n. I .  
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La partie positive du memoire de RIEMANN commence, 

en effet, par une nouvelle definition de l'integrale, dont les 
proprietes permettent de demontrer a la fois un des lemmes 
fondamentaux, et directement, quelques-uns des princi­
paux resultats, comme le theoreme que lorsque la fonction 
est integrable dans ce nouveau sens, les coefficients de la 
serie trigonometrique correspondante deviennent infi.ni­
ment petits. RIEMANN transforme, ainsi que le note LE­
BESGUE (1 ) , le procede operatoire donne par CAUCHY pour 
calculer l'integrale d'une fonction continue en definition de 
l'integrale d'une fonction quelconque. Si la somme : 

S = Si I (x1 ) + a . / (xa ) + . . . + a. / (x.) 

(les a, representent des intervalles partiels en lesquels est 
divise l'intervalle d 'integration (a b) , les x, des points quel­
conques �. l'interieur des a,) tend vers une limite, quels que 
soient les intervalles a, « lorsqu'ils deviennent tous infi.ni­
ment petits, sa valeur s'appelle : 

lb I (x) d x. 

Si . . .  [la somme SJ . . .  n'a pas cette propriete J.b / (x) d« 
n'a aucune signification (2) . » D'ou une consequence qui 
montrera l'elargissement par rapport a CAUCHY : si on 
appelle m, !'oscillation de f (x} dans l'intervalle a, (c'est-a­
dire la difference entre la limite superieure et la limite infe­
rieure dans cet intervalle) , la condition necessaire et suffi.­
sante pour que S ait une limite, c'est-a-dire pour que / (x) 
soit integrable, lorsque / (x) reste fi.nie dans (a bj est que l'on 
puisse trouver une division de (a b) en intervalles a telle que 
les a, pour lesquels !'oscillation m1 correspondante est su­
perieure a un nombre quelconque donne a aient une lon­
gueur totale aussi petite qu'on veut. Ainsi se trouve preci-

( 1 )  LEBESGUE (I) ,  p. 24. 
(2) RIEMANN (I), p. 225. 
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see et etendue l'idee de DIRICHLET-LIPSCHITZ : non seule­
ment il suffi.t que les points de discontinuite d'une fonction 
integrable puissent etre enfermes dans un nombre :fini d'in­
tervalles de longueur totale arbitrairement petite, c'est-a­
dire forment ce que Du Bms REYMOND devait appeler un 
groupe integrable (ensemble evidemment non dense, mais 
en plus de mesure nulle, ce que n'avait pas distingue DI­
RICHLET, en tous cas plus general que ! 'ensemble, a rer de­
rive :fini, auquel s'etait borne LIPSCHITZ) , mais encore il 
n'est necessaire que de considerer !'importance des discon­
tinuites relativement aux intervalles ou elles apparaissent : 
si les points ou les sauts (1 ) sont inferieurs a une quantite 
donnee forment un groupe integrable, l'integrale existe. 
Ainsi la serie : 

.f (x) = � (n:) , 
n = I  n 

ou (n x) represente l'exces de n x sur l'entier le plus voisin 
(on pose ( n x) = 0 lorsque n x est a egale distance de deux en­
tiers) , convergente pour tout x, est discontinue pour toute 
valeur rationnelle de x qui, sous forme de fraction irreduc­
tible, a un denominateur pair ; les points de discontinuite 
sont partout denses. Mais, d'une part, les discontinuites 
sont de premiere espece, d'autre part le nombre des sauts 
superieurs a une grandeur donnee est fini. En realite, RIE­
MANN n'a pas directement besoin du groupe integrable : 
tout ce qui concerne son integrale (lorsque la fonction a in­
tegrer est :finie) se traite, comme le montre son travail, a 
I' aide de proprietes d'intervalles. Si la theorie des ensembles 
est ici latente, elle n'a pas trouve encore obligation d'ap­
paraitre. 

( 1 )  Le saut de f ( x) au point x est la limite vers laq uelle tend 
f (x + cJ - /  (X - Tj) 

iorsque c et Tj tendent vers o : f (x + o) - I (x - o ) .  



THEORIE ABSTRAITE DES ENSEMBLES 55 

A l'etude des conditions suffisantes - a laquelle s'etaient 
exclusivement consacres ses predecesseurs, - RIEMANN se 
propose de substituer celle des conditions necessaires pour 
la representabilite d'une fonction par une serie trigonome­
trique, « et parmi celles-ci ensuite de choisir les conditions 
suffisantes ». SACHSE observe que le probleme traite en fait 
est different (et ceci expliquerait-I'incorrection de la phrase 
puisque les conditions suffisar,ites comprennent evidemment 
toutes les conditions necessaires) : il s'agit des conditions 
necessaires pour qu'une fonction soit egale a une serie trigo­
nometrique partout ou celle-ci converge. Mais peut-on par­
ler encore de representation, s'il y a, par exemple, dans un 
intervalle une infinite de points ou la serie ne converge pas ? 
SACHSE propose de se restreindre a un nombre fini d'excep­
tions. Le resultat fondamental obtenu par RIEMANN est 
que les conditions qu'il trouve sont egalement suffisantes, 
et (( que, lorsque les coefficients de la serie deviennent infini-

ment petits [ e.vec � J ,  sa convergence pour une certaine va­

leur de x ne depend que du comportement de la fonction au 
voisinage immediat de cette valeur ». D 'ou la necessite, 
d'une part, d'analyser ce voisinage - de faire done interve­
nir implicitement la notion de point limite, - d'autre part, 
pour la representation d'une fonction donnee, de recher­
cher des condit.ions suffisantes. RIEMANN montre que si les 
trois conditions de DIRICHLET transformees (I.  la fonction ne 
doit pas etre infinie ; 2. elle doit etre integrable au sens RIE­
MANN ; 3. elle doit ne pas comporter une infinite de maxima 
et de minima) sont remplies, les conditions necessaires le 
sont egalement, les coefficients de la serie sont ceux de 
FOURIER et la serie converge en tous les points qui n'ont 
pas dans leur voisiuage une infinite de points de disconti­
nuite de la fonction. Reste l'hypothese que les coefficients 

ne deviennent pas infiniment petits avec 2- pour toute va-n 
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leur de x :  on a vu qu'elle ne peut pas se presenter lorsque 
/ (x) est integrable. Dans les autres cas, et si I (x) ne com­
porte pas une infinite de maxima et de minima, on peut 
appliquer, par un artifice immediat, les raisonnements pre­
cedents : la serie ne peut converger qu'en un nombre fini de 
points ; on ne peut guere parler de representation. 

Mais est-ce la propriete d'etre egale, la ou elle converge, 
a une fonction ne possedant qu'un nombre fini de maxima 
et de minima, qui oblige une serie trigonometrique dont les 
coefficients ne tendent pas vers o, a ne converger qu'en un 
nombre fini de points ? Plus generalement, que resu1te-t-il 
de cette propriete pour !'aspect meme de la serie ? D'autre 
part, y a-t-il une difference de portee entre les raisonne­
ments de RIEMANN pour I' etablissement des conditions ne­
cessaires - qui concernent un developpement trigonome.. 
trique quelconque - et les demonstrations des conditions 
suffisantes, qui font intervenir les proprietes des coefficients 
de FOURIER ? Double fac;on d'arriver au probleme de l'uni­
cite du developpement. Le procede meme de FOURIER ga­
rantit la reponse, sous reserve qu'on puisse integrer terme 
a terme, ce qu'admettaient FOURIER et CAUCHY. Avec la 
decouverte de la condition de convergence uniforme un 
nouvel examen s'impose. 

En 1822, CAUCHY enonc;-ait dans son Co11rs d' Analyse que 
I lorsque les di:fferentS termeS d'une serie SOnt des fonctiOnS 
d'une meme variable x, continues par rapport a cette va­
riable dans le voisinage d'une valeur particuliere pour la­
quelle la serie est convergente, la somme S de la serie est 
aussi, dans le voismage de cette valeur particuliere, fonc­
tion continue de x » (1 ) .  Theoreme dont, en 1826, ABEL mon­
trait « qu'il sou:ffre des exceptions » (1) , par exemple la se.. 
rie : 

(1 )  CAUCHY (I) ,  p. 132. 
(2) ABEL (I), p. 312 .  
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I ( ) 
. sin 2 ci> + sin 3 ci> 

q> = Sln q> - . . .  
2 3 

57 

discontinue pour toute valeur q> = (2 m 
+ I)n (m etant Un 

nombre entier) . En 1848, SEIDEL remarquait qu'il etait ega­
lement « en contradiction avec les travaux de DIRICHLET 
puisque la serie trigonometrique converge meme quand 
elle represente une fonction discontinue » (1 ) . D'une fac;on 
gen�rale, « un agregat de grandeurs continues ne pourrait 
jamais representer des grandeurs discontinues si on fait in­
tervenir la forme de l'infini ». En realite, <' si on a une serie 
convergente qui represente une fonction discontinue de x 
et dont les termes sont des fonctions continues de x, on doit, 
dans le voisinage de la valeur ou la fonction saute, trouver 
des valeurs de x pour lesquelles la serie converge arbitraire­
ment lentement ». Si la vitesse de convergence est, au con­
traire, egale pour tous les points d'un intervalle, c'est-a­
dire, si quel que soit x, on a : 

pour n >  N I Un + m  (x} - U,. (x} I < e 

(c etant un nombre arbitraire donne auquel on fait corres­
pondre l'entier N, m etant quelconque) , il y a  convergence 
uniforme (1) : WEIERSTRASS demontrait peu apres que 
c' etait Ja condition necessaire et suffisante pour qu' on puisse 
integrer terme a terme. En complement du theoreme de 
SEIDEL, Du BOIS REYMOND (8 ) etablissait que, meme aux 
points de continuite d'une fonction, la convergence de sa se­
rie peut n'etre pas uniforme : de sorte que, meme pour les 
fonctions continues, l 'unicite du developpement trigono­
metrique n'est pas garantie par le procede de FOURIER. 

( 1 )  SEIDEL (I), p. 382. 
(2) CAUCHY rectifia lui-m8me son erreur dans une note aux Comptes re11. 

dus, en 1853. • 11 est facile de voir comment on doit modifier l'enonce du 
theoreme pour qu'il n'y ait plus lieu a aucune exception • et il donne exacte­
ment la definition de la convergence 'uniforme (CAUCHY (II), p. 455) . 

(3) Du Bois REYMOND (X) . 
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HEINE (1 ) introduit la notion de convergence uniforme 
(( en general », c'est-a-dire a !'exception des voisinages im­
mediats d'un nombre fini de points de discontinuite. Une 
fonction finie, ne possedant pas une infinite de maxima et 
de minima et continue « en general » (c'est-a-dire sauf en un 
nombre fini de points) ne peut etre developpee que d'une 
fa�on en serie trigonometrique qui soit, en general, unifor­
mement convergente. Autrement dit, une serie trigonome­
trique en general uniformement convergente ne peut repre­
senter o que si tous ses coefficients sont nuls. HEINE le 
demontre en integrant deux fois terme a terme dans les 
intervalles (x,. . . .  x,.+ 1) , a l'interieur desquels ii y a  convergence 
uniforme, tandis qu'elle cesse pour les extremites : on 
obtient des fonctions lineaires F (x) = a,. x,. + b,.. 

Or! en vertu d'une des conditions necessaires etablies 
par RIEMANN, on doit avoir : 

lim F (x + cx) + F(x-cx) - 2 F (x) 
= 0 (z) « = O  2 cx  

II en resulte que tous les a,. et Jes b,. sont egaux entre eux, 
et par suite tous nuls (puisque pour x = o on a b0 = o) . La 
serie qui represente F (x) est done nulle partout : comme 
elle est egalement partout uniformement convergente, on 
peut Jui appliquer le procede de FOURIER, tous ses coeffi­
cients sont nuls. 

L'hypothese de la convergence uniforme n'est pas essen­
tielle au raisonnement si on utilise un autre resultat de RIE­
MANN, etabli avec la seule supposition que Jes coefficients 

I 
tendent vers o avec - .  

n 
CANTOR (2) commence par demontrer que c' est le cas pour 

toute serie trigonometrique convergente dans tout un in-

( I) HEINE (II) , p. 353· 
(2) CANTOR (I) et (III). 
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tervalle (a } 'exception de points isoles) repondant ainsi a la 
premiere question laissee en suspens par RIEMANN. Mais le 
theoreme n'est meme pas indispensable comme fit obser­
ver KRONECKER (1 ) en reprenant un artifice que RIEMANN 
avait d'ailleurs deja utilise. Une des conditions necessaires 
de RIEMANN est que, si on pose : 

F (x) = ba � _ I a.. sin x + 1b. cos n x 
(3) 

4 fl = I  n 
(serie obtenue par deux integrations consecutives terme a 
terme de la serie donnee I (x)) on a pour la derivee seconde 
generalisee de F (x) : 

lim F (x + 2«) + F (x -- 2x) - 2F (.x) = I (x) (4) « = a 4«2 
lei la limite doit etre o. Or SCHWARZ (1 ) demontre que lors­
que la derivee seconde generalisee d'une fonction est mtlle, 

· la fonction est lineaire : on retrouve done les conditions ou 
se pla�ait HEINE. S'tl n'y a pas de points d 'exception (points 
de discontinuite - c'est-a-dire ici points ou I (x) cesse 
d'etre = o - ou points de non convergence pour la serie) , 
on voit sans peine que !'equation {3) devient : 

K = I a.. sin n x + b,. cos n x 

,. = • n• 
le second membre est evidemment uniformement c-onver-

1 
gent lorsque les coefficients a. et b. tendent vers 0 avec n ,  
on peut done appliquer le procede FOURIER, et l'on trouve 
a,. = b,. = o quel que soit n. S'il y a  des exceptions, le raison­
nement de HErNE permet a CANTOR, gd.ce a la relation (2) , 
de jeter en quelque sorte un pont entre les interieurs de 
deux intervalles separes par 1 'une de ces exceptions : les deux 

( 1 )  CANTOR (III), p. 84. 
(2) SCHWARZ (I) . 
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fonctions lineaires correspondantes sont identiques. Done 
un intervalle ne comportant a son interieur qu'un nombre 
fi.ni de points exceptionnels correspondra a une seule fonc­
tion Jineaire : ce seront alors les points limites des points 
:exceptionnels qui separeront deux intervalles semblables, 
et qui seront surmontcs de la meme far;on gra.ce a la rela­
tion (2) : et ainsi de suite. « Une fonction discontinue I (x) 
qui pour toutes les valeurs de x, qui correspondent aux 
points d'un ensemble de .,,e espece donne dans I 'intervalle 
\O • • .  2 n) , est differente de o ou indeterminee, pour toutes 
les autres valeurs de x, est nulle, ne peut pas etre repre­
�entee par une serie trigonometrique l1 ) .  l) 
· Tel est l 'acte de naissance, au moins de la theorie canto­
penne des ensembles. On a vu comment s'y inscrit la defi­
nition du �ontinu numerique. Mais !'important n'est pas la : 
la notion d'ensemble, la distinction cntre les modes de re­
partition des points dans un intervalle avaient ete irnpo­
sees anterieurement par la theorie des fonctions. Aux envi­
:rons de 1870 les travaux se multiphent qui s'en servent : 
HANKEL, a propos des Fonctions infiniment sou�·ent oscil­
lantes et discontinues , enonce son principe de condensation 
des singularites et definit oscillation en un point et oscilla­
tion dans tm intervalle. Du Bms REYMOND pretend avoir, 
des cette epoque, utilise la distinct10n entre pantachies (en­
sembles partout denses} et apantachies (ensembles non 
<lenses} . II n'y a theorie des ensembles qu'a !'apparition, 
rton de notions, mais d'un mode de raisonnement original : 
tel est celui dont CANTOR faisait pour la premiere fois usage 
en generalisant le theoreme de HEINE ; de lui - que l'on 
retrouvera sous le nom d'iteration transfinie - depend une 
partie essentielle de l 'edifice. futur. 

(1) CANTOR M. P· IOI.  
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• • • 

Un autre theme intervient cependant avec les travaux de 
Du Bois REYMOND sur la croissance des fonctions. A pro­
pos de l'integrale de FOURIER : 

J�,. f(x) cos n (x - a) dx 

dans le cas oil n est une grandeur continue, il est amene a 
comparer les limites vers lesquelles tendent des expressions 
lorsque les variables y deviennent infinies de fa�.on inde­
pendante. Pour z = I (xy} ,  par exemple, il faudra distinguer 
les deux limites (1 ) : 

z1 = lim lim I (xy) et z1 = lim lim f (xy) 
x• y«> y• x� 

De meme pour les fai;:ons de tendre vers o. A pres un essai de 
traitement geometrique, il jette les bases d'un calcul infini­
taire permettant de comparer la croissance de deux fonc­
tions differentes. L'ordre entre elles sera etabli par les rela­
tions : 

/(x) -< 'P (x) si lim 
/tx) 

= o 
""" 'P (x) 

. 
l " 

l(x) 
t"t '  fini s1 im -(-) = une quan i e e ""' 'P x 

Ainsi pourrait se constituer un continu infinitaire, premier 
exemple d'ensemble, etudie matMmatiquement, dont les 
elements ne soient ni des points m des nombres (1 ) .  « Nous 
nous proposons de developper quelques vues generales . . .  
concernant la suite continue des fonctions ordonnees sui-

( 1 )  Du BOIS REYMOND (I) . 
(2) A peu pres a la m!me 6poque THOMAE 6tudi&t les ordres de dkrois­

sance de fonctions tendani: vers o. 
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vant les limites de leurs quotients et l'analogie de cette suite 
avec la strite des nombres reels ( 1) .  » Aux nombres positifs 
correspondent les fonctions devenant infinies, aux nombres 
negatifs les fonctiOJ}S devenant nulles, a 0 les fonctions res­
tant finies. 11 est possible de jalonner ce continu, comme au 
moyen d'entiers, avec ce que BoREL (1 ) devait appeler une 
« echelle de types croissants ''· 11 suffit de prendre une fonc­
tion croissante, l'exponentielle, par exemple, et son inverse 
la fonction logarithmique, et d'iterer indefiniment l'une et 
l 'autre : 

l x = log log - - - log x et � 
y 

Entre deux ordres infinitaires differents on peut toujours 
inserer une infinite d'ordres intermediaires, il suffit de mul­
tiplier la fonction d 'ordre inferieur par une suite de fonctions 
croissant encore moins vite ; par exemple XI' multiplie par 
lx, lx.t.x, . . . donnera des ordres tous inferieurs a celui de 
xl'+ 1• Mais ici s'arrete l 'analogie avec le continu numerique. 
Le mode de raisonnement original donnant ici un debut de 
theorie des ensembles, le procede de la diagonale, montre 
en effet, que d'abord l'axiome d'ARCHIMEDE n'est pas sa­
tisfait : etant donnee une suite infinie quelconque d'ordres 
infinitaires, il est toujours possible de construire une fonc­
tion d'ordre inferieur a tous les elements de la suite. Si l 'on 
prend une suite de courbes croissantes, en les coupant par 
des paralleles a oy, on voit que la courbe joignant !'intersec­
tion de la 1re courbe et de la 1re parallele avec celle de la 
2e courbe et de la 2e para11ele, etc . . . repond a la ques­
tion (fig. I) .  D'autre part (8 ) ,  etant donnees deux suites 

(1) Du Bois REYKOND (II), p. 338. 
(2) BoREL (I) , p. u4. 
(3) Du Bois REYMOND (VII) . 
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!J 

Fm. 1 .  

de fonctions balayant le meme intervalle infinitaire, il est 
impossible de representer la meme valeur de cet intervalle 

dans Jes deux suites. Soit, par exemple : 
I 

pour a et b < 2. les deux fonctions sont -< x 4 IC 
x" et (x log x)b 3 

pour a et b > -2 toutes deux >- x 4 IO 

cependant quels que soient a et b on ne peut jama1s avoir : 

X" N (x log x}b 

D'ou I' affirmation, assez confuse, par Du Bms REYMOND (1 ) 
que le continu fonctionnel est plus nche, de puissance plus 
elevee que le continu numerique, et une discussion encore 
plus obscure avec PRINGSHEIM (1) (qui pretendait le continu 
fonctionnel analogue a un continu numerique pluridimen­
sionnel) . La seule justification de cette affirmation se trou­
verait dans les travaux contemporains ou posterieurs de  

(I) Du Boxs REYMOND (VII) . 
(2) PRlNGSBEIM (I). 
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STOLZ l1 ) ,  BETTAZZT (2) , HAHN {1 ) sur les syst�mes non ar­
chimediques : ceux-ci peuvent, en effet, toujours se repre­
senter par des nornbres complexes dont les unites, en gene­
ral en nombre infini, forment une suite ordonnee. Mais le 
but du calcul infinitaire est de comparer les uns aux autres 
les degres de croissance : la pluridimensionalite serait ab­
surde. 

BOREL clarifie le debat en montrant (' ) , d'une part, que 
l 'ensemble des ordres de croissance, ayant meme puissance 
que celui des fonctions continues, a la puissance du continu 
lineaire : d'autre part, que la comparaison avec celui-ci ne 
vaut que si on part d'une echelle donnee de types crois­
sants et si on se borne a la completer uniquement par mul­
tiplication de fonctions qui y figurent, exactement comme 
on obhent les nombres rationnels a partir des entiers. Dans 
ce cas il sera meme possible de definir des coupures, et une 
/onction idl.at,� correspondante. Du Bms REYMOND en avait 
deja eu 1'1dee a propos de l'mtegrale de FoURTER : il s'agis­
sait d'examiner la convergence d'integrales de la forme 

I = J"' cp�:) lorsque c tend vers o. 

On voit que si on a : 

Si, au contraire, 
I cp («) N ----------

! _:. ( .!...)l+p. 
( 1 )  STOLZ (1). 
(2) BETTAZZI (!) . 
(3) HAHN (I) . 

l - . l. . . .  l, 
« « « 

(4) BoREL (1) , p. n7-u9. 

lim l = oo 

lim I est finie 
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(µ. etant un nombre positif quelconque) . La coupure entre 
Jes degres infinitaires faisant diverger et converger l'inte­
grale, definira la fonction ideale -r {et) . On demontre qu'il est 
impossible que -r (et) soit de meme ordre infinitaire qu'une 
fonction logarithmique quefconque. Pour cp let) = -r {et} ,  l 'in­
tegrale ne diverge ni ne converge, urepresentation choquante 
pour le sens commun ». Mais « le miracle n'est pas plus 
grand . . .  que d'admettre de nouveaux nombres entre les 
nombres rabonnels pourtant <lenses a volonte )) l1 ) .  

Ainsi echoue a demi cette premiere tentative d'applica­
tion de la theorie des ensembles a un probleme mathema­
tique. L'ambition de Du BOIS REYMOND etait d'embrasser 
tout le systeme des ordres de croissance dans un seul « con­
tinu » d'ordre nouveau. Mais il aurait fallu posseder des 
moyens de caracteriser celui-ci. Or la notion claire du con­
tinu lineaire n'etait meme pas encore degagee : le procede 
de la diagonale seul se trouvait insuffisant. D'autres ins­
truments propres a la theorie des ensembles etaient neces­
saires, que justement a cette epoque, dans un tout autre 
domaine, CANTOR et DEDEKIND travaillent a mettre au 
point. 

( 1 )  Du Bors REYMOND (IX) , p. 165 .  





CHAPITRE II 

LA CREATION CANTORIENNE 

Deux ecrits meritent de figurer avant ceux de CANTOR 
dans une histoire de la theorie parce qu'essayant les pre­
miers de soumettre a un traitement systematique les en­
sembles en tant que tels : les Paradoxes de l'lnjini de BoL­
ZANO et un fragment de DEDEKIND, non publie de son vi­
vant : Propositic:ns E:lnlrales sur des espaces. 

« BoLZANO, ecrit CANTOR en 1883, est peut-etre le seul 
chez lequel les nombres proprement infinis jouissent d'un 
certain droit de cite ; au moms en parle-t-il a plusieurs re­
prises (1 ) . » C'est par l'isolement de la notion d'ensemble 
que BOLZANO peut, en effet, distinguer de l'infini impropre­
ment dit - l'infini de I' analyse qui ne conceme qu'une pos­
sibilite de variation et represente des nombres finis pris 
aussi grands qu'on veut - le veritable infini, sur lequel jus­
que la rien que de vague OU d'absurde n'avait ete dit. Outre 
la definition generale d'un ensemble, le livre apporte la no­
tion de correspondance biunivoque ; une ebauche d'arith­
metique des ensembles, un essai de definition abstraite du 
continu. « Un certain systeme (INBEGRIFF) de choses est 
un tout consistant en certaines parties . . .  Un systeme dans 
lequel l'ordre des parties est indifferent s 'appelle un en­
semble (1 ) . » La notion de parties est encore vague : si ce 
sont « les unites d'une certaine espece A . . . , c'est-a-dire des 
objets subsumes sous un concept A »  I' ensemble est dit une 

( 1 )  CANTOR {XV), p. 18o. 
(2) BoLZANO (II), p. 4. 
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« multiplicite » (1 ) (VIEi.HEIT) . Ainsi I' ensemble est consi­
dere comme une realite existante en soi, independamment 
de nos moyens de l'atteindre. II suffit qu'on puisse decider 
si un element donne lui appartient ou non. « Nous avons de­
termine de la fa<;on la plus complete ! 'ensemble . . .  infini des 
pomts entre m et n, aussit6t que nous avons determine les 
deux points m et n. Car alors, par ce peu de mots, il est deja 
decide exactement pour tout autre point s'il appartient ou 
non a cet ensemble (•) . >> D'ou la possibilite qu'un ensemble 
soit infini en acte, c'est-a-dire que nous ne puissions l'em­
brasser du regard et meme que nous ne sachions l'engen­
drer. Des relations entre de tels ensembles - un calcul de 
l'infini - peuvent etre etablies gr�ce d'abord a la mise en 
correspondance biunivoque : c< deux ensembles sont clans un 
tel rapport l'un avec l'autre que pour toute partie a du pre­
mier A ,  nous pouvons, d'apres une certaine regle, trouver 
une partie b du second B et que toutes les paires (a + b) 
ainsi formees contiennent toute chose qui se trouve dans A 
ou dans B et chacune seulement une fois » (8 ) . L'addition 
et la multiplication (contrairement a ce que croyait CAN­
TOR) (' ) sont correctement definies : « il peut y avoir des 
systemes dont les parties . . .  sont elles-memes des systemes. 
Parmi eux tels systemes que rien en eux d'essentiel n'est 
change si on considere les parties des parties comme parties 
du tout. Je les appelle . . .  sommes » (5 ) . On n'introduit la 
multiplication que pour !'ensemble des entiers, represente 
par la notation : 

( I )  Ibid. 

(2) Ibid.,  p. 38. 
(3) P. 3 1 .  
(4) « Je ne m'accorde en  rien avec la  f�on dont il les traite [ les nombres 

infinis ], sans pouvoir donner d'eux une definition correcte et je considere 
par exemple les § § 29-33 [ ou se trouve la definition du produit ] comme in­
consistants et errones ». CANTOR (XV), p. 1 80. 

(5) Ibid.,  p. 4. 
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0 
N = 10 + 2o + 3o + . . .  

{les 0 et les + indiquent qu'il ne s'agit pas d'une somme 
arithmetique) , le produit de cet ensemble par lui-meme 
sera : 

0 0 0 0 
(N)z = lo. N + 20. N + 30 . N + . . . 

a chaque element du multiplicateur est substitue un en­
semble equivalent au multiplicande t1 ) .  lei , comme de fa­
c;on generale, il n'y a pas degagement su:ffisant du procede 
par rapport aux exemples ou il est saisi intuitivement .  D'ou 
un flottement a propos d'abord de la notion de partte -
sons ensemble - et de l' egalite de deux ensembles. Les pre­
dicats fini et i'nfini ne sont determines que pour les multi­
plicites {VIEI.HEITEN) dont on connait la loi d'engendre­
ment, qui constituent des series : lorsque la multiplicite 
peut etre obtenue tout entiere par adjonction successive 
d'un element, elle est finie ; « une multiplicite telle que tout 
ensemble fini en represente une partie est appelee multipli­
cite infinie. » (1 ) Quoique le premier exemple d'ensemble in­
fini ne soit pas emprunte aux mathematiques - ensemble 
de toutes les propositions - l'image de la suite des nombres 
(avec un ordre) est dominante ; la mise en correspondance 
biunivoque est ici masquee par le processus de numeration. 
Bien plus, Je paradoxe des ensembles infinis - qne DEDE­
KIND transformera en definition de ces ensembles - amene 
a diminuer son importance, la ou elle est expressement uti­
lisee : on peut mettre en correspondance biunivoque les ele­
ments d'un ensemble et ceux d'une de ses parties. Done 
l'egalite de deux ensembles devra etre definie autrement : 
« une autre consideration doit intervenir . . .  , savoir que les 
deux ensembles ont memes principes de determination, par 

( 1 )  P. 45. 
(2) P. 6. 



70 PHII.OSOPHIE MATHEMATIQUE 

exemple Je meme mode d'engendrement (1 ) ». lei encore 
c'est la reference aux exemples qui fait faire fausse route : 
les deux ensembles A (intervalle de nombres o . . .  5) et B tin­
tervalle o . . . 12) ne sont pas egaux parce que « Ia distance 
que deux grandeurs ont entre elles dans B est autre (plus 
grande) que la distance qui separe dans A les deux gran­
deurs correspondantes ». Mais comment avoir une theorie 
autonome si une definition des structures empruntee a 
d'autres theories doit intervenir des la relation d'egalite ? 

A propos du continu, meme flotternent. Le but est abs­
trait : il s'agit de caracteriser le continu comme ensemble 
infini ayant un « certain ordre » etabli entre ses elements : 
« il n'y a de .continu que la oil se trouve un systeme d'ob­
jets simples (de points dans le temps ou dans l'espace, ou 
encore de substances) places de telle sorte que chacun d'eux 
possede, a toute distance si petite soit-elle, un voisin apparte­
nant au systeme » t1) . La deuxieme partie de la definition la 
restreint aux espaces metriques - et ne laisse aucune place 
a des considerations de voisinage : tl ne s'agit pas de densite 
en soi, comme on a cru depuis (8 ) .  On le voit par l'exemple 
du point o, isole dans le segment o . . .  I qui n'est done plus 
un continu si on garde o et si on en retranche les points 

d'abscisse : .. , parce que « pour toutes les distances de fonne 

� il n'y a pas de voisin pour o » . La definition n'est done 2,. 
qu'un premier enonce de l 'axiome de CANTCR (' ) . -:---- La di-
mension est definie par recurrence : «  un etendu (c'est-a-dire 
un continu) est simplement etendu ou ligne, si tout point, 
pour toute distance si petite soit-eJle, y a un ou plusieurs 

(I)  P. 3 1 . 
(2) P. 73-
(3) Le voisin ne doit pas se trouver a l'interieur d'un systeme de rayon 

quelconque mais sur la surface de cette sphere. 
(4) A tout nombre r6el correspond sur une droite un point ayant ce 

nombre pour abscisse. 



THEORIE ABSTRAITE DES ENSEMBLES 7 1  
voisins, mais jamais assez pour que leur systeme a lni seul 
constitue deja un etendu », il a deux dimensions « si tout 
point pour toute distance . . . a une ligne entiere de points 
comme voisins, etc . . . (1 ) ». Enfin on dit qu'un etendu est 
« d'un seul tenant s'il n'a aucune partie formant elle-meme 
un etendu dans laquelle il n'y ait au moins un point qui , 
compte aux autres parties, ne forme avec elles egalement 
un etendu (1 ) ». 

L'interet des dernieres definitions est reduit par l' etroi­
tesse de celle du continu. Le fragment de DEDEKIND (1 ) 

marque un progres en introduisant la notion de voisinage 
(defini metriquement) : il s'agissait, a !'occasion des lec;ons 
de DEDEKIND sur le potentiel, et, « pour fonder plus rigou­
reusement le principe de DIRICHLET », de deveJopper une 
theorie des domaines (GEBIETSLEHRE) « ab ovo sans faire 
appel a !'intuition geometrique (' ) ». On definit ensembles 
ouverts, points interieurs, exterieurs et frontieres : « un sys­
teme P de points p, P' · · ·  forme un corps [ensemble ouvert] 
si pour tout point p on peut donner une longueur 3 telle que 
tous les points distants de p de moins de 3 appartiennent 
a P. Les points p, p' . . . sont a l'interieur de P » (1 ) . De meme 
« si P est un corps et m un point autour duquel on peut d&. 
crire une sphere dont tous les points sont non-interieurs 
a P, le point m est a l'extbieur de P ». Enfin la frontiere 
d'un corps est ! 'ensemble des points ni exterieurs ni int&. 
rieurs. - Quelques theoremes : s'il y a  un point exterieur a un 
corps, il y en a une infinite et leur systeme forme un corps ; 
le systeme des points frontieres d'un corps ne peut consti-

(I )  P. So, n. 
(2) P. 95. 
(3) DEDEKIND (I) , t. II, p. 353-355. 
(4) L. a CANTOR, 19 janvier 1879 : « je ne me permettrais pas un tel juge­

ment, si il y a de nombreuses annees lorsque je voulais encore editer la 
tMorie de DiklCHLET sur le potentiel ... je  ne m'etais deja assez occupe de ces 
questions •. CANTOR-DEDEKIND (I) , p. 47· 

(5) DEDEKIND (I), t, II, p. 353· 
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tuer un corps. « Pris par la mise au point de la theorie des 
nombres de DIRir.HLET », DEDEKIND abandonne ces defmi­
tions qui, en 1879, lui semblent encore « constituer une 
bonne base » : quoique sans prolongement - au moins im­
mediat - elles sont une sorte de preface aux travaux de 
DEDEKIND sur les ensembles, echelonnes parallelement a 
ceux de CANTOR a partir de 1872. L'echange entre Jes deux 
mathematiciens qui se poursuit tout au long de la creation 
de CANTOR les situe done logiquement avant celle-ci . 

• • • 

De 1873 a 1884 - jusqu'aux memoires Sur les ensembles 
infinis et lineaires de points, premier expose en forme de la 
theorie - la creation cantorienne se caracterise par son in­
time subordination a !'analyse. C'est d'ensembles de points 
ou de nombres - non d'ensembles abstraits - qu'il s'agit, 
ce sont les applications analytiques qui importent, et si de 
nouveaux etres sont introduits, avec une arithmetique qui 
leur est propre, leur justification est que seuls ils permettent 
« d'aller plus loin (1 ) » dans cette branche de la theorie des 
fonctions qu'est l'etude des ensembles de points. D'ou l'en­
robement des methodes nouvelles dans une gaine intuitive 
sous laquelle il faut chercher leur veritable portee ; mais 
aussi dans la fraicheur de leur apparition une sorte de nai­
vete qui laisse apparents les liens, permet de suivre la con­
tinuite d'un mouvement necessaire. La creation se fait en 
deux etapes : de 1873 a 1877, decouverte et distinction de 
deux puissances ; de 1878 a 1884, exploration du continu, 
etablissement de la theorie avec, comme complement at­
tarde, en 1890, I' article ou apparait pour la premiere fois le 
procede de la diagonale. 

La premiere periode n'est guere que preparation, mais 

( 1 )  CANTOR (XV) , p. 165. 
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decisive. BoLZANO avait abouti a une impasse : pour explo­
rer l'infini, I' application (1 ) ,  seul procede precis (generali­
sation de la numeration) ' se revelait impropre puisque con­
fondant tout et partie. Avec les deux resultats de CANTOR 
!'application est rehabilitee, un nouvel infini conquis au 
raisonnement mathematique : non seulement negativement 
on peut demontrer qu'il y a plus grand que !'ensemble des 
entiers, mais positivement, quoique l'on depasse toute loi 
de serie, on peut egaler deux especes distinctes de ce plus 
grand : la mathematique sort cette fois de l'indefini, une theo­
rie de l'infini est fondee. Le point initial des deux recher­
ches se trouve dans la definition des nombres irrationnels : 
d'une part, representation du continu comme ensemble de 
toutes les limites superposees de suites de nombres ration­
nels ; d'autre part, emploi systematique de la reduction de 
suites a n"�" entree en suites simples ou linearisation, - pro­
cede qui dans les deux cas ouvre le probleme. 

En r873, CANTOR se demande si l' ensemble des nombres 
reels ne peut etre mis sous forme de suite simple : (( a pre­
miere vue on se dit non, c'est impossible, car (n) [I' ensemble 
des en tiers) est fonne de parties discretes, tandis que ( x) 
[l'ensemble des nombres reels] constitue un continu ; seu­
lement cette objection n'avance a rien . . .  Ne serait-on pas 
aussi enclin, a premiere vue, a affinner que (n) ne se laisse 
pas coordonner de fa�on biunivoque au systeme m de tous 

les nombres rationnels po&itifs p ? (1) . » Cependant, non 
q 

seulement !'ensemble des nombres rationnels, mais, comme 
le montre DEDEKIND (8 ) ,  l' ensemble des nombres algebriques 
se laisse mettre sous forme de suite simple et, de fa�on plus 
generale, tout ensemble ayant pour element!? a .... .... . ... dont 
les indices en nombre fini parcourent independamment les 

(1) Nous dirons desormais application (ABBILDUNG) d'un ensemble sur 
un autre au lieu de mise en correspondance biunivoque de leurs elements. 

(2) L. a DEDEKIND, 29 novembre 1873. CANTOR-DEDEKIND (I) ,  p. 13. 
(3) CANTOR-DEDEKIND (1) , p. 18. 
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uns des autres la suite des entiers. L'interet de la question, 
ajoute CANTOR comme pour se justifier, est qu'une reponse 
negative « donnerait une nouvelle demonstration au 
theoreme de LIOUVILLE qu'il existe des nombres trans­
cendants » (1 ) . II s'agit done bien encore d'analyse. Le 
7 decembre la reponse est trouvee grace au procede de 
l'emboitement des intervalles, deduit directement de deux 
des proprietes du continu : entre deux elements il y en a 
toujours d'autres (densite) ; toute suite convergente d'ele­
ments definit un element du systeme (compacite en soi) . 
De la lre propriete decoule la presence entre deux termes 
de la suite : 

(1)  ai ,  a . . . .  a,. . . .  
- ou seraient ranges les nombres reels - d'autres ter­

mes de (1) , et ainsi indefiniment : constitution d'une suite 
d'intervalles emboites tels que tous les termes de {1) dont le 
rang est inferieur a celui des extremites d'un intervalle 
soient exterieurs a cet mterYalle. De la 2e propriete suit qu'il 
y a au moins un point m interieur a tous les intervalles, le 
point limite commun des deux suites d'extremites, si la 
longueur des intervalles tend vers o : m ne peut done appar­
tenir a (1) . 

La linearisation n'intervient que negativement ; le theo­
reme montre qu'elle est inefficace devant le continu : on ne 
peut pas coordonner (2) a (n) le systeme (a,.,, .. , . . . ) OU les 
indices sont en nombre infini. Immediatement - avec la 
meme attente de reponse negative - se repose le probleme 
pour le passage du continu simple au continu a n dimen­
sions. (( Dans le meme ordre d'idees, ecrit CANTOR le 5 jan­
vier 1874, se presente aussi la question suivante : peut-on 
coordonner de fa<;on . . .  [biunivoque] . . .  une surface et une 
ligne ? . . . II me semble encore pour !'instant - quoique 

( 1 )  L. a DEDEKIND, 2 decembre 1873, ibid. ,  p. 13. 
(2) Nous representons, comme fait CANTOR, une suite dont le terme general 

est n par (n) . 
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l'on se sente tellement contraint ici au non, que l'on vou­
drait tenir une demonstration presque pour superflue -
que la reponse presente de grandes difficultes (1 ) . » Absurde 
question, declarent les mathematiciens de Berlin, car « i1 va 
de soi que deux variables independantes ne peuvent se lais­
ser ramener a une (1 ) ». Pourtant trois ans apres, la lineari­
sation l'emporte (8 ) : un systeme de n fractions decimales 
indefinies (les n coordonnees du point dans l 'espace a n di­
mensions) peut se mettre sous forme d'une seule fraction de­
cimale indefinie (abscisse du point de la droite) . Mds i1 
faut que le procede donne une correspondance biumvoque 
et exhaustive, difficulte signalee par DEDEKIND : si on ex­
clut les fractions tem1inees par une suite infinie de o (pour 
obtenir l'unicite de la representation decimale) les points 
de la droite dont l'abscisse comporte un developpement 
avec periodicite de 0 (de periode inferieure OU egale a n) 

n'auront pas de correspondant dans l'espace a n dimen­
sions (4 ) .  

( I )  CANTOR-DEDEKIND (I), P· 20. 

(2) L. a DEDEKIND, I8 mai I874, ibid. , p. 2 1 .  
(3) L .  a DEDEKIND, 2 0  juin I877, ibid., p .  2 5  ; si on a le systeme : 

I � Ot I + 0t,, , 2... + . . .  + Ot,,. I + Nl = 11 iO I O' lo• 
' "  

I I I 
:rp = Otp,1 -IO 

+ Otp,2 - + . . .  + Otp,v - + . . .  
I01 lo• 

I I I 
on en tire : y = �. - + �. - + . . . + �· - + . . . en posant : 

IO IO' I O' �(n - I)p + a = Ota,n . 
(4) L. DEDEKIND a CANTOR, 22 juin I 877, ibid., p. 27. Si on prend pour 

:r, = � + � + . . .  
IO I01 

:r. = � + !!. +  . . .  
I O  IO� 

y = !!. + Y•1 + . . . avec y, = Ot1 y, = �. y, = Ot1 y, = �., etc. 
IO IO 

des fractions comme y = o,3Io507090, o .. , Otx10 . . .  ne seront pas representees 

puisqu'on aurait :r, = 1.. + o + o . . . ce qui est exclu par convention. 
IO 
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Dans une nouvelle demonstration, le procede de linearisa­
tion est applique seulement aux systemes de nombres irra­
tionnels definis sans ambiguite par leur developpement en 
fraction continue. Mais qu'ajoute aux infinis en presence le 
systeme des nombres rationnels ? ici doit porter !'effort, 
uniquement d'ailleurs pour degager les notions, car au­
cune methode nouvelle n'est necessaire. CANTOR avance 
avec timidite, en reference constante a l'intuition, comme 
pour se rassurer devant le resultat : « je  le vois mais je  ne le 
crois pas » (1 ) .  T rois eta pes : 

r0 !'ensemble A ,  continu lineaire prive des nombres 
rationnels est applique sur !'ensemble B, continu lineaire 
prive d'une suite croissante (e.) de nombres irrationnels : 
! 'equivalence est demontree entre deux variables qui par­
courent A et B (et non pas directement entre A et B) et 
dont on voit qu'on peut faire correspondre les valeurs ; 

20 !'ensemble B est applique sur le continu lineaire com­
plet M par utilisation iteree, pour chaque intervalle 
(e • . . . e.+ 1 ) , du theoreme que « un nombre y qui peut 
prendre toutes les v�eurs de l'intervalle (o . . .  I) a !'unique 

c 
..-r1i a" ... �' • ..-"'TSJt..:1 1 I 

a ' ..- / I I 
... -::_ _ _ _  11.. "' ' ... I I ,.., . I 

.. ..... ... I : I I 
.,. "  I I I 

,, I 1 /  

a -- ---·---itr--- 1 /J'  . : / I  
I I I 
I I I 
I I I 
I / : I I I I /  I I I  I 

FIG. 2.  

( 1 )  L. a DEDEKIND, 29 juin 1877, ibid., p. 34· 
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exception de la valeur o, peut etre coordonne de fac;on 
univoque a un nombre x qui prend toutes les valeurs 
de (o . . . r) sans exception ». lei la demonstration n'est meme 
plus analytique mais graphique, grace a la « courbe remar­
quable » (1 ) a laquelle CANTOR attache tant d'importance 
qu'il la reproduit de sa lettre a DEDEKIND a son article du 
journal de Crelle, alors que figure dans celui-ci une autre 
demonstration complete qui tient en quelques lignes ; 

30 en fin, puisqne tout continu lineaire complet M est ap · 
plicable sur !'ensemble lineaire irrationnel A ,  le continu a n 
dimensions Mn, defini par n continus lineaires, s'appliquera 
sur !'ensemble irrationnel a n  dimensions An done, par l'in­
termediaire de !'ensemble A ,  sur le continu lineaire M. 

Enfantement penible de la notion de puissance qu'a la 
fois la transitivite des applications et l'etude des rapports 
entre ensemble et sou�-ensemble obligent a degager com­
pletement . « Si deux ensembles bien definis M et N se lais­
sent coordonner l'un a l'autre, element par element, de fa­
c;on univoque et complete, je me sers de !'expression . . .  qu'ils 
ont egale puissance OU qu'ils sont equivalent!'. Par une par­
tie intfgrante (BESTANDTHEIL) d'un ensemble M nous en­
tendons tout autre ensemble M' dont les elements sont en 
meme temps elemenh de M. Si deux ensembles M et N ne 
sont pas d'egale puissance, ou bien M a une puissance egale 
a celle d'une partie integrante de N, OU N cel1e d'une partie 
integrante de M;  dans le premier cas nous nommons la puis­
sance de M plus petite, dans le deuxieme cas nous la nom­
mons plus grande que la puissance de N (1 ) .  » Formule (et 

( 1 )  La courbe y est constituee par les segments ab, a'b', a"b" . . . et le 

point c, en sont exclus les points b, b', b(v) . . .  : on voit que x prend toutes les 
valeurs de 0 a I, au contraire y toutes les valeurs de 0 a I sauf o. 

(2) CANTOR (VIII), p. n9. Cf. plus tard : • j 'ai emprunte le mot puissance 
a J. STEINER qui l'emploie dans un sens tout special, cependant voisin pour 
exprimer que deux figures sont coordonnees J'une a J'autre projectivement 
de telle sorte qu'a tout element de J'une correspond un et un seul element 
de l'autre ; dans le concept de puissance ici empioye on conserve la corres-
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solution supposee) deja du probleme de la comparabilite. 
Ainsi un calcul des puissances se trouve ebauche. La puis­
sance est un nombre : elle se confond avec le nombre entier 
positif pour les ensembles finis « puisque en effet deux tels 
ensembles ont et n'ont puissance egale que si le nombre de 
leurs elements est le meme ». Pour les deux puissances de 
I' ensemble des entiers et du continu, non seulement la rela­
tion d'inegalite est demontree, mais le resultat d'additions 
et de multiplications : 

1° « Si M', M", M'" est une smte finie ou infinie d'en­
sembles ayant chacun la puissance de la suite des entiers 
positifs, }'ensemble M forme de la reunion de ces ensembles 
a aussi la meme puissance (1 ) .  » 

2° L'addition de la puissance des entiers a la puissance 
du continu (ou la soustraction de la 1re de la 2e) donne la 
puissance du continu (parties 1 et 2 du tMoreme) . 

3° La multiplication de la puissance du continu par elle­
meme donne la puissance du continu. C'etait au mains un 
des aspects sous lesquels se presentait le probleme : « comme 
si l 'infini des points d'une surface etait obtenu a partir des 
points d'une ligne par elevation au Carre, celui des points 
d'un volume par elevation au cube (1 ) ». Toutefois ce calcul 
- en particulier le dernier resultat - n'est pas encore ex­
pressement degage : pour que les puissances deviennent 
effectivement des nombres, il faut que leur mode d'engen­
drement, en particulier d'abord le passage du denombrable 
au continu, soit decouvert. C'est done I' analyse du continu 
qui passe au premier plan, avec d'ailleurs son autorite con­
crete : apres avoir en partie detruit la notion intuitive 
(pour la dimension) il s'agit de reconstruire. Mais dans la 
joie d'avoir domine (( cette force etonnante qui reside dans 

pondance biunivoque, mais en revanche n'est imposee aucune restriction 
a la loi de coordination 1. CANTOR (XIII) ,  p. I5 I .  

(I )  CANTOR (VIII),  p. I 20. 
(2) L. a DEDEKIND, 20 juin I877. CANTOR-DEDEKIND (I), p. 25. 
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Jes nombres reels rationnels et irrationnels, capable de de­
terminer les elements d'un systeme continu a p dimensions 
[ou a une infinite de dimensions, comme le montre une ex­
tension immediatement faite de la linearisation ] de fa�on 
univoque a !'aide d'une settle coordonnee » (1 ) ,  disparait 
toute timidite devant l'infini : « tous Jes ensembles lineaires 
imaginables de points OU de nombres reels » sont repartis 
en classes determinees d'apres leur puissance et deja se for­
mule le probleme central : « par un procede d'induction -­
qui ne sera pas precise ici - est approche le theoreme que le 
nombre des classes donne par cette repartition est :firu et 
egal a deux (• ) ». 

Ainsi s'oriente definitivement la theorie : parallelement 
aux recherches de topologie proprement dite- sur la di­
mension et la connexion - s'ouvre une serie de travaux 
(theorie des ensembles de points melee avec theorie abs­
traite des ensembles) qui n'ont des maintenant d'autre but 
que de prouver la validite de l 'hypothese et d 'etablir une 
relation entre les deux puissances. Le moyen d'action est 
emprunte au dernier memoire Sur les series trigonomltriques 
dont !'influence souterraine semble n'avoir pas cesse (1 ) : 
c'est !'operation de la derivation, operation centrale, - que 
U. DINI a utilisee « dans son dernier ouvrage pour une serie 
de remarquables generalisations de theoremes connus d'ana­
lyse . . . Sur cette operation, comme nous le montrerons 
plus tard, est fondee la plus simple et en meme temps la 
plus complete explication et determination du continu (' ) ». 
C'est d'elle en effet que proviennent egalement les deux 
especes d'objets essentiels a I' edifice cantorien et grace aux-

(1 )  L. 25 juin 18n, ibid. , p. 34. 
(2) CANTOR (VIII), p. 132. 
(3) c Pour ce qui conceme les nombres ordinaux transfinis il me }>aralt 

vraisemblable que j 'en avais deja une representation en 1871 1. L. a JOUR­
DAIN, 31 aodt 1905 in JOURDAIN (I), p. 28. 

(4) CANTOR (X) , P· 139. 
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quels le probleme sera attaque sinon resolu, les nombres 
transfi.nis et les ensembles fermes et parfaits. 

En 1871, au moins dans le memoire publie, on ne distin­
guait que deux genres (GATTUNGEN) d 'ensembles : ceux 
qu'un nombre fini de derivations reduisaient a o ; ceux 
c1 pour lesquels la suite indefi.nie des derives ne s'arrete pas11. 
En 1877, dans la classe des ensembles de lre puissance, fi­
gure le ler genre d'ensembles. Mais comment se comportent, 
du point de vue de la puissance, les ensembles de 2e genre ? 
A une premiere confrontation de ces deux modes de reparti­
tion sont consacres les memoires echelonnes entre 1879 et 
1882. 

D'abord deux nouvelles notions qui serviront d'ins­
truments : la densite et le recouvrement par des intervalles . 
La densite avait ete defi.nie en 1872 par DEDEKIND en tant 
que propriete commune aux systemes des nombres ration­
neJs et reels. CANTOR marque seulement sa parente aver 
I' operation de la derivation : etre dense dans un intervalle A 
c 'est, pour un ensemble, posseder des points dans tout in­
tervalle determine au sein de A : done le premier derive 
d'un ensemble dense coincide avec l'intervaUe tout entier. 
Un ensemble dense est necessairement de 2e genre \la re­
ciproque n'etant pas vraie) . Un ensf!mble partout non dense 
est tel que dans tout intervalle on puisse trouver un inter­
valle ou il ne possede aucun point. La notion de recouvre­
ment par intervalles est empruntee a Du Bms REYMOND : 
une fonction discontinue peut etre integree si ! 'ensemble 
de ses points de discontinuite forme un groupe integrable, 
c 'est-a-dire peut etre reconvert par une suite fi.nie d'inter­
vaJles dont la longueur totale est nulle. Un tel ensemble est 
evidemment partout non dense. Le resultat important ob­
tenu par CANTOR est que tout ensemble P dont le rer derive 
P' est denombrable forme un groupe integrable : en 
effet, ni cet ensemble, ni son derive, ni la somme P + P' ne 
peuve:itt etre denses dans aucun intervalle ; chaque point ex-
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terieur a P + P' peut done etre entoure d'un intervalle dont 
aucun pomt sauf les extremites n'appartient a P + P' ; on 
demontre que la somme de ces intervalles contigus a P + P' 
est egale a la longueur totale de l'mtervalle global ( dans le­
quel P et P' sont definis} , en uttlisant une propnete eie­
mentaire des fonctions continues t1 ) ; ii sera done possible 
d'enfermer P + P' dans un nombre fini d'intervalles de lon­
gueur arbitrairement petite. Le raisonnement par conside­
ration des intervalles contigus est nouveau �du en partie a 
Du ,,Bms REYMOND) et resservira pour les ensembles par­

faits. 
En second lieu precision et extension des notions deja ac­

quises : la derivation est generalisee au cas de l'espace a n  
dimensions ; on demontre, en transformant par rayons vec­
teurs reciproques, l 'espace a n dimensions en une surface 
(d'aire finie} a n + I dimensions, et en utilisant ensuite le 
procede de l'echelle denombrable (ii n'y a qu'un nombre 
fini d'intervalles d'aire superieure a un nombre rationnel 
donne puisque la somme totale est finie} , qu'il n'y a qu'une 
infinite denombrable d'intervalles (a n dimensions) non em­
pietants, - theo_reme necessaire pour la suite. La puissance 
est definie pour des ensembles non plus de points, mais 
d'objets quelconques « hgnes, surfaces, corps ». Pour tout 
couple d' ensembles bien de finis « on doit considerer comme 
intrinsequement determine s'ils ont ou non meme puis­
sance ». Un ensemble d'elements est « bien defini, si sur la 

( 1 )  La fin du raisonnement peut �tre ainsi donnee : soit f(x) = x - a 
a etant la somme des intervalles contigus entre o et x (P + P' est suppose 
situe sur l'intervalle o . . .  1) : 

0 
I 

/ ( x) est continue car on a evidemment : 

I f (x +L J  - I  (x) I �  L.  
Soit l la  longueur totale, des intervalles contigus ; I ( x)  varie de 0 a I -l ; 

or, a l'interieur d'un intervalle contigu I (x) , est constante, comme P + P' 
est denombrable elle ne prend done qu'un� infinite de valeu1s, comme elle 
est continue elle prend toutes les valeurs entre o et I - l, done l = I .  

' 
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base de sa definition, et en consequence du principe logique 
du tiers exclu,  on doit considerer comme intrinsequement 
determine, aussi bien si un obj et quelconque appartenant a la 
meme sphere conceptuelle fait partie ou non de !'ensemble, 
qu'egalement si deux objets appartenant a ! 'ensemble 
sont identiques malgre les differentes fa<;ons dent ils sont 
donnes (1 ) ». De ce processus d'abstraction et de projection 
en quelque sorte dans un domaine objectif, le probleme du 
continu rei;oit une acuite plus grande : il doit etre intrinse­
quement determine si les ensembles de points ne peuvent 
avoir que les deux puissances connues ; d'autre part une 
definition abstraite de ces puissances et de leur rapport est 
possible si les deux types d'ensembles au.xquels elles s 'appli­
quent peuvent etre suffisamment caracterises conceptuelle­
mcnt . La derivation va-t-elle permettre cette caracterisa­
tion ? L'analyse mecanique, necessaire en quelque sortc, 
qu' elle prod.mt dans un ensemble le fait esperer : on sait deja 
qu'un ensemble dont le ni<m• derive est nul a la premiere puis­
sance ; ma1s on peut aller plus loin : il suffit de remarquer qu'a 
partir du ze derive tous les derives sont partie intcgrante de 
leur predecesseur. Si done tous les derives finis ont des points, 
on considerera comme derive de rang oo,p oo, !'ensemble des 
points communs a toute la suite. En derivant a nouveau on 
introduit les symboles oo + 1,  oo+ 2, . • .  , oo + n, puis une nou-

• 00 
velle partie commune donne p• oo, . . .  poo , . . .  p oo 00 , f> oo 00 • •  

cc Nous voyons ici une generation dialectique de concepts 
qui conduit toujours plus loin, et libre de tout arbitraire 
reste necessaire en SOi et COilSequente (2) . I) 

Grace a elle, en effet, sont procures immediatement au 
sujet de la puissance trois resultats d'extension croissante : 

lo Si l 'on appelle isole un ensemble qui n'a pas de point 
commun avec son derive (par exemple la difference P' - P" 

(1) CANTOR (XIII), p. 150. 
(2) CANTOR (XI), p. 148. 
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entre le r er et le 2e derive) , on remarque que les derivations 
successives a partir de la 2e ont pour effet de retrancher un 
ensemble isole. Or tout ensemble isole est denombrable : 
chacun de ses points peut etre, en effet, enferme dans un 
intervalle (a n dimensions si !'ensemble est situe dans un 
espace a n dimensions) non empietant sur les autres et 
comme on a vu qu'il n'y a qu'une infinite denombrable de 
tels intervalles !'ensemble est denomhrable. 

2° Si le r er derive P' d'un ensemble P est denombrable, 
P est denombrable : en effet, un ensemble se compose d'un 
ensemble isole et de la partie commune avec son derive. 

3° Tout ensemble dont le derive d'ordre ex (ex etant soit 
un nombre fim, soit un quelconque des precedents sym­
boles transfinis) est nnl et denombrable. La demons­
tration est immediate lorsque ex est fini . Lorsque ex est un 
symboJe transfini, CANTOR declare « qu'elle doit se faire 
exactement de meme, a l 'aide de I' induction complete {1 ) )) ' 
sans meme remarquer !'extension donnee du meme coup au 
procede d'induction. C'est que le mouvement dialectique 
engendrant la suite des oo lui apparalt avec !'evidence 
contraignante de la logique. Mais ici se manifeste aussi sa 
limitation : !'induction complete ne peut prouver la denom­
brabilite qu'a condition de ne comporter elle-meme qu'une 
infinite denombrable d'etapes. Si ! 'adherence reste entre 
induction et generation des oo , impossible de depasser le de­
nombrable, la liaison avec le continu est manquee. Si l'on 
veut atteindre celle-ci tl faut que les symboles oo soient autre 
chose que les etapes d'une generation progressive, mais les 
representants d'une realite immanente que des moyens 
nouveaux permettent d'atteindre, il faut s'engager dans le 
domaine veritable du transfini. 

Tel est le dilemme devant lequel se trouvait CANTOR a la 

(I ) CANTOR (XIV), p. I6o. 
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fin de l'ete 1882 : jusque-Ia rien que de normal dans !'edi­
fice constrmt ; si les resultats sont etonnants, les methodes 
employees sont celles de ! 'analyse ordinaire, aucun mathe­
maticien, si empiriste soit-il, n'y peut rien trouver a redire. 
Dans le memoire de mars 1882 (1} le ton a sans doute deja 
change : mais !'affirmation d'un en soi des verites mathe­
matiques n'a pas de consequence pratique. La decision effec­
tive pour l'egalite de puissance de deux ensembles est com­
paree a la decision pour savoir si un nombre donne est ou 
non transcendant, « un des plus difficiles problemes » de 
I '  analyse (2 ) .  C'est plutot l'idee que la theorie des ensembles 
domine et logiquement precede le reste des mathematiques 
qui pourrait annoncer un changeme.nt de point de vue : « la 
theorie des ensembles, dans la conception ici exposee, em­
brasse - si nous ne considerons que le mathematiq ue et lais­
sons provisoirement de cote les autres spheres conceptuelles 
-les domaines de l'arithmetique, de la theorie des fonctions 
et de la geometric ; elle les reunit sur la base du concept de 
puissance en une unite superieure. Discontinu et continu se 
trouvent de la sorte consideres du meme point de vue et 
mesures avec une mesure commune (8 ) ». Quels peuvent 
etre cette mesure, ce point de vue communs, sinon ceux que 
procure une refonte de la notion de nombre ? La phrase 
etrange sur (( les autrer spheres conceptuelles )) semble se re­
ferer aux enquetes philosophiques sur l'infini, qui tiendront 
la premiere place dans le memoire d'octobre. Toutefois ma­
tbematiquement rien encore n'apparait : dans la corres­
pondance avec DEDEKIND jusqu'aux premiers jours d'oc­
tobre il n'est question que de la definition topologique du 
continu. C'est, semble-t-il, dans !'exasperation de l'echec, 
apres l'inefficacite reconnue de la derivation, que CANTOR se 

(l )  CANTOR (XIII) date 31 mars 1882. 
(2) Ibid., p. 150. 
(3) P. 152. 
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decide a franchir le pas : dans une soudaine illumination, il 
construit, en quelques jours sans doute, le memoire d'oc­
tobre, ii se lance a corps perdu dans l'infini actuel : « Juste­
ment depuis nos dernieres rencontres a Harzburg et Eise­
nach, ecrit-il le 5 novembre a DEDEKIND (1 ) ,  Dieu tout­
puissant a voulu que j e  parvienne aux lumieres Jes plus 
etonnantes et Jes plus inattendues sur la theorie des ensem­
bles et sur la tbeorie des nombres, ou, bi en phi&, que j e trouve 
ce qui depuis des annees a fermente en moi, ce vers quoi 
j 'ai fait de JongueS recherches (9 ) .  ll L'exaJtation du me­
moire lui-meme, ce desordre de considerations matbema­
tiques pele-mele avec Jes references philosophiques Jes plus 
confuses - la regle d'addition des ordinaux 6) + r > 6) est 
presentee comme . solution au probleme spinoziste du rap­
port entre modes infinis et modes finis, - aussi bien que Jes 
excuses reiterees dans !'article et dans la lettre, montrent 
assez que la rupture avec Jes matbematiques habituelles 
est profondement sentie (1 ) . « Je ne voi!': vraiment pas ce 
qui pourrait nous retenir dans cette activite creatrice de 
nouveaux nombres, aussitot qu'il apparait que pour le pro­
gres de la science !'introduction d'une nouvelle, parmi ces 
innombrables classes de nombres, est devenue souhaitable 
OU meme indispensable ; et la derniere eventualite me sem­
ble se produire effectivement en theorie des ensembles, 
peut-etre meme aussi encore dans un domaine beaucoup 
plus etendu, du moins sans cette extension j e  ne peux plus 
aller de l'avant, avec elle j 'atteins toute sorte d'inattendu. » 

(1) D'apres une note manuscrite de DEDEKIND (brouillons de Was sind und 
was sollen die Zahlen ?) l'entrevue de HARZBURG eut lieu du 7 au 12  septem­
bre (DEDEKIND communiqua la xre esquisse de son travail) . La creation de 
CANTOR fut done tres rapide, puisque le memoire est daM d'octobre. 

(2) CANTOR-DEDEKIND (I) , p. SS· 
(3) • Je ne me dissimule aucunement qu'avec cette entreprise je me mets 

dans une oppos.:i:ion certaine avec des vues repandues sur l'infini mathema­
tique et avec des opinions souvent defendues sur !'essence de la grandeur 
numerique. 1 CANTOR (XV), p. I6S . 
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De meme le debut du memoire : sans cette extension du 
concept de nombre « il me serait impossible de faire le plus 
petit pas en avant dans la tbeorie des ensembles ; puisse 
cette circonstance me justifier, ou si c'est necessaire, m'ex­
cuser d'introduire des idees en apparence etranges dan& 
mes deve1oppements (1 ) ».  

Le surprenant n'est pas tant, en effet, dans l'usage de 
nouveaux symboles donnant lieu a un calcul special -
comme toutes les extensions du nombre, et plus recem­
ment les travaux de GRAS<:;MANN et de KUMMER en avaient 
donne l'exemple (2 ) - ni meme dans la consideration de 
l'infini actuel, invoque deja en particu1ier pour completer 
le plan d'une variable complexe, que dans la decomposition 
logique de la notion de nombre et la superposition de classes 
d'objets, hors des prises de toute atteinte effective. 
Definition du nombre comme caractere emanant d'un 
systeme pose en soi d' objets et se dissociant en deux con­
cepts : « celui de la puissance . . .  independante de l'ordre 
impose a !'ensemble et celui du nombre ordinal (ANZAHL} 
qui est necessairement lie a l' ordre impose a l' ensemble par 
une regle, au moyen de laquelle l'en;:.emble devient . . . bien 
ordonne. . . Si je  redescends de l' infini au fini je vois 
avec la meme clarte et la meme beaute comment les deux 
concepts redeviennent « un » et se fondent dans le concept 
du nombre entier fini (8 ) .  » La notion de bon ordre pour 
un ensemble, - etre ordonne de telle fa<;on qu'a tout sous­
ensemble corresponde dans !'ensemble global un element 

(1 )  L'excuse est reprise vingt pages plus loin : • sans les concepts susdits 
[ nombre ordinal et cardinal ] on ne va - j 'en ai la conviction - pas plus 
loin dans la theorie des ensembles ; et ii en est de m8me, semble-t-il, des 
domaines qui dependent de la theorie des ensembles ou ont avec elle le con­
tact le plus intime comme, par exemple, la theorie modeme des fonctions 
d'une part, la logique et la theorie de Ia connaissance d'autre part •. Ibid .• 
p. 180-181 .  

(2) Ibid. p. 183. 
(3) P. 181 .  
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qui suit immedi.atement - provient en effet de !'extension 
de I' operation de la numeration telie que la provoque la de­
rivation : au premier principe d'engendrement des numeros 
d'ordre finis - adjonction d'une unite - doit etre joint 
pour le numerotage des derives un second principe qui con­
siste, " quand on se trouve en presence d'une succession de­
terminee quelconque de nombres entiers reels definis parmi 
l�quels aucun n'est le plus grand, a creer un nouveau 
nombre qui sera considere comme la limite de ces nombres, 
c'est-a-dire comme le nombre immediatement plus grand 
qu'eux tous (1 ) ». L'analogie avec la definition des nombres 
irrationnels (1) - reprise d'ailleurs dans le meme memoire 
- est evidente : seulement les nombres irrationnels sont 
justifies en tant que nombres par le double caractere d'etre 
inserables dans un ordre, ou figurent d'ailleurs les repre­
sentants des nombres rationnels, et de permettre la defini­
tion entre eux des 4 operations arithmetiques - obeissant 
aux lois ordinaire� (et donnant les resultats ordinaires 
pour les representants des nombres rationnels) . Pour les 
nombres transfinis I' ordre est defini par leur processus d' en­
gendrement : le 2e Principe n'est autre que la condition du, 
bon ordre. Done ensemble bien ordonne denote par un ordi­
nal tra.Ilsfini et ensemble des ordinaux inferieurs a cet ordi­
nal sont deux realites coincidant du point de vue de la theo­
rie. Quant aux regles d'arithmetique, elles se deduisent im­
mediatement de la signification intuitive des operations : 
ajouter un ensemble a un autre est former un nouvel en­
semble OU tous les elements du second suivent tous les eie-

(1) CANTOR (XV) , p. 196. 
(2) L'analogie est d'ailleurs explicitement signalee dans la lettre a LAs­

swITZ du 15 fevrier 1884 (CANTOR (XXIII) ,  p. 395) : • Les nombres transfinis 
sont dans un certain sens m�me de nouvelles irnuionalites et en fait la meil­
leure methode a mes yeux pour definir les nombres irrationnels finis est . . • 
je pourrais m�me dire dans le principe la m�me que ma methode pour !'in­
troduction des nombres transfinis. On peut dire absolument : les nombres 
transfinis restent ou tombent avec les irrationnels finis •· 
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ments du premier, l'ordre interieur a chaque ensemble 
efam conserve. Multiplier un ensemble A par un ensem­
ble B c'est remplacer tout element de B par un ensemble 
equivalent a A et ordonne de meme fa<;on, l 'ordre de B 
etant conserve. Sur les procedes de calcul, la decomposi­
tion en produit de nombres premiers transfinis, le memoire 
ne donne encore que de breves indications. 

Mais le but a atteindre n' est pas une tbeorie de ces nom­
bres : il s'agit des puissances dont le caractere numerique 
avait ete pose des l'abord. Or a la premiere drfficulte, pas­
sage d'une des deux puissances connues a l'autre, s'en 
ajoute maintenant une seconde, comparabilite des puis­
sances - qui avait ete postulee sans plus en r877. De la 
relation (1) d'inegalite definie alors -

puissance M < puissance N si M N N' , 
N' etant une partie de N et M non equivalent a N-·­

resulte que si M est applicable sur N' partie de N et N 
sur M' partie de M on devrait pouvoir demontrer que M 
et N ont meme puissance ; ou encore en appelant M" la 
partie de M' sur laquelle ! 'application de N sur M' ap­
plique N' : 

M N N' N M" (r) ; 
si puissance M" < puissance M' < puissance M (2) 

on a :  
puissance M1 = puissance M = puissance M" (3) . 
C'est done la suite (2) d'inegalites qu'il faudrait demon­

trer. « Vous vous rappelez, ecrit CANTOR a DEDEKIND le 
5 novembre (2 ) ,  que je vous disais a Harzbu.rg qu'il ne 
m'etait pas possible de demontrer le theoreme suivant : 
si M' est partie d'un ensemble M, M" partie de M' et si. . .  
M et M" ont meme puissance, M' a aussi meme puissance 

( 1 ) Nous nous servons du symbole N pour exprimer l'equivalence de deux 
ensembles. 

(2) CANTOR-DEDEKIND' (1), p. 55· 
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de M et M". Maintenant j 'ai trouve la source de ce theo­
reme. » Ce sont les nombres transfinis qui reduisent l'une 
et l'autre difficulte. 

En premier lieu ils permettent d'engendrer reguliere­
ment des puissa.nces superieures. On a vu que les symboles 
transfinis du precedent memoire ne permettaient pas de 
depasser le denombrable ; les ordinaux nes des deux prin­
cipes (que l'on appe11era ordinaux de la classe II, la classe I 
etant reservee aux ordinaux finis) , n'etant que leur nou ­
veau deguisement ne denoteront done jamais que des 
ensembles denombrables. Mais leur ensemble n'est pas 
denombrable : en effet, a toute suite denornbrable d'or­
dinaux de la classe II  correspond soit un ordinal maxi­
mum appartenant a la suite, soit un ordinal de la 
classe II immediatement superieur, c 'est-a-dire tel que 
tout ordinal inferieur est depasse par un terme de la 
suite ; si done !'ensemble de taus les ordinaux pouvait 
se mettre sous forme de suite denombrable, ou bien ii 
y aurait un terme y plus grand que tous les autres, 
alors y + I n'appartiendrait pas a la suite, OU bien il y 
aurait un nombre � de la classe II immediatement supe­
rieur a la suite. On reconnait dans ce raisonnement un 
nouveau procede de depassement des suites denombrables : 
le premier, pour le continu, utilisait la propriete que toute 
suite convergente d'eiements definit un nouvel eiement ; 
celui-ci que toute suite d'ordinaux de la classe II  peut etre 
bien ordonnee (done definit un nouvel ordinal de la merne 
classe) , methode qui donnera le paradoxe de BURAU­
f ORTI (1 ) . Done est brise le cercle magique qui enfermait 
les symboles transfinis. La classe II sera suivie d'autres 
classes a condition d'ajouter aux deux principes d'engen­
drement un principe d' arret, qui cloture les classes, done 

donne une nouvelle application aux principes moteurs : 

( 1 )  V. ci-apres, p. 94. 
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n'appartiennent a une classe que les ordinaux denotant 
des ensembles ayant la puissance de la classe precedente ; 
ainsi, pour la ! classe II,  des ensembles denombrables. Done 
le 2e principe moteur definira un ordinal immediatement 
superieur a ceux de la classe II, o premier element de la 
dasse III .  « Sur cette voie . . .  on peut, avec la plus grande 
securite et evidence, parvenir a des classes de nombres tou­
jours nouvelles, et avec elles a toutes les puissances succes­
sives differentes qui se presentent dans la nature cor­
porelle et spirituelle (1 ) .  ,, En effet, I' echelle ainsi obtenue 
permet de passer d'une puissance a la puissance imme­
diatement superieure ; le theoreme est demontre pour la 
classe II : tout ensemble d'ordinaux de la classe II est ou 
fini, ou denombrable ou a la puissance de la classe II ; 
quartum non datur. Done le procede est pleinement satis­
faisant si on est sur d'atteindre ainsi toutes les puissances. 

C' est ici quereparait la deuxiemequestion. D'abord un pos­
tulat ou une promesse : « qu'il soit toujours possible de mettre 
tout ensemble bien defini sous forme d'un ensemble bien 

ordonnf, sur cette loi, me semble-t-il, fondamentale et fe­
conde de notre pensee, particulierement remarquable par 
son universalite, je  me propose de revenir dans un memoire 
ulterieur (•) » - promesse non tenue. Puis une demonstra­
tion, restreinte au cas de la classe II. Le theoreme de I' equi­
valence est immediat si M a  la puissance de la classe II : en 
effet, M' ne peut etre que fini denombrable ou de puissance 
de la classe II ; comme ii possede une partie M" ayant cette 
puissance, i1 lui est equivalent. lei encore promesse de so­
lution ulterieure pour le cas general : dans la lettre a DEDE­
KIND on a vu que CANTOR croyait deja la tenir. 

Mais, meme si on admet « la loi fondamentale du bon 
ordre » , le probleme initial n'est pas resolu : dans l'echelle 

( 1 )  CANTOR (XV), p. 199. 
(2) Ibid., p. 169. 
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des puissances, quelle place a la puissance du continu ? 
lei se produit, symetriquement a la creation des ordinaux, 
un evenement qui restreint au moins la recherche, !'appa­
rition des ensembles parfaits dans le processus de deriva­
tion. On a vu que tout ensemble. dont le ler derive est . de­
nombrable, est lui-meme denombrable. Le memoire d'oc­
tobre 1882 introduit un nouveau resultat, d'ailleurs inexact 
partiellement : si le derive P.1> n'est pas denombrable il 
est decomposable d'une seule maniere en un ensemble re­
ductible R et un ensemble parfait S ;  un ensemble parfait 
etant un ensemble identique a son premier derive. L'opera­
tion de la derivation renouvelee un nombre suffisant de fois 
(nombre qui est un des ordinaux de la classe II) reduit tout 
ensemble dont le ler derive n'est pas denombrable a un en­
semble parfait . Le theoreme etait inexact, ainsi que le 
montra BENDTXSON (1 ) au sujet de R qui peut etre irreduc­
tible, mais il est toujours denombrable et sans point com­
mun avec ses derives a partir d'un certain rang, de sorte que 
l'essentiel du resultat subsiste. C'est le memoire de novembre 
1883 qui donne la demonstration et etudie la puissance 
des ensembles parfaits (2 ) .  D'abord un ensemble parfait ne 
peut etre denombrable : preuve le procede des intervalles 
emboites ; le raisonnement est a peu pres le meme que 
pour le continu. On · remplace la densite par la densite en 
soi (tout point de !'ensemble est point limite, propriete 
que possede evidemment le continu) ; les intervalles ne se­
ront plus pris entre deux points, mais autour d'un point. 
En second lieu, tout ensemble dont le ler derive est denom­
brable est lui-meme reductible. II su:ffit de se rappeler la de­
composition operee par la derivation et que !'introduction 
des nombres ordinaux, avec 0, rend plus simple : 

(1 )  • Dans une lettre qu'il m'adressa (mai 1882) . Sur ma demande ii a 
publie les resultats trouves a cette occasion dans les A cta mathematica, t. II, 
p. 415 1, CANTOR (XVIII), p. 224. Cf. BENDIXSON (I) . 

(2) CANTOR (XVIII) . 
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p{I) - l: [P(y) - P<H I)] + p(C) {I) '1 
(ou y parcourt tous les nombres des classes I et II) . Si au­
cune des differences sous le l: n'etait nulle, le l: aurait la 
puissance de la classe II ; done elles s'annulent toutes a 
partir d'un certain y ; d'autre part, on ne peut avoir : 

l'ensemble p(y) etant parfait et contenu dans p(y) celm-ci 
ne pourrait etre denombrable. Done a partir d'un cer­
tain) tous les derives P<Y> sont • o. Enfin si le rer derive 
d'un ensemble a une puissance superieure au denombrable. 
il existe des points communs a tous les derives et leur en­
semble est parfait . Le procede utilise pour la demonstra­
tion est une specialisation du principe de la propriete dis­
tributive utilisee par BoLZANo dite ici propriete r (propriete 
telle que, si un ensemble la possede dans toute division 
:finie de cet ensemble, l;llle des parties au moins la possede 
et toute somme de cet ensemble avec un autre la possede 
egalement) : on demontre que dans tout ensemble M posse­
dant une propriete r il existe au moins un point g dont tous 
les voisinages si petits soient-ils renferment des parties de M 
possedant r. Avoir tous ses derives differents de o est pour 
1' ensemble P une propriete r : le point g correspondant est 
done point limite de tous les derives (puisqu'ils ont tous une 
portion contenue dans tous les voisinages de g) ; comme a 
partir de P<1> ils contiennent tous leurs points limites, 
g leur appartient a tous. On voit d'autre part sans peine 
que l'ensemble des points tels que g est parfait. II est done 
possible de decomposer P<1l en un ensemble denombrable R 
et un ensemble parfait S : 

P<1l • R + S (2) 
La formule l1) dans laquelle pee> est evidemment un en­
semble parfait puisque commun a tous les derives, oblige 
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a identifier R et � [J>(y) - .Plr+ 1>J ' done y ne pareourt 
qu'une infinite denombrable de nombres de la classe II,  
il, y a un plus petit ordinal at pour lequei : 

.P<«> ... P<"' + 1> ,. S 

Ainst l'aboutissement a un ensemble parfait remplaee le 
pareours effeetif de la totalite de la classe II : rapport qui 
pouvait sembler de favorable au�re pour l'hypothese sur 
le continu. En effet un dernier resultat donnait au pro­
bleme son aeuite maximum : tout ensemble parfait a la 
puissanee du eontinu. La demonstration s' effectuc sur le 
cas particulier de !'ensemble parfait non dense (decouvert 
par Du Bms REYMOND) : les intervalles contigus a cet en­
semble P forment dans l'intervalle global un ensemble de­
nombrable partout dense et chaque point de P peut etre 
defini de fa�on univoque par une suite convergente de ces 
intervalles (il est limite de suites d'extremites) . Si done on 
met en eorrespondance biunivoque les intervalles con­
tigus a P et !'ensemble des nombres rationnels de l 'inter­
valle (o . . .  r) ,  a tout nombre reel dans (o . . .  r ) ,  defini par une 
suite de nombres rationnels, correspondra de fa�on um­
voque un point de P defini par la suite homologue d'inter­
valles - et reciproquement. D'autre part tout ensemble 
ferme - e'est-a-dire contenant ses points limites -- peut 
etre considere comme le rer derive d'un ensemble : Il est 
done ou denombrable ou de puissance du eontinu. Pour 
toute une categorie d'ensembles est done demontree l 'hy­
pothese de la dualite des puissanees. Puisque la puissance 
de la dasse II vient immediatement apres le denombrable, 
si elle etait identique a celle du eontinu, il n'y en aurait 
bien que deux. D'autre part si l'on pouvait construire effeeti­
vement un ensemble ferme ayant la puissance de la classe II, 
en vertu de l'egalite (2) le probleme serait resolu. « Comme 
VOUS le voyez, eerit CANTOR a MITTAG-LEFFT..ER en r884, 
tout revient a definir seulement un seul ensemble ferme 



94 PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE 

ayant la 2e pmssance (1 ) .  1> C'est a quo1 ll s'acharne pendant 
toutes ces annees, atta.quant le probleme surtout du biais 
de la tbeorie des ensembles de points, priviJegiant parmi 
ceux-ci toujours les ensembles fermes, traversant d'atlleurs 
parfois des crises de doute qui lui font contester la possibi­
lite d'egaler continu et puissance d'une classe quelconque 
de nombres transfmis (2 ) . 

Dans cette periode de regroupement et de systematisa­
tion, plutot que de creation, apparait cependant un resultat 
nouveau sur les puissances (8 ) : la demonstration par le pro­
cede de la diagonale que !'ensemble des fonctions d'une va­
riable a une puh.sance superieure a !'ensemble de variation 
de son argument.On a vu que Du Bm� REYMOND employait 
deja de fac;on intuitive le procede de la diagonale en 1876. 
CANTOR part du cas oit !'ensemble de variation de !'argu­
ment est I' ensemble des entiers : le systeme des fonctions pre­
nant deuxvaleurs sur cet ensemble est alors celui desnombres 
reels, nouvelle demonstration du theoreme de 1874. Mais le 
procede peut se generaliser a n'importe quel ensemble base ; 
c'est le troisieme procede de depassement, plus efficacequele:, 
deux autres puisque non restreint a une suite denombrable, 
comme le premier, ou a une suite bien ordonnee comme 
le deuxieme, qui utilise l'indepcndance relative des deux 
variables : l' ensemble des fonctions etant suppose coordonne 
a celui de I' argument, ii est toujours possible de definir une 
nouvelle fonction par la propriete d'avoir, pour un argument 
quelconque, une valeur differente de celle prise par la fonc­
tion coordonnee a cet argument. CANTOR n'envisage comme 

( 1 )  L. du 26 aoilt 1 884, ScHmNFLIES (II), p. 1 7 .  
( 2 )  L. du 14  novembre a MITTAG LEFFLER : • Heureusement je n'ai utilise 

nulle part cette affirmation [ que le continu a la puissance de la classe II ] 
comme moyen de demonstration . . .  J 'ai trouve une demonstration rigoureuse 
que le continu n'a pas la puissance de la classe II et bien plus qu'elle n'a 
aucune puissance exprimable en general par un nombre. » Cf. CANTOR­
DEDEKIND (I), p. 5 ·  

(3 )  CANTOR (XXV) . 
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autre application que le depassement du continu : c'est I' en­
semble de toutes les fonctions d'une variable reelle. Qu'il 
y ait dans le procede exactement la reponse a la question 
posee en r882 par les resultats memes : y a-t-tl un moyen 
regulier pour engendrer des puissances successives, en par­
ticulier pour le passage entre les deux puissances connues 
(dont la mise en presence exigeait qu'il y ait determination 
de leur rapport ?) done inutilite de faire le detour des classes 
d'ordinaux transfinis, ii ne semble pas le remarquer. Bien 
plus, ii s'appuie, pour confirmer « que les puissances n'ont 
pas de maximum », sur la demonstration, obtenue « par de 
tout autres moyens » que « le systeme de toutes les puis­
sances si nous les envisageons ordonnees suivant leur gran­
deur forme un ensemble bien ordonne de sorte qu'a toute 
puissance correspond dans la nature une puissance imme­
diatement superieure, mais aussi a toute suite croissante 
illimitee de puissances une qui la depasse immediate­
ment ( 1) ». Tant etaient forts a la fois l 'attrait de !'opera­
tion du bon ordre et la confiance dans l'hypothese du con­
tinu. Aucun des trois principes presidant a l 'engendrement 
des classes d'ordinaux transfinis ne permet d'ailleurs de 
prouver la derniere affirmation, c'est-a-dire d'atteindre seu­
}ement la classe d'ordinaux qui a pour numero d'ordre 6), 
C'est !'obsession imaginative du processus engendre par 
I' operation de la derivation : le lien entre les developpements 
de la theorie qui en naissent et le probleme effectivement 
pose par la decouverte des deux puissances appar c1.it done 
cette fois contingent ; ii s'agit de deux manieres radicalement 
differentes d'envisager. les ensembles, aucun probleme effec­
tivement pose n'assure qu'il y ait communication de l'une 
a l'autre. 

( 1 )  Ibid. , p. 280. 
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* * * 

De la une dualite latente, un malaise sous-jacent dans 
la systematisation de la science de l'infini a laquelle est 
consacre le reste des travaux cantoriens. II s'agit, comme 
le note ZERMELO (1 ) ,  uniquement « de developpement » et 
de precision d'idees dont la « quintessence » se trouve dans 
les six memoires de 1883-1884. D'une part tMorie de l'infini 
actuel comme fondement de !'edifice, d'autre part les deux 
arithmetiques cardinale et ordinale du transfini, avec, s'a­
joutant a la seconde, la nouvelle tMorie des types d' ordre. 
La caracteristique de ces derniers exposes est d'achever 
!'identification entre puissances, nombres transfinis d'une 
part, nombres de l'arithmetique ordinaire d'autre part : les 
regles de calcul simplement indiquees en 1883 sont deve­
loppees et precisees, le rapport aux collections d'objets est 
pose comme le meme que pour les nombres finis. 

TMorie realisee de l'infini actuel qui se poursuit a travers 
la correspondance rassembiee dans les Communications sur 
la doctrine du transfini. Comme le fait observer FRAENKEL, 
a aucun moment ii ne s'agit d'une construction arbitraire 
de theorie abstraite justifiee par la seule non contradiction 
de ses axiomes. CANTOR avait bien fait, en 1883, la distinc­
tion entre realite immanente OU intrasubf ective et realite 
transiente OU transsuf.fective, la seconde reservee aux ob­
jets de la physique, tandis que les objets de la matM:nia­
tique « dont !'essence est la Jiberte » (2) ne peuvent pre­
tendre qu'a la premiere, puisque leur creation n'est liee que 
par « la restriction, qui va de soi, que leurs concepts soient 
non contradictoires ». Mais dans le meme passage apparait 
aussi un nouveau critere pour qu'a « l'arbitraire soit laisse 
le moindre jeu . . .  , chaque concept matMmatique porte en 

( 1 )  CANTOR (XXVIII),  p. 246. 
(2) CANTOR IXV),  p. 182. 
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Jui Je correctif necessaire ; est-ii infructueux ou incom­
mode, il le manifeste bientot par son caractere inutilisa­
ble (1 ) ». Cette fecondite ou sterilite possible n'a-t-elle pas 
son fondement dans la nature, meme la nature physique ? 
A cote de ses applications a la mecanique, a la phy�ique, 
a la biologie - sur lesquelles CANTOR revient a plusieurr re­

prises-la justification de la theorie est dans le fait de I' exis­
tence d 'ensembles infinis, comme les points rationnels ou 
irrationnels d'une droite. Des definitions de la puissance, 
puis des nombres ordinaux et cardinaux le montrent 
assez : « j 'entends par fruissance ou nombre cardinal d'un 
ensemble M, ecrit-il a LASSV\'ITZ en 1884, le concept univer­
se! ou generique (universale) que l'on obtient en faisant 
abstraction pour ] 'ensemble aussi bien de la constitution Ele 
ses elements que de toutes les relations que ces elements ont 
entre eux ou avec d'autres choses done en particulier aussi de 
l'ordre qui regne entre eux, et ne considere que ce qui est 
commun a tous les ensembles equivalents a- M (• ) .  » II ne 
s'agit meme pas d'une definition par postulats, relative a une 

operation - !'application - comme semble l'indiquer la 
demiere phrase. Ailleurs - meme memoire - la puissance 
de I' ensemble est le « concept general dans lequel les elements 
comme des sortes d'uns sont reunis en un tout unifie, de 
sorte que chacun d'eux n'a pas de rang privilegie (8 ) ». De­
finition reprise en 1897 - contre laquelle pouvait s'elever 
ZERMELO (' ) parce qu'impropre a fonder une science abs­
traite - mais caracteristique de la theorie en tant que 
realiste : « le nombre cardinal est lui-meme un ensemble de­
termine forme de la reunion de simples uns qui a son exis­
tence dans notre esprit comme image intellectuelle ou pro -

(I)  Ibid. 
(2) Lettre publi6e in CANTOR (XXIII), p. 387. 
(3) Ibid., p. 379. 
(4) CANTOR (XXVIII), p. 351 .  

7 
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jection de !'ensemble M (1 ) ». Si les uns forment une plu­
ralite quoique rien ne les distingue plus entre eux, c'est 
qu'ils ne sont que la silhouette incolore des objets concrets 
eux-memes pour lesquels on tient compte du fait qu'ils 

sont di.,tincts, en negligeant le contenu de cette distinction. 
D'ou l'importance de la question qu'il y ait effectivement 
un infini actuel, la recherche des cautions dans l'histoire , 
depuis PYTHAGORE. D'ou egalement le rejet de l'infini­
ment petit actuel dont STOLZ (2) ,  Du B01s R.EYMOND (8 ) 
et VERONESE (' ) essayaient de faire la theorie. Non pas 
seulement les difficultes techniques de celle-ci, l'impossi­
bilite, par exemple, d'utiliser la division par nombres trans­
finis puisqu'on n'obtient pas de resultat univoque, mais 
surtout l'origine intuitive de la thoorie des ensembles et 
!'exigence de ces methodes protestent contre toute assimi­
lation (5) . Elle part, note FRAENKEL, « du concept dans une 
certaine mesure intuitif d'ensemble . . .  la mise en ordrP. [des 
nombres transfinis] et les lois du calcul sont par suite non 
pas decidees par des actes arbitraires de definition, mais 
dans une certaine mesure decelees dans la nature, avec leur 
structure imposee. Ainsi apparaissent les regles de calcul 
tres Mterogenes entre elles pour diverses especes de nom­
bres qu'il n'y aurait eu, a priori, aucune raison de poser 
ainsi et . . .  [auxquelles] . . .  par des considerations philosophi­
ques sur l'infiniment grand on ne serait certainement pas 
venu {6} ». Parmi ces lo�, l'une des plus importantes est 
celle qui pose une limite a toute suite de nombres croissants, 
loi qui est une sorte d'extension de l'acte de compter : 

(I) CANTOR (XXVI) ,  p. 283. 
(2) STOLZ (II) . 
(3) Du Bois REYMOND (IX) . 
(4) VERONESE (I) . 
(5) • Le  fait de !'existence des nombres infiniment grands est done si peu 

une raison pour !'existence des grandeurs infiniment peti'.es que bien plus 
justement avec �·aide de ceux-Jli. l'impossibilit6 de ceux-c1 est demontree. • 
CANTOR. (XXIII) , p. 408. 

(6) FliENKEL (X), p. u8-u9. 
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definir apres toute suite infinie un nombre immediatement 
superieur, affirmer en quelque sorte I' empire sans borne des 
nombres, axiome d'ARCHIMEDE prolonge. D'ou la seconde 
raison pour rejeter l'infiniment petit : il ne s'insere que dans 
un systeme non archimedique. « Ce qu'on appelle l'axiome 
d' Archimede n'est pas un axiome, mais une proposition de­
coulant avec une necessite logique du concept de grandeur 
lineaire (1 ) .  » 

Les lois naturelles du calcul avec les nombre cardinaux 
supposent done au prealable une definition des rapports 
des ensembles entre eux lorsqu'on fait abstraction de l'or­
dre : ainsi sont introduites en r895 les notions de partie 
d'ensemble - restreinte au cas de la vraie partie (c'est-a­
dire distincte du tout) - de reunion, ou ensemble somme 
(restreinte a la reunion d'ensembles sans elements com­
muns) , d' ensemble produit de deux ensemblesM etN :  ensem­
ble de tous les couples d'elements pris l 'un dans M l'autre 
dans N (definition evidemment equivalente a celle qui 
avait ete donnee en r883) ; enfin de !'exponentiation d'un 
ensemble par un autre : ensemble de toutes les f ac;ons de re­
couvrir (BELEGUNGEN) un ensemble par les elements d'un 
autre, c'est-a-dire de toutes les fonctions dont i'argument est 
pris dans le premier ensemble et la valeur dans le second. Ope­
rations concretes, que complete l'acte egalement concret de 
la coordination biunivoque des elements de deux ensembles 
equivalents. En regard, les rapports qui .;'en deduisent 
pour les nombres cardinaux de ces ensembles : de I' equiva­
lence se deduit l'egalite, ce qui doit etre demontre puisque 
le processus d'abstraction t!lefinissant le nombre est pose 
comme different du processus d'application (difference ima­
ginative, qu'il est caracteristique de voir CANTOR mainte­
nir ici) . De la relation entre ensemble et partie, les inega­
lites numeriques : « s'il n'y a aucune partie de M equiva-

(I) CANTOR (XXIII), p. 409. 
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lente a N et s'il y a une partie N1 de N equivalente a M •, 
on pose (1 ) : 

transitivite, exclusion mutuelle des 3 relations = , >, < sont 
demontrees. En revancbe « ii ne va nullement de soi 
et ne pouvait etre ici demontre que pour tout couple de 
nombres cardinaux une de ces 3 relations doive etre neces­
sairement realisee (1 ) ». C'est la premiere fois que la com­
parabilite universelle ne fait pas l'objet d'une simple affir­
mation ; les corollaires, dont l'etablissement est reserve 
avec elle, car « ils s'en deduisent immediatement », preci­
se:ht la distinction /des deux autres cas qui peuvent se pre­
senter d'un point de vue purement logique, dans les rela­
tions entre deux ensembles : 

« ii y a une partie N1 de N equivalente a M et ii y a aussi 
une partie M1 de M equivalente a N ; 

ii n'y a ni' une partie de N equivalente a M ni une partie 
de M equivalente a N (• ) .  » 

L'un des corollaires exclut la deuxieme hypotbese ; l'autre 
affirme que dans la premiere M = N :  c'est le tbeoreme de 
!'equivalence dont SCHRODER et BERNSTEIN devaient don­
ner la demonstration sans invoquer la comparabilite (' ) . 

( 1 )  CANTOR represente la puissance d'un ensemble M par ll pour rappeler 
la double abstraction (proprietes des elements et leur ordre) et son type 

d'ordre par M - puisqu'on ne fait plus qu'une abstraction. 
(2) CANTOR (XXVI), p. 285. 
(3) L. a DEDEKIND, 30 aoftt 1 899, CANTOR (XXVIll), p. 450. 
(4) La demonstration est d'ordre elementaire (cf. !'expose qu'en donne, 

en 1 898, E .  BOREL (I), p. 104-106) . Soient M, T et p :  
P N M et P c T c  M. 

Posons M - T = R T - P = Q 
L'application I de M sur P donne : 

P = I (P + Q + R) = I (P) + I (Q) + I (R) = P, + Q, + R, 
P1 = I (P1 + Q1 + RJ = I (PJ + I (QJ + I (R,) = P. + !21 + R. etc. 
en posant P, - I (P) , etc. 

Si on pose P.,, = intersection de P. P,. P1 • • •  on a : 
P = P,,, + Q, + R1 + Q1 + R1 + Q1 + R, + . . . N N p,,, + Q + R, + Q, + R1 + Q2 + R, + · · ·  = Q + P ""' T. 

puisque p,._ • - p,. = Q,. + R,. 
(HAUSDORFF (I), P· 50) . 
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Pour celle ·ci, declare CANTOR, (( sa verite ne pourra etre re­
connue que plus tard lorsque nous aurons un aper<;u de la 
suite croissante des nombres cardinaux transfinis et une 
idee de leur enchainement », c'est-a-dire apres ! 'expose de 
la tbeorie des nombres ordinaux. Di:ffi.culte dans le plan qui 
en manifeste une plus grave : le developpement, - et la 
justification interne de la theorie telle qu'elle est presentee 
exige que l'on ne fasse appel qu'aux intuitions evoquees 
par les definitions des rapports entre ensembles. Utiliser la 
theorie du hon ordre est, sinon commettre un cercle vicieux 
- puisque les resultats invoques dans la theorie ordinale 
sont prealables a !'affirmation de la comparabilite - du 
moins porter atteinte aux fondements de I' edifice : ii ne 
subsiste que si les intuitions naives originelles lui su:ffi.sent. 
D'ou le recours ulterieur a l 'axiomatisation : c'est la di:ffi.­
culte de la comparabilite, avant les paradoxes, qui en est 
la premiere raison. 

Les resultats effectifs de la theone Cardinale ne peuvent 
etre qu'assez pauvres : on se borne a retrouver les proprietes 
habituelles de !'addition et de la multiplication (commu­
tativite, associativite, distributivite) , de !'exponentiation : 

Pour aller plus loin Ia premiere distinction qui s'impose est 
celle des operations effectuees sur un nombre fini ou un 
nombre infini de termes, c'est-a-dire, puisque la theorie 
pretend etre prealable a toute discipline mathematique, 
l'etude des ensembles finis et celle de l'infini denombrable. 

La theorie de!! ensembles finis manque de rigueur. Dans 
les Communications sur la doctrine du transfini (1 ) (I884) . 
Ia definition donnee suppose deja une notion d'ordre : 
« nous entendons par ensemble fini un ensemble M qui est 
engendre par une telle adj@nction successive d' elements a 

( I )  CANTOR (XXIII) ; le memoire a ete publie en 1887 mais est date de 1884. 
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un element originairement donne, que inversement par eloi­
gnement successif des elements dans l'ordre oppose, l'ele­
ment origine peut etre retrouve (1 ) ». Cette evidente diffi­
culte est evitee par suppression de toute definition gene­
rate : les nombres cardinaux finis sont obtenus chacun a 
partir du precedent par adjonction d'un objet a !'ensemble 
qu'il denotait. On empeche par artifice que, comme indice 
du nouvel objet, figure le nombre cardinal dans sa propre 
definition, mais on ne peut eviter que l'emploi de !'induc­
tion complete pour les proprietes elementaires - comme : 
toute partie d'un ensemble ayant pour nombre cardinal v 

possede pour nombre cardinal un de ceux qui precedent v 
- represente un cercle vicieux. La seule demonstration 
effective est celle de la proposition que si un ensemble M 
n'est ,equivalent a aucune de ses parties, !'ensemble jM,el 
forme par adjonction a M d'un nouvel element e possede la 
meme propriete (1) .  En 1884 la propriete est signalee comme 
<1 caracteristique des ensembles finis », done pouvant servir 
de definition, ce que faisait deja DEDEKIND. Mais la notion 
d'engendrement est essentielle chez CANTOR. Le plus petit 
infini est construit : « I' ensemble de tous les nombres cardi­
naux finis nous offre l'exemple le plus proche d'un ensemble 
transfini ». II est celui dont le nombre cardinal est le plus 
petit ; en effet tout ensemble transfini possede un sous-en­
semble qui lui est equivalent : tl suffit d'observer que la 
suppression dans un ensemble transfini d'un nombre fini 

d'elements laisse toujours la possibilite d'en supprimer un 
autre ; !'ensemble de toutes les suppressions est done !'en­
semble des nombres cardinaux finis, c'est-a-dire le denom­
brable. La propriete caracteristique du transfini est intui­
tive pour le denombrable : on peut supprimer un element de 

( 1 )  Ibid., p. 415,.. 
(2) Le raisonnement employ� est exactement celui qui sert a DEDEKIND 

in DEDEKIND (III) . 
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1 '  ensemble sans que sa puissance change, il est done equi­
valent a une de ses parties. Propriete qu'il transmet a tous 
les ensembles transfinis puisqu'il en est sous-ensemble. 
Enfin si on designe par Mo son nombre cardinal on a les 
equations : 

M. + n = Mo Mo + M. = M. M • • n = M. M • .  Mo = Mo 

Le continu, puisque ensemble, par exemple, de tous les de­
veloppements dyadiques illimites, c'est-a-dire de toutes les 
fonctions dont ! 'argument parcourt un ensemble denom­
brable et qui prennent les valeurs o et I, a pour nombre car­
dinal 2"0. D'ou en particulier une nouvelle demonstration 
de !'invariance de la puissance des continus quel que soit 
leur nombre de dimensions (fini ou infini denombrable) : 

L'etude n'est pas poussee plus loin ; aussitot se pose la ques­
tion du nombre cardinal suivant immediatement M. : ren­
voi a la notion d 'ordre. 

La premiere mention des types d'ordre est faite dans 
le memoire Sur di/fbents poi,nts de vue relatifs a l'infini 
actuel : le point de vue abstrait nous permet de saisir l 'infini 
actuel << sous forme . . .  des nombres transfinis ou sous la 
forme encore plus generale des types d'ordre transfinis » (1) . 
A la fin des Communications sur la doct,rine du transfini se 
trouve esquissee une etude generale de ces types, dont les 
nombres ordinaux ne sont qu'une espece particuliere : le 
type est « le concept universe! qui se degage d'un ensem­
ble M - si nous faisons abstraction seulement de la cons­
titution des elements, mais conservons les relations d'ordre 
entre eux ». L'elargissement de la theorie ordinal� (qui ne 
considerait que les ensembles bien ordonnes) en theorie des 

( 1 )  CANTOR (XXII), p. 372. 
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types est necessaire pour une caracterisation abstra1te du 
continu : la dissociation entre topologie et arithmetique 
transfinie s'acheve entre 1884 et 1887. S'il est possible d'e­
difier de fac;on autonome une theorie des puissances oil s'in­
sere le continu, il faut que celui-ci puisse etre, en tant que 
nombre, defini independamment de toute consideration 
geometrique : aussi bien !'operation simple de la deriva­
tion s' etait-elle montree insuffisante : la solution sera cher­
chee dans !'analyse, qu'elle amorc;ait, de l'ordre entre ele­
ments. Le memoire de 1887 ne s'occupe que de distinguer 
entre ordres multiples, contre-coup des efforts pour definir 
la notion de dimension. En 1895 CA NTOR revient au seul 
ordre lineaire et demontre les deux importants theoremes 
qui caracterisent les types de !'ensemble des nombres ra­
tionnels et du continu. 

Au prealable, une theorie generale des types : ! 'operation 
correspondant a !'application dans la theorie cardinale et 
definissant l'egalite des types est !'application semblable, 
conservant les relations d'ordre entre elements. Puisqu'elle 
est cas particulier de la lre, on voit qu'a tout nombre car­
dinal � correspond la classe [�] de tous les types qu'une 
application non semhlable transforme les uns dans les 
autres. De  la deux nouvelles notions : celle de type inverse, 
ou conjugue - deja introduite en 1887 -· obtenu en inver­
sant toutes les relations d'ordre dans un ensemble : ainsi 
!'inverse du type w de I' ensemble des nombres entiers ranges 
par ordre de grandeur est *6) type de !'ensemble des nom­
bres entiers negatifs ranges par ordre de grandeur. Celle 
d' automorphisme : application semblable d'un ensemble 
sur lui-meme distincte de l'identite ; certains types 6) (en 
general tous les types d'ensembles bien ordonne�) ne per­
mettent pas l'automorphisme, au contraire celui de !'en­
semble de tous les entiers (negatifs et positifs) , des nom­
bres rationneb, etc. (en general ceux qui ne definissent 
ni premier ni dernier element) sont applicables d'une infi-
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nite de manieres sur eux-memes. L'addition et la multipli­
cation se definissent comme pour les ordinaux en 1883 ; 
pour le produit nouvelle presentation : si M est le multipli­
cande, N le multiplicateur, on considere I' ensemble des ele­
ments m,. parcourant pour chaque indice n un ensemble 
semblable a M, l'indice parcourant N et l'ordre introduit par 
lui l'emportant sur l'ordre entre 2 elements m et m' de M; 
on peut ainsi generaliser au produit de k facteurs, !'ele­
ment est de la forme m,. . Comme on voit immediate-Pq . · . 
ment, !'addition n' est pas commutative non plus que la mul-
tiplication ; toutes deux sont associatives et la multiplica­
tion possede la distributivite du multiplicateur : 

M. (N + P) = M. N + M . P 

Le type 'll de rensemble des nombres rattonnels ranges 
par ordre de grandeur est defini par les 3 proprietes : 10 ap­
partenir a la classe [M.J ; 2° n'avo1r ni premier m dernier 
element ; 3° etre tel qu'entre 2 elements de !'ensemble l'or­
dre en insere d'autres : densit-:. La 3e propriete est la pre­
miere transposition abstraite d'une propriete topologique. 
La demonstration que tout ensemble possedant ces trois pro­
prietes est semblable a l 'ensemble des nombres rationnels 
s'effectue grAce au procerle qui avait procure !'application 
du continu sur tout ensemble parfait non dense : la pre­
miere etape realisait une apphcation semblable de l'en­
semble des nombres rationnels sur celui des intervalles con­
tigus a I' ensemble parfait non dense. lei ce dernier ensemble 
est remplace par un ensemble quelconque M possedant les 
trois proprietes de la definition : la 3e propriete, densite, per­
met de coordonner progressivement (la possibihte d'une 
coordination progressive venant de la rre propriete : les 
deux ensembles peuvent etre ranges en une suite numerotee 
par les entiers positifs) , en respectant l'ordre, a tout nombre 
rationnel un element de M et un seul, et reciproquement 
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de prouver que tout element de M est ainsi pris dans la 
coordination. 

Pour atteindre le continu, CANT<:'R decalque de meme 
dans l'abstrait ses raisonnements sur les nombres reels : 
aux suites convergentes fondamentales definissant un nom­
bre irrationnel correspondent ici des smtes fondamentaJes 
abstraites croissantes ou decroissantes : l 'ordre d'un en­
semble etant conserve entre les elements des ensembles 
partiels distingues en son sein, ceux-ci possedent par la 
meme un type d'ordre determine (en general distinct du 
type de !'ensemble total} ; on appellera suites fondamen­
tales croissantes les ensembles partiels de type c.>, suites 
fondamentales decroissantes Jes ensembles de type *c.>. 
Deux suites, croissantes on decroissantes toutes deux, sont 
conjuguees si a tout element de l'une correspond dans l 'au­
tre un element superieur dans l 'ordre. Lorsque l'une est 
croissante et l'autre decroissante, elles sont conjuguees : si 
tout element de la rre precede tout element de la ze et si 
entre elles l 'ordre insere au maximum un element de ! 'en­
semble total M etranger a chacune d'elles. Une suite fon­
damentale possede dans M un element limite -- OU element 
principal dans M - s'il existe un element m0 tel que pour 
tout element a. de la suite on ait : 

a. � m. (suite croissante} ou a. �  m. (suite decroissante} 
et que, si pour tout element m � m. dans le rer cas, m � m. 
dans le ze, on puisse trouver dans la suite un rang v0 tel que 
pour tout v> v0 on ait : = 

m � a. dans le r er cas 

On voit qu'une suite fondamentale - avec toutes les suites 
qui lui sont conjuguees - ne peut posseder qu'un seul ele­
ment limite et que dans !'application semblable les carac­
teres suite fondamentale et element limite sont invariants. 
Enfin les notions de densite en soi , fermeture, perfection 
subissent la meme transformation abstraite : un ensemble 
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ordonne est dense en soi si tous se� elements sont elements 
principaux, ferme s'il contient un element limite pour toute 
suite fondamentale, parfait s'il est a la fois dense en soi et 
ferme. D'ou la caracterisation du type e du continu Jineaire : 
c 'est un ensemble ordonne M :  10 parfait ; 2° contenant un 
ensemble S denombrable dense dans M. En supprimant 
de S le premier et le dernier element s'ils existent, ce qui ne 
change pas la propriete de S utilisee dans l'enonce, on voit 
que S a le type "l · La demonstration reproduit la 2e par­
tle de la demonstration appliquant le continu sur un en­
semble parfait non dense. L'application semblable de S sur 
!'ensemble R des nombres rationnels etant realisee d'apres 
le rer tbeoreme, on determine la correspondance entre les 
autres elements par celle deja etablie entre les suites fonda­
mentales d'elements de R et de S dont ils sont respective­
ment elements limites. Comme le remarque ZERMELO (1) ,  
la demonstration est plus simple avec la definition DEDE­
KIND du continu comme ensemble ordonne sans saut (c'est­
a-dire dense) ni lacune (c'est-a-dire tel que toute coupure 
soit determinee par un element) . D'autre part la 1re pro­
priete exigee de e est trop forte ; i1 suffit de le deftnir comme 
ferme puisque d'apres la 2e propriete il est dense et que la 
densite entraine evidemment la densite en soi (•) . 

Le premier objectif de la theorie du hon ordre est I' etablis­
sement de l'universelle comparabilite des ensembles bien 
ordonnes. II est atteint grace ' a la notion de segment : en­
semble des elements precedant dans l'ordre un element 
d'un ensemble ; le complementaire du segment est son 
re.�te. Le caractere unique d'un segment dans un ensemble 
- impossibilite d'etablir une application sembJable entre 

(1 )  CANTOR (XXVIII). p. 354. 
(2) Si entre deux elements d'un ensemble ii y en a toujours d'autres, 

tout point sera point limite. 
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lui et, soit I' ensemble tout entier, soit un autre segment ­
est demontre un peu longuement par CANTOR : ZERMELO 
simplifia depuis, gra.ce au theoreme que, dans toute applica­
tion semblable d'un ensemble bien ordonne sur une de ses 
parties . aucun element ne peut etre applique sur un ele­
ment qui le precede (1 ) .  Comme la similitude est transitive, 
il n'y a qu'un moyen d'appliquer semblablement un en­
semble M sur un autre N ou sur un de ses segments N. La 
mise en correspondance des segments d'un ensemble M avec 
ceux d'un ensemble N -- par application semblable des seg­
ments homologues l'un sur l'autre - definit une applica­
tion semblable de M sur N et reciproquement. 

Enfin le resultat cherche ; etant donnes deux ensembles 
bien ordonnes M et N, trois cas seulement sont possibles : 
ou M est semblable a N, ou M est semblable a un segment 
de N, ou N a  un segment de M. Qu'ils soient chacun sem­
blables a un segment de l 'autre est impossible en vertu des 
theoremes precedents. Qu'ils ne soient ni semblables entre 
eux, ni l 'un semblable a un segment de l'autre est egale­
ment exclu : en effet si tous les segments de M ont des 
homologues semblables dans N et reciproquement on a vu 
que la similitude de M et N s'en deduirait ; si un segment 
de M n' a pas d'homologue semblable dans N il y en a un 
plus petit M1 , jouissant de cette propriete : ou bien tout 
segment de N a  un segment semblable dans M (done dans 
M1 ) done Mi est semblable a N ;  OU bien ii y a  egalement 
des segments de N sans homologue semblable dans M, soit 

(1 ) En efiet, le sous-ensemble des elements jouissant de cette propriete 
possederait un premier element a, done on aurait (/ etant la fonction appli­
cation) : 

I (a) = a' � a ;  

done comme !'application est semblable / (a') � f (a) = a' done !'element a' 
precedant a jouirait de la propriete, contrairement a la definition de a. 
On voit qu'une application semblable d'un segment sur un autre segment 
du m�me ensemble produirait ce resultat. 



THEORIE ABSTRAITE DES ENSEMBLES 109 
Ni le plus petit : Mi et Ni sont sembJables '.(puisque par 
hypothese tous les segment'> plus petits, done tous leurs 
segments, s'appliquent semblablement les uns sur les autres) 
contrairement a leur definition. 

Par la comparabilite des ensembles, est en meme temps 
definie ceJle des types d'ordre ou nombres ordinaux, qui les 
denotent : une et une seule des trois relations (i ) = ,  > ,  < 
existe necessairement entre deux d 'entre eux. L'arithmetique 
transfinie qui en decouleprocure les trois derniers objectifs du 
memoire : demonstration que tout ensemble de nombres ordi­
naux ranges par ordre de grandeur est bien ordonne ; regles 
precises de calcul et de decomposition canonique d'un nombre 
en un produit de facteurs irreductibles ; enfin exploration 
de la classe II avec l'un des resuJtats les plus interessants, 
definition des nombres c . Mais des ce moment se manifeste 
la gene introduite par la decouverte du paradoxe de Bu­
RALI-FORTI : a aucun des raisonnements faits ici n'est accor­
dee sa portee veritable ; sauf la definition generale des ope­
rations, qui reproduit les definitions donnees pour les types 
d'ordre, avec en plus chaque fois la demonstration que I' en­
semble resultat est egalement bien ordonne (ce qui est evi­
dent aussi bien pour le produit que pour la somme) , toutes 
les considerations sont restreintes aux nombres ordinaux 
de la classe II, alors que la plupart seraient immediatement 
valables pour les ordinaux de n'importe quelle classe. Ainsi 
! 'ensemble de tous les ordinaux inferieurs a un nombre 
ordinal donne at est bien ordonne et de type at : soit M un en­
semble bien ordonne de type at ,  a tout nombre at' < at corres­
pond un segment de M et reciproquement, les elements de­
terminent les segments de M, et les nombres inf�rieurs a at 
peuvent done etre mis en correspondance biunivoque, appli­
cation qui conserve evidemment l'ordre. Si on considere 

( 1 )  Nous remplacerons d�rmais la relation --:: par < puisque le nombre 
ordinal a tous les caract�res d'un nombre. 
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un ensemble quelconque P de nombres ordinaux transfi.nis 
(�n particulier la cla.s.se II) ,  !'intersection de chacune de ses 
parties (et de P lui-m�me) avec le segment determine par 
un element de p possede un 1er element qui est evidemment 
aussi 1er element de la partie (ou de P) done p t:St bien or­
donne. 

I.es operations n'avaient en principe ete defi.nies que 
pour un nombre fini de termes : on voit sans peine que la 
reUnion d'une suite infi.nie d'ensembles hien ordonnes est 
bien ordonnee ; de la, en particulier, les notions de suite 
fondamentale (c'est-a-dire croissante) de nombres ordi­
naux et de limite correspondante : soit une suite cx 1 , 111 , • • •  ; 
si on fait la somme : 

� = IX1 + (111 - «1) + («a - «1 ) + • •  • 

� est un nombre ordinal superieur immediatement a la suite, 
c'est-a-dire tel que tout 11, < � et que pour tout nombre 
y < � ii y a  des 11, > y, on posera : 

� = Jim IX y .  
v 

Tout nombre de la classe II est obtenu soit par adjonc­
tion de 1 a un nombre deja connu (il est dit de 1re espece) , 
soit par passage a la limite d'une suite fondamentale 
(2e espece) : de chaque fa�on on a done le nombre qui suit 
immediatement les nombres deja poses (on reconnatt les 
deux principes d'engendrem�nt du memoire de 1883) . 

L'exponentiation n'avait ete defi.nie que pour le c� 
d'exposants finis, au dela. !'intuition ne peut servir. C'est 
alors qu'intervient pour la premiere fois la recurrence 
transfi.nie. « 11 y a une et une seule fonction complete­
ment determinee / (F.) de la variable F. [parcourant la 
classe II] qui satisfait aux conditions suivantes (r et a 
etant des constantes, 8 > 0, y > 1) : 

1) / (o) = a  
2) si F.' < F." I (F.') < I (F.") 



THEORIE ABSTRAITE DES ENSEMBLES I I I 

3) pour tout � I (� + I) = I (�) .y 
4) si jq est une suite fondamentale quelconque, I/ (� ) I 

est aussi une suite fondamentale et si on a : 

lim � = �  on a Iim I (q = J (�) . » 
v 

La demonstration se fait par induction trans:finio : pour les 
� finis (� = r, 2, 3 . . . ) on obtient de proche en proche /(�) 
gr�ce a la condition 3) ; et la condition 2) procure pour / (ta>) 
et de fac;on generale pour tout nombre de 2e espece des suites 
fondamentales qui determinent / de fac;on univoque. Le 
hon ordre garantit } 'extension du procede a toute la 
classe II : si des nombres y echappaient, ii y en aurait un 
plus petit ar;, mais les deux procedes 3) et 4) permettraient 
alors de calculer / (ar;) ; On voit la dependance de la nou­
velle induction par rapport aux deux principes d'engen­
drement (qui impliquent la notion de bon ordre) : toute 
propriete qu'ils laissent invariante sera demontrable par 
elle. 

Si on pose 3 = I on ecrit : 

I (�) = r' ; 
en effet dans le cas· de � :fini on retrouve bien la defini­
tion ordinaire ; d'autre part les proprietes caracteristiques 
sont conservees : 

y'l, ye = y'l + E (y'l)' = y'l·' ; 

pour demontrer la rre egalite il suffit en effet de poser a = y'l 
et de considerer la fonction I {�) = y'l+ E : on voit que y'l,ye 
satisfait aux quatre conditions ; on a done l'egalite en vertu de 
l'unicite ; de meme pour la 2e, si on pose a = I et si on rem­
place r par y'l, D'une fa�on generale toute fonction satisfai­
sant aux quatre conditions est de la fonne : 

I (�) = a . re . 
Les regles du calcul se caracterisent par leur harmonieuse 

simplicite, qui decoule de la distributivite du multiplica-
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teur dans la multiplication et de la propriete de la somme. 

ar; + !i = li  si at < li 

on en deduit d'abord la forme normale univoque sous la­
quelle peut se mettre tout nombre de la classe II .  

ar; = w"'ok0 + m«1k1 + . . .  + w"'r,'l, \I} 
ou les k0 , k1 • • • k, sont des entiers finis, les ar;0 • • •  ar;, des 
nombres de la yre ou de la 2e 

·
classe tels que : 

11 suffi.t de proceder de proche en proche : parmi les nom­
bres i; tels que wE > ar; ,  il y en a un plus petit Ii ,  qui est de 
1re espece, on pose Ii = �. + I ; on a done : 

et la 2e inegalite montre qu'il y a un plus grand nombre 
fini k0 tel que : 

on obtient done : 

et ainsi de suite : !'operation ne peut se renouveler qu'un 
nombre fini de fois puisque la suite ar; > ar;' > . . .  est d

_
ecrois­

sante. 
ar;0 est appele le d�gre de at . D'ou la definition desquatre ope­

rations effettuees sur les formes normales ; dans !'addition 
ne sont conserves du 1er sommant que les termes de degre 
superieur au degre du 2e : 

ar; + Ii = w«ok0 + . . .  + m"'pk + wl">..0 + . . .  + wPa>..,. p 

Dans la multiplication si le multiplicateur est de 2e espece 
(Ii., > o) on a :  

ar; Ii = w«o+ Po>., + . . •  + w"'o+ PO'>.,, = w"'o(i ; 

si le multiplicateur est de 1re espece, en vertu de la distri-
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butivite tous les termes du multiplicande paraissent : 
(!3cr = o) 

a: (3 =c.>°'o+ �o>..0+ • • •  +c.>°'o+ �cr-1)...,_1+c.>°'ok0>...,+c.>°'1k1 + • • .  +c.>°'Tk T 
Enfin pour ! 'exponentiation si l'exposant est de 2e espece : 

si l'exposant est de rre espece.: f3 = (3 1 + >...,, f3 '  etant de 2e es­
pece, 

De la 2e regle de la multiplication se deduit la decomposi­
tion univoque d'un nombre en ses facteurs premiers ; on 
pent, en effet, ecrire a: sous forme du produit : 

a: = ( c.>°'1k1 + • • . + c.>°'T kT) ( c.>°'o-«1k0 + I) 

En iterant jusqu'a a:T on obtient done : 

Et comme, suivant la meme regle : 

si on pose r. - a:T y1 = a:T-1 - a:T, etc. ,  on obtient la de­
composition canonique : 

a: = c.>T.kT (c.>T1 + r) kT-1 (c.>T1 + r) kT-• • • •  (c.>TT + r) k. 

Si on ne retient des conditions pour !'exponentiation que 
2) et 4) on definit ce que HAUSDORFF (1 ) devait appeler les 
fonctions normales. Elles se caracterisent par l'interessante 
propriete de posseder des nombres critiques. Pour tout ar­
gument � d'une telle fonction on a : 

/(�) > � 

(sans quoi f determinerait une application semblable de la 

(I) HAUSDORFF (I), p. U .�. 
8 
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classe II sur elle-meme ou un element serait applique sur 
un element qui le precede) . Les nombres critiques sont ceux 
pour lesquels : 

/(�) = � 

CANTOR n 'etudie que la seule fonction YE - mais ses ra1-
sonnements valent pour toute fonction normale - : les 
nombres critiques correspondants sont les nombres-c. Leur 
existence est demon tree par une construction (et resulte 
immediatement des proprietes des suites fondamentales) 
soit un nombre ix qui ne soit pas critique : 

/(ix) > IX 

en posant ix1 = /(ix) ix2 = /(ix1 ) ,  etc. ,  . . . on obtient une suite 
fondamentale (propriete 2) . Sa limite (propriete 4) est 
donnee par : 

/(� ) = / (lim ix.) = lim /(ixv) = lim °'v +1 = � 
v v v 

� est le rer nombre critique superieur a ix. On voit immedia­
tement (1 ) en effet qu'il ne peut y avoir d'autre nombre 
critique entre ix et � .  d'autre part que le rer nombre critique 
apres � est obtenu par le meme procede en posant ix = � + r , 
enfin que toute suite fondamentale de nombres critiques 
a pour limite un nombre critique. L'ensemble des nombres 
critiques relatifs a une fonction donnee s'obtient done par 
deux pr ocedes semblables aux deux principes d'engendre­
ment des nombres de la classe II : il est bien ordonne et sem­
blable a celle-ci. Pour la fonction yE, quel que soit y, en vertu 

( 1 )  En effet, on aurait, comme « < y < jl, /(«) = «, < I (y) = y de meme 
... < y, etc., . . .  done lim «v = II < y. Par suite, comme II + I suit immediate-

• 
ment jl, s'il y avait un nombre critique entre p et ce nouveau nombre, il serait 
6galement entre p + I et lui, ce qu'on vient de voir etre impossible. Entin 
soit la suite p1 p1 • • •  jlv • • •  de nombres critiques, on sait qu'on a : 

f (lim Pv) = lim f (jlv) = lim Pv 
done lim Pv est un nombre critique. 

v v 
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de l a  formc canonique des nombres de l a  classe I I ,  il n'y a 
qu'un ensemble de nombres critiques, dont on obtient le 
plus petit £0 en posant y = Ci) : £0 est evidemment la limite 
de la suite : 

Pour tout nombre IX inferieur a un £ on a Jes trois egalites : (1 ) 

ex£ = £ a;E == e .  

Telle est cette theorie des ordinaux transfinis - dernier 
etage de ] 'edifice cantorien - dont l 'harmonie, la purete de 
lignes devaient exciter !'admiration d'HILBERT. On a vu 
qu'elle decoule tout entiere - une fois admises Jes defini­
tions intuitives de la somme et du produit de deux ensembles 
bien ordonnes - d'un approfondissement des relations 
etablies par Jes deux principes generateurs des ordinaux. La 
simplicite des resultats vient de !'unite interne des me­
thodes. Mais de Ia aussi un divorce avec la theorie cardi­
nale des ensembles, avec Jes problemes poses initialement : 
I' application semblable est decidee par une Joi ; la notion de 
puissance est purement descriptive ; il s'agit de prouver 
une correlation biunivoque possible entre systeme de taus 
les ob jets jouissant des proprietes A et B. Sans doute la defi­
nition des ordinaux de la classe II permet-e11e d'atteindre 
une nouvelle puissance : grace au 3e principe d'engendre­
ment on a l 'espoir de construire une echelle exhaustive des 
puissances. Mais ce principe, on l'a vu, n'est que negatif ; 
en realite la definition de la suite des puissances obeit a 
deux nouveaux principes : le rer fonde sur le theoreme que 
toute classe de taus Jes ordinaux denotant Jes ensembles 

( 1 )  Soit czo le degre de ex, le degre de c = w• est c, done ex a un degre infe­
rieur a c, done ex + c = a:, de meme '"• + £ = £. D'autre part : 

er; & = a. wE = w«0 + E = w' = e 
done aussi : '"• c = £. Enfin : 
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d'une certaine puissance a possede la puissance immediate­
ment superieure ; le 2e, transposition du 2e principe d'en­
gendrement des ordinaux : toute suite croissante infinie 
de nombres cardinaux determine de fa�on univoque un 
nombre cardinal immediatement superieur a tout nombre 
de la suite (ainsi se definit M..,) . Mais l'utilite de l'echelle 
ainsi constituee n'apparait que si l'on est sur qu'y figure 
tout nombre cardinal, si d'autre part on a un moyen d'y 
fixer sa place. Or la theorie ordinale seule ne permet de re­
pondre ni a l'une ni a l 'autre question : l'universelle com­
parabilite, en tant que demontree entre les ordinaux, ne ser­
virait que si la 1re question etait resolue, loin qu'elle aide 
a la resoudre ; quant au 1er principe, au lieu de permettre 
une assimilation entre M1 et le continu, il repose sur un pro­
cede qui ouvre l'ere des paradoxes mena�ant de ruiner 
toute la theorie. 

En 1895, d'apres le temoignage de BERNSTEIN, (1 ) CAN­
TOR eut la premiere idee du paradoxe que BuRAu-FoRTI 
devait exposer en 1897 : !'ensemble de tous les nombres 
ordinaux (tels que les peuvent procurer les deux principes 
d'engendrement et le principe d'arr�t) ranges par ordre 
de grandeur forme un ensemble bien ordonne, qui a done 
pour type un nombre ordinal ex ; mais celui-ci ne peut figu­
rer dans la suite o car a son rang il y denoterait un segment 
de type ex (!'ensemble de tous les ordinaux le precedant) et 
o serait semblable a un de ses segments. Antinomie qui 
oblige CANTOR a restreindre son memoire de 1897 a la con­
sideration de la classe II, a laisser !'edifice inacheve. En 
1899 quelques lettres adressees a DEDEKIND {1) essaient de 
la rendre inoffensive, bien plus de l'utiliser pour resoudre le 
probleme de la comparabilite : « deja depuis deux ans je suis 

( 1 )  BERNSTEIN (I), p. 187. 
(2) Publiees in CANTOR (XXVIII), p. 443-450. 
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en possession d'une demonstration qu'il n'y a pas d'autre 
[puissance que les alephs] ; de sorte que par exemple un 
aleph determine correspond comme nombre cardinal au 
continu lineaire arithmetique. 

Le principe est la distinction entre multiplicites in...:onsis­
tantes « telles que l 'hypothese d'une reunion (ZUSAMMEN-

5EIN} de tous leurs elements conduit a une contradiction, 
de sorte qu'il est impossible de considerer la multiplicite 
comme une unite, une « chose finie », et multiplicites con­
sistantes, non contradictoires en tant que choses unes. Les 
secondes sont les ensembles dont s'occupe la theorie. Exem­
ples des premieres sont le systeme Q de tous les ordinaux 
transfinis et celui de tous les alephs, n. parce que sem­
blable a Q. Deux systemes equivalents sont OU tous deux 
consistants ou tous deux inconsistants ; toute partie d'un en­
semble est un ensemble, tout ensemble d'ensembles est un 
ensemble. Enfin, si un systeme V n'a comme puissance au­
cun aleph « on reconnait facilement qu'on peut projeter 
sur lui tout le systeme n ,  c'est-a-dire qu'il doit exister un 
systeme partiel V' de V qui est equivalent a o, V1 est in­
consistant » (1 ) ,  done V auss1 ; done tout systeme consis­
tant a pour puissance un aleph. ZERMELO aper�oit dans 
le « on reconnait facilement » un renvoi a !'intuition d'une 
bonne ordination transfinie : « visiblement CANTOR se re­
presente les elements de V successivement et arbitraire­
ment coordonnes aux nombres de a, de sorte que tout 
element de V n'est employe qu'une fois. Le procede devrait 
ou bien se terminer une fois par l'epuisement de V, et V se­
rait coordonne a un segment de o et sa puissance serait un 
aleph, contre l'hypothese. Ou, au contraire, V reste ine­
puisable, done contient une partie equivalente a a )) (1 ) .  
O n  verra pourtant que cette solution au probleme de la 

( 1 )  Ibid. ,  p. 447. 
(2) CANTOR (XXVIII), p. 45 1 .  
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comparabilite et ! 'evasion correlative de l'antinomie an­
noncent un travail analogue de VON NEUMANN {1 ) .  Mais il 
fallait pour l'entreprendre abandonner Jes considerations 
intuitives. D'ou l'echec de la tentative de 1897 ; un mois 
apres sa premiere lettre, CANTOR fait lui-meme !'objection 
decisive : . « 011 doit soulever la question d'ou je puis bien 
savoir que les multiplicites bien ordonnees. . .  auxquelles 
j 'attribue Jes nombres cardinaux : 

M., M1 • • .  M..,0, • • • M..,1 . . .  

sont aussi reellement des . . .  multiplicites consistantes. Ne 
serait. .il pas concevable que deja ces multiplicites soient 
inconsistantes et que la contradiction de l'hypothese d'une 
II reunion » de tOUS leUrS eJements ne Se SOit Seulement pas 
encore fait remarquer ? Ma reponse est que cette question 
est egalement a etendre aux multiplicites finies . . . En d'au­
tres termes : le fait de la « consistance » des multiplicites 
finies est une verite 8imple indemontrable, c'est l'(l axiome 
de l'arithmetique » {au sens ancien du mot) . Et egalement 
la « consistance » des multiplicites auxquelles j 'attribue les 
alephs comme nombres cardinaux est « l'axiome de l'arith­
metique transfinie elargie )) {1} . )) 

A ces axiomes « au sens ancien » qu'aucune evidence ne 
garantissait plus, les successeurs de CANTOR s'efforceront, 
pour maintenir l'essentiel de la theorie abstraite, de subs­
tituer dans la mesure du possible la cohesion d'une axioma­
tique moderne. Comme point de depart pour leurs efforts 
se presentaient naturellement la construction systematique 
et les methodes par lesquelles ! 'esprit algebriste de DEDE­
KIND avait ebauche un fragment de tbeorie des ensembles 
qui dut le moins possible a !'intuition. 

(1 )  V. ci-apres, p. 132. 
(2) L. du 28 aott 1899, ibid. , p. 447-448. 



CHAPITRE III 

DEDEKIND ET LA CHAINE LES 

AXIOMATISATIONS 

« II arrive frequemment que dans un systeme donne n 
d'objets OU d'eJements, tout element 6> est remplace, d'a­
pres une certaine loi, par un element determine lui corre� ­
pondant : on a l'habitude d'appeler un tel acte une substi­
tution . . .  On s'exprime de fa<;on encore plus commode si , 
comme nous le ferons , on considere cette substitution 
comme une application du systeme n et, de la sorte, ap­
pelle CJJ' l'image de CJJ , n' l'image de n .  » <c Sur cette capa­
cite de l'esprit de comparer une chose fJJ avec une chose 6>' , 
ou de mettre en relation (a) avec 6>1 • • •  sans laqueJle aucune 
pensee en general n'est possible, repose aussi , comme j 'es­
saierai de le montrer ailleurs, toute la science des nom­
bres (1 ) .  >: Tel est le premier enonce pub lie de l'idee centrale 
de Was sind und was sollen die Zahl�n ? probablement aussi 
- quoique les trois premiers brouillons soient anterieurs 
\Cchelonnes entre 1872 et 1878) - l'origine de l'entreprise, 
sous !'influence des travaux arithmetiques de DIRICHLET. La 
difference avec le point de vue de CANTOR est assez nette : 
il ne s'agit pas pour resoudre des problemes mathematiques 
de developper une nouvelle science, mais de fonder la ma­
thematique deja existante. C'est une reuvre d'analyse des 
notions, de critique logique, non de creation : DEDEKIND 
s'insere de lui-meme (1) dans la suite, inauguree par ScHRO-

(I) DIRICHLET (V) . Supplement XI (redige par DEDEKIND) , p. 470 et n.  
(paru en 1879) . 

(:2) • La paruti" ' d• ;;es memoires [ SCHRODER, Lehrbw;h der Arithmetik 
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DER, KRONECKER et HELMHOLTZ - que devaient conti­
nuer FREGE et PEANO - , des essais de reduction des 
mathematiques a la logique. « Les nombres sont de libres 
creations de l'esprit humain, ils servent comme moyen 
pour saisir la diversite des choses plus facilement et avec 
plus de precision. » Telle est la reponse a la question du 
titre. Fonder « cette partie de la logique qui traite des nom­
bres . . .  [ en n'adrnettant] rien de demontrable sans demons­
tration », te1 est l'objet de l'ouvrage. Toutefois ii ne s'agit 
pas d'« un essai de systematisation scolaire » comme ZER· 
MELO devait caracteriser plus tard le Fomiulafre de PEA­

NO (1 ) ,  mais la griffe du matMmaticien se montre des la 
methode choisie. Par « une decomposition raisonnee des 
suites de pensees sur lesquelles reposent les lois des nom­
bres » (•) ,  par la suppression de ces recours a l'« intuition 
interieure » qui n'est qu'un raccourci, et surtout la syste. 
matisation de toutes les demarches eiementaires autour 
d'un acte unique, « relier des choses "' d'autres », sera pos­
sible un travail de portee mathematique parce qu'on ne sort 
pas de I'activite mathematique. « 'Ae� o iiv9pwm� cip�el'"l�L�e� . • .  
des notre naissance . . .  par cet exercice incessant deja dans 
nos premieres annees . . .  , nous acquerons un tresor de 
ventes proprement arithmetiques auxque1les plus tard 
nos premiers maitres se referent comme a quelque chose 
de simple, evident, donne dans I' intuition interieure (1 ) . )) 
Ainsi cette experience anthmetique, analysee concep­
tue!lement, mais aussi « ramenee a une base uniftee » peut­
e11e servir de depart �ur la creation de notions nouvelles 
qui depasseront l'arithmetique. Si « en opposition a CAN-

uu der Alg1bra, KRONECKER Ubw din Zalllb1grilf, HELMHOLTZ Ziihlln uu 
Mus1n Leipzig, 1887 ] est I' occasion qui m'a determine a mettre en avant 
ma conception sous maints rapports semblable quoiqu'essentiellement 
difierente pour le fondement. • DEDEKIND ( II ) ,  t. III ,  p. 335. 

(I) ZERMELO ( II) ,  p. u5. 
(2) DEDEKIND (II), t. Ill, p. 337· 
(3) lbi4. 
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TOR » ,1 ) on peut montrer que « maints concepts en  realite 
tres complexes (comme par exemple celui du nombre 
[rtNZAHL] des objets) sont tenus a tort pour simples », leurs 
arrangements ou leurs simplifications ne permettront-ils 
pas des extensions imprevues ? 

Telle est la singularitc decisive dans l'histoire de la theorie 
des ensembles, que ses notions, quelques uns de ses resultats 
essentiels aient �te retrouves, comme involontairement, au 
det'.1ur d'une recherche sur le fondement dP. l'a.rithmetique. 
Si le tran::.fim, parce qu'echappant a !'evidence intuitive, 
reclame consolidation et definition du domame mathema­
tique, systematiquement la simple mvestigation critique 
de celui-ci pour le fini seul amene au transfini. J\lais dans 
un cas c'est l'mfim concret d'etres saisissables et s'engen­
drant au sein d'une activ1te qui ne veut pas de homes, dans 
l'autre c'est 1'mdeternunation de ! 'abstraction. Avec DEDE­
KINfl i1 n'y a plus d'ensembles effectif�. de la realit�, mai.:, 
systemes de relations entre ensembles possibles quelcon ­
ques et methodes pour les defimr. La seule analyse pro­
cure cepen<lant trois resultat. principaux : une organisation 
de la theorie generale autour de la notion d'application, 
une defimtion de l 'ordre et correlativement le fondement 
des definitions par recurrence, enfin la theorie complete des 
ensembles fini::.. 

La definition du materiel de la theorie generale est simple 
precision du b1en commun de cette epoque. « Une chose est 
tout objet de notre pensee. » Lorsque « differentes choses a, 
b, c . . . . corn;ues d'un meme point de vue, sont reunies dans 
} 'esprit, on dit qu'elles forment un systerne S ». Les choses 
a, b, c . . .  sont les elements du systeme qui « comme obj et de 
notre pensee est egalement une chose ». Enonce essentiel, 

( 1 )  Note marginale sur le premier brouillon de la preface (datee : 8 juillet 
1887) . 
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mais deja frut par Bor ZANO et CANTOR : un systeme S « est 
complctement determine si, pour toute chose, ii est deter­
mine qu 'elle soit ou non element de S ». Done deux sys­
temes qui ont memes elements sont identlques ; on dis­
tingue evidemment entre un element et le systeme forme 
de ce seul element. Cependant, malgr6 les hesitations a ce 
sujet, dont les brom:llons de 1872 a 1878 portent trace, le 
meme signe denote la relation ensemble-partie et ensemble­
eJement \1 ) . Ou plut()t la seconde semble releguee en dehors 
de la tbeorfo ; d'ou, a la fin suttout, quelques flottements. 
C'est qu'au depart au moins, comme Jes clements abstraits ne 
sont pas distinguables , seules Jes relations entre ensembles 
sont objets d'ecude : reunion, intersection et, avant tout, 
application. Pour celle-ci la difference avec !'attitude can­
torienne apparait nettement : ii ne s'agit pas d'un simple 
elargissement de ! 'operation geometnque de la projection 
-· mise en correspondance de deux realites donnees - ­
mais d'une generalisation du rapport fonctlonnel. Deux 
consequences : lo ! 'application n 'est pas forcement biuni­
voque \Ce qu'elle etait chez CANTOR puisqu'elle ne servait 
qu'a defi.nir la puissar1CeJ ; 20 suttout la seule application 
com;1deree - etudiable in abstracto - sera l 'applkabon 
d'un syste�e en lui-meme par rapport a quoi il est une 
chatne. Quel autre mode de separation, en effet, entre en­
sembles, indiscernables puisque abstraits, que la relation 
de partie a tout. A ! 'exploration des proprietes de la chatne 

est consacre tout l 'ouvrage. 
En premier lieu, fondement sur elle d11 raisonnement d'in­

duction complete . Le caractere de chaine -· relahvement 

( 1) N obs emploierons les signes modemes : mE M : m est element de M ; 
Nr::.M : N est parlie de M ;  M + N :  reunion (systeme de tous les elements 
contenus dans M et N) de M et N ; M. N intersection de M et N (partie 

commune) . En principe le systeme forme de !'element a sera l a  I Pratique­
ment, quand il n'y aura pas d'ambiguite, le systeme sera aussi designe par a. 
Ainsi la chalne du systeme I a I sera designee par ao au lieu de I a lo · 
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a une apphcahon donnee cp - est invariant par rapport a 
cette appbcahon tl'image d'une chaine est une chaine) , la 
reunion et l'intersection. D' oil la pos$ibilite de definir une 
sorte de systeme maximum ou d'enveloppe d'un sous-en­
semble relativement a l'application : c'est la chaine pro­
tre (1 ) M0, intersection de toutes Jes chaines dont M est 
partie. II importe de noter le caractere transfini -
c'est-a-dire abstrait - de la definition : la totalite des 
chaines contenant M n'est donnee par aucun caractere, 
mais purement posee i"n abstractv. Le role maximal s'en 
deduit, qui apparait mieux avec la propricte caracteris­
tique de la rhaf.ne-imag·· : ] 'image de la chaine propre d'un 
ensemble est la chaine propre de son image (1) : 

(M') o = (M.1 ' = M'. 

On en tire la decomposition t3 ) : 
M0 = M + M'0 

M'. represente done le maximum de ce que l'apphcation 
iteree cp permet d'atteindrc a partir de M til y a  chaque fois 
debordement sur le domaine base puisque M n'est pas une 
chaine) . Le principe d'induction complete se formule a]ors : 
si une propriete est vraie pour M et si !'application cp la 
transmet, elle est aussi vraie pour la chaine propre M0 de lvl 
par rapport a cp .  La demonstration est immediate a partir 
des definitions et proprietes precedentes (' } .  

( 1 )  Pour abrt\ger - sauf dans les cas prlltant a la confusion - nous disons 
chaine de M. 

(2) En eflet M c: Mo done M' c: (Mo)' or (Mo) ' est une chaine done 
(M')o C: (Mo) ' ; inversement M' c: (M')o done M + (M')o est une chaine, 
done Mo C: (M')o + M done : 

(Mo}' c: [ (M')o ]' + M' c: (M')o. 
(3) On a Mc:Mo et puisque M' c: Mo : (M')oC:Mo ; avec l'int\galitt\ de la 

note prt\ct\dente on en tire l't\galitt\. 
(4) En eflet : qu'une proprit\te soit vraie de M s't\crit M c: ll (ll = sys­

teme des objets posst\dant la propriett\) . Par hypothese, si G = Mo . ll, on a 
G' c: ll, done G' c: G, done G est une chaine, done M • c: G done MO = G � ll. 
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Telle est la theorie mimma, celle qm ne depend que de:. 
notions correlatives d'ensemble et d'application (en gene­
ral, c'est-a -dire non biunivoque) . Pour aller plus loin il est 
immediat de faire intervemr l'apphcation biunivoque et 
formuler une hypothese sur le comportement a son egard 
de la relation partie-tout : ou bien un ensemble pent etre 
apphque de fa<;on biumvoque sur une vraie partie de lui­
meme, ou la chose est impossible. B1furcahon entre en­
sembles finis et infinis qui s'imposait avec la notion d'ap · 
pbcahon et a laquelle DEDEKIND pretend avoir ete amene 
par Se:> propres reflexions : I( plusieurs annees avant la pa­
rution du mem01re de CANTOR et a une epoque OU le nom 
meme de l'reuvre de BoLZANO m'etait completement in­
connu » (1 ) .  Pour inaugurer la thCorie des ensembles in:finis 
tl faut un theoreme d'existence ; ici la rencontre avec BoL­
ZANO se precise : l'exemple d'ensemble infini sera « le monde 
de mes pensees » dont chacune rossede une image, la pen­
see de cette pensee, application evidemment biunivoque. 
Bm.ZANfl avait, pour prouver qu'il y a, I\ dans le regne des 
choses qui sont simplement possibles . . .  , incontestablement 
des ensembles infinis », invoque « !'ensemble des proposi­
tions et ventes en soi » (1 ) .  Sa definition de l'infini est - on 
l'a vu - pourtant differente : pour toute verite, nous en 
pouvons enoncer une autre, savoir que la premiere est vraie; 
ainsi avons-nous une loi permettant « de dcduire de la pro­
position A celle-ci differente d'elle . . .  B, et de B a nou­
veau C et ainsi sans fin ». Cette suite de propositions est 
done semblable a la smte des nombres, c'est-a-drre « pos­
sede une multiplicite plus grande que tout nombre, done est 
infinie ».  Mais le pnncipe est le meme, exphquant non seu­
lement la rencontre, mats le recours a l'univers psycholo­
gique, etrange dans un ecrit comme celui de DEDEKIND : 

(I) Ibid., p. 342. 
(2) BoLZANO (II), P· 14. 
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il s agit du pouvoir mdefim de tMmatisation decrit de fa­
�on anatogue par les deux auteurs (faire d'une proposition 
- ou pensee - le sujet d'une autre proposition, ou pensee) 
et source veritable de l 'infini matbematique. L'iteration 
simple n'en est qu'un cas particulier, dans la numeration, 
par exemple, ou la colJection finie des objets deja nume­
rotes est rassemblee dans un systeme, analogue' a l 'unite, 
a laquelle done on peut adjoindre !'unite. Comme on voit, 
l 'acte fecond n'est pas l'adjonction, ma1s l'acte de rassem­
blement prealable. Lorsque, en rgu, apres huit ans d'Msi­
tations, DEDEKIND se decide a reediter son livre malgre 
« I' importance et la justesse partierie des doutes . . .  exprimes 
sur la solidite de ses fondements », doutes qui porta1ent en 
premier lieu contre la demonstration de l'infini, il se borne 
en justification a affirmer sa confiance « qu'une investiga­
tion rigoureuse de la puissance creatrice de l'espnt capable 
de faire a partir d'elements determines, un nouvel ele­
ment, leur systeme, qui est necessairement different de cha­
cun de ces elements, doit conduire a reconstituer de fac;on 
inattaquable les fondements de mon travail i> (1 ) .  Former 
un systeme, par exemple, a partir d'un element le systeme 
de cet element, c'est bien thematiser, rendre une pensee 
sujet (1ogique) d'une autre pensee. Le theoreme de J 'mfin1 
est partie essentielle de l'reuvre, justification unjque aussi 
d'un infini matMmatique dans n'importe quelle theorie. 
Mais BoLZANO ne prouvait qu'un infini virtue! : ce ·n'est que 
par la notion d'un en soi des propositions qu'il pouvatt con­
fondre dans sa definition infini syncategorematique - ou 
indefini - avec in:fini cate�oremabque. II e�t remarquable 
que la demonstration de DEDEKIND ne prouve pas davan­
tage : pour atteindre l'mfini par I' application 11 . faudrait 
que le systeme des pensees de pensees soit vraie part1e du 
s�·steme des pensees ; or c'est cc mon propre m01 11 (8 ) qui est 

(I )  Preface de la 3• ed. DEDEKIND (V) , p. 343. 
(2) Ibid., p. 357· Cf. L. inedite a KEFERSTEIN (8-2-1890) • • Je tiens 1 a 
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exemple d'une pensee qui ne serait pas pensee de pensee. 
Seul moment extra-mathematique du raisonnement, mait; 
decisif, chute dans ce que HII BERT appelait le transcen­
dantal, ou realisme psychologique. En fait, la reconnais·· 
sance du pouvoir de thematisation ne pennet d'affirmer 
qu'un infini defini par l'ordre. La propriete prise comme 
depart par DEDEKIND etant plus forte, permet de doouire 
l'ordre. 

On appeJJe systeme simplement infini un systeme N 
qui s01t la chaine propre d'un de ses elements par rapport 
a une application biunivoque, ip, de N sur une de ses vraies 
parties. L' element aIDSi dIStmgue -· element fondamental -
n'appartient evidemment pas a !'image. Tout systeme infini 
contient un systeme simplement infini : 11 suffit de prendre 
la chaine d'un des elements exterieurs a l'image dans une 
des applications transformant Je systeme en une <le ses 
vraies parties. Un systeme simplement m:firu est ordonne 
par l'appbcation qui le definit comme tel ; en effet, d 'une 
part tout element est distinct de son image, d'autre part 
etant donm�s deux elements quelconques m et n, on a entre 
leurs chaines propres et ]eurs chaines images une et une 
seule des 2 relations : 

n0 c m'0 m0 c n'0 
qui s'ecriront 

On voit que les caracteristiques de l'ordre sont presentes : 
asymetrie tles 2 relations prkedentes s'excluent) ; non re­
flexivite : tl est impo�ible que l'on ait : 

n,, c n. ; 
enfin trans1tivite : 

n0 c m' et m. c P'0 entrainent n0 c (l. 

demonstration pour rigoureusement correcte : mon moi peut &tre objet de ma 
pens6e . • .  mais n'est pourtant pas lui-m&me une pens6e. • 
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On voit immediatement que tout element precede, dans 
l'ordre, son image. Cet ordre est un bon ordre : en effet 
toute chaine du systeme est la chaine propre d'un element ; 
considerons la chaine T0 d'une partic quelconque T du 
systeme : T0 etant la chaine de I' element k on a :  

T0 = k + It. 
T contient k (sans qu01 la chaine de T serait k'0) et tout ele­
ment de T distinct de k est contenu dans K'., done le suit 
dans l 'ordre ; toute partie T a  un premier element. L'ele­
ment fondamental du systeme tout entier precede tons 
les au.tr� : on le des.igne par I ; les elements du systeme 
sont les nombies ordinaux naturels ; le systeme entier, 
la suite N de ces nombres. La notion de segment Zm en­
semble de. elements < n, n etant un element donne, 
permet de retrouver les proprietes classiques (tout nombre 
a, dans I' ordre, un predecesseur et un suivant imme­
diat, toute partie d'un segment po�sede un plus grand 
nombre ; toute partie du systeme qui ne possedc pas de 
plus grand nombre est simplement infinie) . Le raisonne­
ment employe en general pour les demonstrations est !'in­
duction complete qui revet 1ci son aspect habituel. Pour 
qu'une propnete soit vraie de tons les elements de ]a chaine 
r. = N, ii suffit de la demontrer ppur I ,  et de prouver que 
l'ordre (!'application 'P) la transmet d'un element a son suc­
cesseur immediat (son image) . 

La consequence immediate et la plus importante de cette 
theorie de l'ordre est la justification des definitions par re­
currence, apport origmal de DEDEKIND. Etant donne un 
systeme quelconque o applique sur lui-meme par l'appli­
cation e (biunivoque ou non) , une definition par recur­
rence consiste a etablir une correspondance entre N et o 
telle que : 

1° l'image de r soit un element donne (a) de o ; 
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2° !'image de tout nombre n' soit !'image par rapport a 8 
de l'image dans a de son predecesseur n. I1 y a une sorte de 
transport de la mise en ordre q> sur !'application 8 .  De 
telles definitions sont justifiees si l'on demontre qu'etant 
donnes w et 8 il existe une et une seule application 'Y satis­
faisant aux 3 conditions : 

I .  'Y (1\') C Cl 
2. 'Y (r) = w 
3 . 'Y (n') = 8 V (n) 

La demonstration s'effectue grace au procede de fusionne­
ment. On prouve d'abord que pour tout nombre n il existe 
une et une seule fonction 'Y,. satisfaisant aux 3 conditions : 

r'. w .. (Z .. ) c a  
21

• 'Y,. \I) = w 
3'. 'Y .. (m') = e 'Y,. (m) pour tout m < n. 

Par induction complete : la fonction 'Yi existe evidemment 
(il suffit de la definir par la propriete 2' : r' est alors satis­
faite, 3' disparait) .  Si la fonction 'Y,. existe et est determinee 
de fa�on univoque, on construit 'IJ',.,, en posant : 

lf .. , (m) = 'Y,. lm) pour tout m < n 
et 'Y .. • (n') = e 'Y,. (n) 

'Y ,., est completement definie et satisfait aux condition s 
r' - 3' . 
Enfin on obtient 'Y en ecrivant : 

'Y (n) = �· .. (n) 

Definition evidemment univoque et garantissant l'exis­
tence (puisque pour tout n i1 existe un et un seul 'Y .. ) . 

Ainsi s'introduisent les operations eiementaires si on 
prend pour systeme a le systeme N lui-meme ; pour !'addi­
tion de + m : n + m (n etant un nombre choisi) on a : 

w = m 8 (n) = 1( 
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Pour la multiplication par m, on pose : 

6) = m a (n) = n + m 

Enfin, l'exponentiation du nombre a : 
6) = a a (n) = n x a 

Les proprietes · classiques sont immediatement retrouvees 
par induction complete. II importe de noter, comme fait 
DEDEKIND, le caractere special des definitions par recur­
rence : elles ne sont fondees que par rapport au system" 
simplement mfini N (si on suppose sa non contradiction 
comme systeme ordonne 10 = N) ; tandis que l 'induction 
complete est utilisable, comme on l 'a vu, pour touj:e chaine 
relative a une application quelconque (biunivoque ou non) . 
Si au lieu de N on prend une telle chaine, le procede de defi­
nition par recurrence aboutit, en general, a des contradic­
tions (1 ) . 

La theorie precedente a son utilisation immediate dans 
la theorie des groupes : c'est grace a elle que prend un sens 
la notion de n1<me iteration d'une operation. En prenant un 
systeme Q d'obj ets quelconques OU la liaison de deux ele­
ments 6) et v est determinee (representee par le symbole c.>v) , 
on peut considerer que tout element choisi au hasard, c.> ,  
determine une application de o en lui-meme (a tout v cor­
respond c.>v) . L'application n fois iteree de o par 6) sera defi­
nie par les conditions : 

IL ' 6) = 6) 

( r )  DEDEKIND prend l'exemple du systeme 5 compose de 2 elements 
a et b, applique sur lui-m�me : a' = b b' = a ; done ao = bo = S. Si on 
choisit pour 0 le systeme forme des 3 elements ex, �. y avec !'application a 
telle que : 

6{ex) = �. 6(�) = y, 6(y) = ex 
on voit qu'il est impossible de satisfaire aux conditions 1 -3 : si W (a) = ex, 
on aura : 

W {b} = � et w {b' = a) =  y :,C.  ex. 

9 
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elle resulte done d'une application (suivant le procede de 
recurrence) de la suite des nombres N sur 0. Ainsi peut 
s'interpreter la notion de chaine propre : si l 'on considere 
le systeme n de toutes les applications d'un systeme S en 
lui-meme, les conditions II et III  de:finissent bien toutes 
les iterations d'une certaine application (I) : elles ont , en 
effet, la forme des conditions 2 et 3 d'une definition par re­
currence si on pose 6 = (I) ; or ceci est possible en vertu 
des proprietes elementaires de la chaine : Sl 

(I) (S) c S (vrai par hypothese) 

on voit que : 
(I) [c.> (S)j c (I) (S) 

Done la liaison (I) (I) fait passer d'un element de n a un autre 
element de n (application <le s en lu1-meme) , (I) (v} (v etant 
un element de u) est done une application de Q en lui­
meme, de:finissant e. Considerons maintenant la chaine 
propre c.>0 (A) d'une partie quelconque A de S ; on voit que 
quel que soit n : 

Si l'on pose : B = I: (l)n (A ) + A n 
d'nne part, done : 

B c Cl>o (A ) 
d 'autre part, B est une chaine par rapport a (I) ;  en effet : 

(I) (B) = (I) (A ) + I:  c.> "  (A ) c I: c.>" (A ) 
n n 

done,  en vertu de la definition de la chaine propre : 

Ainsi ! 'utilisation de la chaine propre coincide avec le pro­
cede cantorien du passage a la limite (1 )  : l'rendre l'intersec-

( 1 )  D'oil la coincidence pour le fond entre la demonstration BERNSTEIN 
SCHRODER du theoreme de l'equivalence et celle que Zermelo, et, sans qu'il 
le sache, avant lui DEDEKIND (V. CANTOR-DEDEKIND (I), p. 8 ; CANTOR-
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tion de toutes les chaines revient a considerer ce  qui resulte 
de toutes les iterations d'une meme application. Le meme 
recours au transfini est implique. II importe de remarquer 
que si la presentation de DEDEKIND est plus simple - puis­
que partant de principe!> prealables a la definition de la 
suite des entiers (et procurant celle-ci) , - elle ne permet le 
passage aux autres presentations que si on considere 
comme demontre le theoreme d'existence d'un ensemble 
infini (sur quoi repose la non contradiction de la definition 
d'un ensemble simp!ement infini) . La notion de chaine propre 
serait done plus generale (puisque independante de ce theo­
reme d'existence) . II est vrai que la non contradiction de 
sa definition devait elle-meme apparaitre plus tard proble­
matique. 

(XXVIII) ,  p. 449, avec les remarques de Zermelo p. 450, enfin DEDEKIND 
(V) , t. III ,  p. 447) obtiennent par la notion de chaine. La demonstration 
DEDEKIND s'enonce ainsi, avec les notations deja employees : si M N  P 
avec : 

P c.  T = P + Q c. M = P +  Q + R  
on doit avoir MN T. 

Par rapport a I' application 'P de M sur P, soit Ro la chaine de R, posons 

on a, puisque P = M' : 

il en resul te : 
V c. T 

et R'o + Y C. T 
comme d'autre part : 

M =  Ro + V ;  

P = R'o + V' 

(puisque R C. Ro et Ro + V = T + R) 
(car R'o c. T, puisque P = R'o + V' c. T) ; 

T c.  R0 + V = M = R + R'o + V, 
et que T est par hypothese exterieur a R, on a : 

T c. R' o + V done T = R' o + V 
Done, puisq ue : 

R'o N Ro (on V' N V) : T N M N P. 
Si l'on pose maintenant : 

on a :  
Ro = R + R' + R" + . . .  (R" = 'P 'P R, etc . . . ) 

M = J' + R + R' + R" + . . .  
P = V' + R' + R" + . . .  c T 

done, puisque R est exterieur 11. T, tous les 11', R" . . .  sont exterieurs a R ;  
on peut ecrire M - R = T = V + R' + R" + . . .  ce qui est evidemment 
equivalent a P et 11. M. 
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Le meme procede du /iisionnement permet de demontrer 
la proposition capitale de la theorie des ensembles finis : la 
condition necessaire et su:ffisante pour qu'un ensemble S 
ne soit pas :fini �t que tout segment Z,. de la suite des nom­
bres soit applicable sur lui de fa�on biunivoque. La condi­
tion est evidemment necessaire, puisque tout ensemble 
in:fini conbent un ensemble simplement infini {done appli­
cable de fa�on biunivoque sur la suite N) . La demonstra­
tion qu'elle est su:ffisante se fait par la construction d'une 
suite d'applications 'Vn biunivoques de:finies respective­
ment pour chaque Z,. et telles que chacune d'elles soit con­
tenue dans (coincide avec) toutes les applications de nume­
ro d'ordre plus eleve. Autrement dit pour m < n et pour 
tout t < m (t E Zm) on a : 

'Y,. {t} = 'Vm ll} 
La definition des 'V,. est faite par recurrence (1 ) grace aux 
applications ex,. donnees des Z,..  On en deduit une applica­
tion biunivoque de toute la suite N ep. po<;ant : 

on a bien : 
Y. (n) = 'Y,. {n) 

z {N) c S 

done S est infim. L'exemple montre la symetrie entre le pro­
cede de fusionnement et le procede de la diagonale pour les 
systemes ordonnes : dans les deux cas definition d'une nou-

( 1 )  Soit 0 le systeme de toutes les applications biunivoques de tous 
les sy.;temes Zn sur S : a toute application P, d'un systeme z,. on fait 
correspondre une application y de Z,.' en posant y (p) = P, (p) pour tout 
PE z .. et y (n") = «n• (k} , ex,.1 etant !'application, donnee dans l'hypothese, 
de Z,.' sur S, k etant le plus petit nombre pour lequel !'image donnee par 
ex,.' n'appartient pas a p,(Zn) (ii en existe evidemment puisque ces applica­
tions sont biunivoques, et que z,. et Z,.' ne peuvent etre mis en correspon­
dance biunivoque) . Cette correspondance bien definie entre � et y applique 
done Q sur lui-m�me (on voit que y est biunivoque) , c'est ! 'application 6 
des definitions par recurrence ; I' element 6> sera ex, : dhacune des valeurs de 
la fonction nicurrente ainsi definie est un +•· 
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velle fonction d'apres !'ensemble des valeurs des fonctions 
d'une suite pour !'argument egal a leur numero d'ordre, 
ici unissant toutes Jes fonctions, la distincte d'elles toutes. 
Du theoreme decoule que tout ensemble :fini T est appli­
cable de fa�on biunivotjue sµr un et un seul Zn : le nombre n 
determinant le segment sera le nombre cardinal de T. 

Ainsi, d'une part la theorie cardinale se trouve dans la de­
pendance de la theorie ordinale, d'autre part celle-ci n'est 
etablie que grke a la consideration de ] 'ensemble simple­
mcnt in:fini : elle fonde le :fini sur l'in:fini. Sans doute est-il 
possible, a partir de la theorie generale de !'application, de 
deduire deja deux proprietes : toute partie d'un ensemble :fini 
est finie, !'ensemble forme par adjonction d'un element a 
un ensemble :fini est :fini ; en revanche, les proprietes carac­
teristiques comme : !'ensemble des parties d'un ensemble 
:fini est :fini, exigent le recours a l'ordre. Caractere boiteux 
de cette theorie (tolerable parce qu'elle n'est qu'un acces ­
soire dans l'ouvrage dont le but est l'etude de la suite inde­
:finie des nombres) que DEDEKIND a lui-meme senti : une 
autre definition du :fini, basee egalement sur !'application 
et la chaine, permet de deduire l'ordre sans passer par l'in­
:fini. 

C'est l'ordre « cyc�que » : un ensemble est :fim lorsqu'il 
existe une application qi de !'ensemble sur lui-me me telle 
qu'aucune des vraies parties de ! 'ensemble ne soit appli­
quee sur elle-meme (1 ) .  La notion de chaine se transpose en 

quasi chatne : toute partie Hb de T telle que !'image de tout 
element de H,, soit contenue dans H6 sauf de celle d'un de 
ses element, b ; a la chaine propre correspond l' arc a b : in-

(I) Preface de la 2• edition DEDEKIND (II), t. Ill, p. 342. Dans un frag­
ment resM inedit de son vivant (DEDEKIND (V), t. III, p. 450-458) ,  DEDE­
KIND avait commence a developper les consequences de cette definition, 
en particulier donne la notion d'arc et defini l'ordre : on peut en deduire 
les proprietes ci-dessus (J .  CAVAILLll:s (I) , p. 143-147) ; la demonstration 
que toute partie d'un ensemble fini est finie s'e1fectue en particulier sans 
recours a !'induction complete. 
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tersection de toutes les quasi chaines Hb contenant }'ele­
ment a. On voit que a b est egalement une quasi chaine et, 
grace a cette notion, il est facile de demontrer que l 'appli­
cation 'P est biunivoque, tout element distinct de son image, 
en.fin que - exactement comme la chaine propre - un arc 
se decompose : 

a b =  a +  a'b 

Etant donnes deux elements a et b, on a une et une seule 
des relations : 

a e a'b' OU b e  a'b' 
qui permet <le de.finir l'ordre (1 ) : 

a > b OU 
avec les proprietes habituelles. De Ia se deduisent le prin­
cipe d'induction complete, les proprietes que toute partie 
est .finie, que l'ensembJe de toutes Jes parties est .fini et qu'il 
e. t impossible d'appliquer de fa<;on biunivoque un ensem­
ble .fini sur une de ses vraies parties. La reciproque de la 
derni�re proposition, qui etablirait !'equivalence des deux 
definitions, ne semhle pas pouvoir etre demontree san!' que 
l'on fasse intervenir, sous une forme ou une autre, le trans­
.fini. 

Tel est le pbenomene signi.ficatif auquel aboutit la theo­
rie des ensembles finis : toutes les autres definitions adop-

{Joa'a \cp coa'a \<fl 
h' t:' 

C ' o' 
. 'b c 

(1)  Nous simplifions ; en realite on definit du m�me coup l'ordre entre 
3 elements, a, b, c : on a : 

ou bien b'c = b'a + a'c et c'b = c'a . a'b 

ou bien b'c = b'a . a'c et c'b = c'a + a'b 
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tees ulterieurement, definition ZERMELO (1 ) analogue a la 
ze definition de DEDEKIND , definition RUSSELL-WHITE­

HEAD (2) par le principe ordinaire d'induction complete 
(un ensemble A est fini s'il appartient comme element a 
toute classe K contenant ! 'ensemble vide et telle que si 
B e  K et a e A ,  B + a  e K) , definitions TARSKI (8 ) et JANIS­

ZE\\' S l\I par les element� sature et irriductible (un ensem­
ble A est fini si tout ensemble M non vide de ses parties 
contient un element sature, c 'est-a-dire qui ne soit partie 
d'aucun autre element de M, OU irreriuctible, c'est-a-dire 
dont aucune partie ne soit element de M) sont equivalentes 
entre elles, ainsi que l'a montre TAR:;K1 (' ) .  Or le moyen 
employe uniformement pour demontrer les equivalences 
est l 'induction complete : il semble done que, sous-jacent 
a chacune de ces definitions, se tronve un renvoi a la defi­
nition arithmetique od.inaire , la construction progressive 
de l'ordre, intuition irrempla\able, comme le voulait Poin­
care. Seule la propriete prise par DEDEKIND comme I re de-· 
finition est pure de toute notion d'ordre : elle est demon­
tra ble a partir des autres definitions, mais ne permet pa') 
de demontrer les proprietes enoncees dans celles-ci, a mains 
que l 'on n'ait recours :1. un in::.trument sur lequel concen­
traient leurs attaques au debut du siecle la plupart des 
mathematiciens hostiles a la theorie des ensembles, l 'axiome 
de choix, principe qui se revelait fondamental pour I'etude 
abstraite du transfini. 

On en trouve, note FRAENKEL (0 ) ,  la premiere formule 
dans un ecrit de PEANO de 1890 sur les equation� differen-

(I)  ZERMELO (IV) . 
(2) RUSSEL-WHITEHEAD (I) . 
(3) TARSKI (I) ou se trouvent passees en revue et compar6es les diff6-

rentes definitions. 
(4) Ibid. 
(5) FRAENKEL (XI) ,  p. 33. 
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tielles : « mais comme on ne peut pas appliquer u ne infinite 
de fois une loi arbitraire par laquelle a une classe a on fait 
correspon<lre un i ndividu de cette classe, on a forme ici une 
loi determinee par laquelle a chaque classe a, sous des 
hypotheses convenables, on fait correspondre un individu 
de cette c1asse ». En J902, BEPi'O LEVI l'enonce comme 
principe scpare a I' occasion d'une demonstration de BERN­
,; :·Em (1 ) . En 1 904, sur la suggestion d'Erhard ScHMJ T i, 
ZERMEI.o le prend comme point de Mpart - et pierre 
angulaire -- pour sa demonstration que tout ensemble peut 
f>tre bien ordonne. AussitOt apparaissent les objections, a 
la tete desquelles, par un� curieuse rencontre, celle de 
PE '\No. La critique de BOREL est particulierement claire. 
Si la demonstration ZERMELO prouve !'equivalence entre 
les deux problemes : mettre un ensemble M sous forme bien 
ordonnee, et faire correspondre a toute partie M' de M 
un element distingue, on ne peut considerer qu'elle resolve 
le premier puisqn'elle laisse le second intact . « Un td rai­
sonnement ne me parait pas mieux fonde que le suivant : 
pour bien ordonner un ensemhle M il suffit d'y choisir 
arbitrairement un element auquel on attribuera ]e rang I ,  
puis un autre auquel on attribuera le  rang 2 et  ainsi de 
suite tran'ilinim.- nt . . .  De tels raisonnements sont en dehors 
des mathematiques (2 ) .  » Ils reviennent, ep. Jait, a supposer 
le hon ordre dej a donne dans l'ensemhle considere : il n'y 
a pas raisonnement mais cercle vicieux . 

La repon!'e de ZERMEI.O est triple : i 0  le probleme spb­
cial pose n · etait pas : donner un moyen de bien ordonner 
tout ensemble, mais demontrer que tout ensemble peut 
etre mis sous forme bien ordonnee, probleme specifique 
du cantorisme qm, dans la tbeorie cardinale, part d'en-

( I )  ZERMELO (II), p. I I3 n. 
(2) BOREL (II) ,  P· 195. 



THEORIE ABSTRAITE DES ENSEMBLES 137 

sembJes donnes concretement comme le continu et veut 
effectuer la synthese avec le developpement conceptuel 
de la theorie ordinale. 

2° Une solution effective est donnce a ce prob1eme 
grace <l. une utilisation de la theorie abstraite de DEDEKIND 
qm remplace justement un procede de construrtion trans­
finie par une determination abstraite de !'ordination. II 
y a gain puisque dans le I er cas on ne peut aS&urer 
que ! 'ensemble tout entier est cpuise par la mise en ordre 
progressive,  ce qui est evidemment le seul point en ques­
tion. La demonstration elle-meme se borne a utiliser le pro ­
cede de fusionnemenf pour les parties bien ordonnees de 
!'ensemble M : si l 'on suppose coordonne 0. toute partie de 
M un element distin.gue, il suffit d'exiger des parties bien 
ordonnees My que chacun de leurs elements Solt element 
dtstingue du complementaire M-A du segment A qn'il 
y determine. I I  existe de t�lles parties : ! 'ensemble !m l 
forme de !'clement distingue de M. Etant donnees deux 
teJles parties,l'une est identique a un segment de l'autre (avec 
meme bon ordre) ; la reunion de toutes ce!' parties constitue 
un ensemble bien ordonne auquel apparticnt tout elemen t  
de M : consequences immediates de la notion d e  bon ordre. 
Le seul reproche que l'on pourrait faire au raisonnement e5t 
qu'il suppose etablie deja la theorie du hon ordre, c'est-a­
dire non contradictoire la notion d' ensemble bien ordonne 
transfini : l'exemple pronvant qu'il existe des parties My 
est un ensemble bien ordonne fini. Dans cette mesure l' ob­
j ection de BOREL est justifice : ce qu'il faut montrer - et 
qui n'apparait pas ici - c'est que la theorie du hon ordre 
peut etre fondee avec les

-
seules ressources de la tbeorie 

abstraite des ensembles (et !'application) . 
D' oil : 3° la derniere reponse de ZERMELO (1 ) ,  une nou-

ZERMELO (II) , p. 107. 
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velle demonstration qui ne suppose prealablement fon­
dees que Jes notions d'ensemble (avec les operations reunion 
intersection) , de partie d'ensemble et d'application, filiation 
cette fois directe a partir de DEDEKIND . « Un ensemble M 
est dit bien ordonne si a chacun de ses elements a corres­
pond de fa<;:on univoy_ue une partie R (a) de M, son reste, et si 
toute partie non vide P de M contient un et un seul ele­
ment p dont le reste R (p) contient P », p est <lit le pre·· 
mier element de P. On voit qu'il y a ainsi un ordre entre 
Jes elements de M puisque pour tout couple fm, nl l 'un des 
elements est le premier des deux : on ecrit m < n, relation 

equivalente (1 ) avec n E R (m) , qui exclut m E  R (n) ; done 
relation transitive : si m < n < p, on a forcement (1 ) 

jm, n, Pl c: R (m) done pe R(mJ : m < p ;  

enfin dans une partie quelconque le premier element pre­
cede bien tous Jes autres : la definition habituelle est 
retrouvee. Le theoreme de ZERMELO s'enonce alors : tout 
choix dans M (c'est-a-dire toute coordination a chaqm 
partie A de M d'un element distingu'- a de A )  entraim 
une bonne ordination de M, savoir celle 01) le reste R (p) 
d'un element p a pour element distingue p. En effet, 
considerons une application cp de l'ensemble Jn. des par­
ties de M en lui-meme, faisant correspmidre. a tonte 
partie P la partie P' = P -- IP ! obtenue par retran­

chement de ! 'element distingue de P, on appellera 
6-cha£ne par rapport a cp ,  toute chaine telle que l'intersec -

(1) En effet : 10 m <  n, d'apres sa definition, entraine Im, nj c: R (m) donc 
n e R (m) ; 20 si n € R (m) on a {m. nl c: R (m) et m est le premier des deux 
elements. 

20 Par definition I m, n, p I est partie d'un des trois restes R (m) ,  R (n) , 

R (p) ; or les deux autres inclusions : I m, n, P I  C: R {n) et l m, n, P I c: R (p) 
sont impossibles par hypothese (puisque m < n on ne peut avoir m E R (n) , 
etc . . .  ) 
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tion d'un systeme quelconque de ses elements lui appar­
tienne. Soit M0 la o-cha£ne propre de !Ml . on voit que 
pour tout couple d'el�ments N et P de M0 on a ou Nc. P 
OU Pc. N (en effet le systeme des elements j ouissant de cette 
propriete dans Mo constitue une o-chaine propre conte­
nant M) . Etant donnee une partie q uelconque Q de M, 
appelons envelnppe Qi de Q ! 'intersection de tous les tle­
ments de M0 qui contiennent Q (ii en exi�te au moins un , 
M) ,  Qi est le reste R (q) de l 'element distingue de Q. En 
effet . ! 'element distingue de Q, est necessairement dans Q 
(sans quoi </i c Qi element de M0, contiendrait aussi Q) 
et Qi est le seul element de M0 a. j ouir de la propriete ; � oit 
d 'autre part Z l 'enveloppe de j q j , on a evidemmf"nt Zc. Qi 

(puisque Z est element de M0) ,  considerons Q' = Q - lq l , 
l 'enveloppe de <l est l 'image Q'i . de Q1 dans l 'ap!)1ication 
cp, comme Q'i et Z sont elements de M0 on a <li c. Zc. Qi et 
comme <li et Qi ne different que par q, contenu dans Z, 
Z = Qi . La partie Qi de M sati�fait done aux conditions 
e'.\igees du reste R (q) dans la definition du hon ordre. C'est 
d'ailleurs la seule ; tout systeme de parties de M possedant 
Jes memes proprietes contiendrait M et formerait une o­
chaine par rapport a cp , done i::erait contenu dans M .  

L' elargissement par rapport aux notions de Was sind 
und was sollen die Zahlr-n ? est marque dans le pa sage 
de la chaine a la o-chaine : ] 'application seule ne permet 
pas d'atteindre dans l 'ordre plus loin que c.>. La chaine 
propre fait la somme d'une suite infinie d'operations : elle 
ne fonde que !'induction complete ordinaire. Pour avoir 
) 'induction complete trans finie -· equivalente au bon 
ordre - ·- il faut introduire une nouvelle operation, ici ! 'in­
tersection d'un systeme d'elements de M0 : grace a elle est 
garanti que toute partie P de M possede hien une enve­
loppe dans M0• Ainsi se retrouve done l'independance rela­
tive des deux principes generateurs des nombres ordinaux 
chez (' ANTOR : -a l'adjcnction d'une unite correspond l 'appli-
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cation, au passage a la limite, apres lequel on peut a nou­
veau ajouter une unite, !'intersection. Mais si le raisonne­
ment de la chaine se trouve ainsi complique, aucune notion 
nouvelle n'est introduite, sauf peut-etre celle d'ensemble 
des parties d'un ensemble, que DEDEKIND n'avait pru.. 
expre.:.!:ement isolee. La tbeorie abstraite permet done 
d'unifier dans une organisation systematique toute l'reuvre 
cantorienne ; c'est a quoi s'emploie ZERMELO en 1907 . 

* * * 

Le travail est impose par une double urgence : ! 'inser­
tion du tbeoreme du hon ordre dans la theorie classique, 
la neutralisation des antinom1es recemment decouvertes . 
L'axiome de choix est indispensable dans la theorie clas­
sique : ZERMELO mnntre t1 } notamment que sans lui on ne 
sait ni fonder la theorie des ensembles finis sur la rre defi­
nition de DEDEKIND (demontrer le tbeoreme que tout 
ensemble fini peut toujours etre ordonne de telle sorte que 
chacune de ses parties possede un premier et un dernier 
element) (2) ' ni prouver les propo .. itions essentielle!:. sui­
vantes : ! 'ensemble reunion d'un systeme s d'ensembles 
disjoints a une puissance superieure OU egale a Celle de 
s ;  les .:.ommes d'ensembles disjoints equivalents �nt equi­
valentes ; une somme denombrable d'ensembles finis ou 
denombrables est denombrable ('} ; enfin le produit de 

( 1 )  ZERMELO (II) , p. I I3-1 14.  
(2) En eflet, ce theoreme n'est autre que le theoreme DEDEKIND vu plus 

haut : tout ensemble fini peut �tre applique de fa�on biunivoque sur un et 
un seul segment Zn, consequence immediate du theoreme que si on peut 
appliquer de �on biunivoque tout segment z,. sur un ensemble S, S est 
infini ; on a vu que dans la demonstration on prenait comme base une appli­
cation °'" pour chaque Zn, done un choix dans !'ensemble des applications 
de z,. sur S (signale pour la 118 fois par HESSENBERG (I)) . 

(3) 11 faut egalement supposer une application simultanee de tous les 
elements de la somme respectivement les uns sur les autres (done le choix 
d'une application pour chaque element\ . 
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puissances ne s'annule que si un des facteurs est nul : 
enonce equivalent a l'axiome de choix, comme on voit 
immediatement (1 ) . Ainsi avec l 'axiome de choix (et le hon 
ordre) tl faut Sa'\·oir que la tMorie a pen pres tout entiere 
subsiste ou s'ecroule. Mais l 'ecroulement menar,:ait deja 
par ailleurs. 

L'antinomie BURALI-FORTI genait le libre essor de la 
tbeorie ordinale camorienne. En 1903 , parait dans la theo­
rie Cardinale l 'antinomie RUSSELL (2 J ,  a laquelle ZERMELO 
s'etait deja heurte (8 ) .  Id encore c'est un procede essen­
tiel de la theorie qui, defini ahstraitement , procure une 
contradiction : pour l 'antinomie BuRALI-FORTI le 2«' prin­
cipe generateur des ordinaux, pour l'antinomie RusrnLL, 
le procede de la diagonale. A toute application d'un ensem­
ble M sur I' ensemble !µM de se'5 parties correspond un 
element de !µM exterieur a ! 'application : c'est ! 'ensemble 
des element-5 de M qui n'appartiennent pas a la partie a 
laquelle ils sont coordonmL Si M est l 'ensemble de tow:. 
les ensembles, on devrait pourtant avoir !µM� M: contra­
diction. La situation est la meme darn, Jes deux cas : une 
tbeorie s'est constituee pour repondre a des problemes 
effectivement poses par la mathematique exi�tante ; les 
notions, lef. procedes nouveaux forges permettent d'obtenir 
des resultats independants de la structure particuliere des 
objets mathematiques dont on partait . Une theorie abs­
traite s' impo�e. dont le seul element est l'en::.emble, (( reu­
nion en un tout d'objets determines et distincts de notre 

( 1 )  Un produit d'ensembles M, N, P . . . a pour elements !es systemes 
\ m, 11 , p . . . ( composes d'elements appartenant respectivement a M, N, P . . . : 
chaque systeme represente done un choix. 

(2) RUSSELL-WHITEHEAD (I ) ,  p. 363-368 . 
(3) • J 'avais trouve moi-m�me cette antinomie independamment de Rus-. 

SELL et l'avais deja communiquee . . .  au professeur HILBERT avant Iqo3 . • 
ZERMELO (II ) ,  p. 1 19 n. 
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intuition ou de notre pensee » (1 ) .  Des que l'on dit « tous 
les objets qui . . .  11, on a un ensemble. Mais !'ensemble de 
tous les ordinaux est contradictoire ; mais ! 'ensemble de 
tous les ensembles est contradictoire. La faute n'en est 
pas aux procedes, simple pouvoir executif des notions , 
ce sont les notions bases memes qui disparaissent. Qu 'est-ce 
maintenant qu'un ensemble ? et, si l'on change la defini­
tion , que regte-t-il de la theorie naive ? On voit la chute 
apres les espoir� que celle-ci avait fait naitre, la gravite 
pour le systeme entier des matbematiques, l'impossibilite 
d'un recours etranger, puisqu'elle est prealable a tout : 
« La theorie des ensembles, commence ZERMELO, est l a  
branche des matbematiques a laquelle il revient d'etudier 
mathematiquement les concepts fondamentaux de nombre, 
d'ordre et de fonction dans leur simplicite primitive, et 
par la, de developper les bases logique� de l'arithmetique 
tout entiere et de ! 'analyse (1 ) .  » 

La seule solution doit etre chercbee dam. un examen 
critique : au lieu de poser une nouvelle definition a priori, 
on obtiendra une definition implicite en scrutant raisonne­
ments et resultats qui tiennent : « partant de la (( theorie 
des ensembles » historiquement existante, il faut chercher 
les principes qui sont necessaire� pour la fondation de cette 
discipline matbematique . . j'ai !' intention de montrer com­
ment toute la theorie creee par ( ANT"R et DEDEKIND se 
laisre ramener a quelques definitions et a 7 axiomes qui 
semblent independants les un� de� autres n (8 ) . Travail a 
la fois d'explicitation (' ) et de Hmitation : ii s'agit de « res-

( 1 )  Definition de CANTOR (XXVII), p. 282. 
{2) ZERMELO (Ill) ,  p. 261 .  
(3) Ibi4. 
(4) ZERMELO l'avait deja ebaucbe en t�te de sa seconde demonstration 

du bon ordre, pour prevenir les objections ; outre l'axiome de choix se 
trouvent enonces deux postulats qui garantissent l'existence des parties 
d'ensembles, de l'ensemble des parties d'un ensemble, du complementaire 
et de l'intersection d'un systeme d'ensembles (ZERllELO (11), p. 107) .  
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treindre assez les principes pour exdure toutes les contra­
dictions et . . .  garder pourtant ce qui a une valeur ''· 
La methode est celle dont HILBERT avait donne le modele 
pour la geometrie : entre les objets indetermines qui cons­
tituent le champ de la theorie (correlatif des axiomes et non 
a son tour objet de la thPorie, c'est-a -dire non en&emble) 
J 'axiomatique defmit par ses proprietes une relat �on 
fondamentale E : element-ensemble (1 ) .  Les seconds termes 
de cette relation seront les ensemhles : ou plutOt la 
theorie ne s'occupe que · de deduire logiquement de 
nouvelles proprietes a partir des proprietes initiale.:. de 
la relation, san� :.- ' inquieter de Ja realite ou de la struc­
ture des termes. En fait un seul axiome, l 'axiome I - de 
determination -· definit une relation : la relation d'egalite 
suite des relations e et c (M = N si Mc N et Nc M, ou si 
pour tout x e M, x e N et redproquement) tous le, autre� 
axiomes sont des affirmations d'existence. La limitation J 
est done obtenue de fa�on realiste : sont ensembles les seuls 
objets pos�s comme tels par les axiomes. 

Deux sortes d'affirmations : 1° categorique'5 : l'axiome II 
- des ensembles eUmentaires - pose

. 
comme ensembles 

! 'ensemble vide (simple moyen de supprimer des restric­
tions dans les raisonnements, mais non indispensable) , les 
ensembles constitues de un et de deux elements (1) ; 
l 'axiome VII - de l'infini - : i1 existe « un ensemble Z 

( 1 )  La relation McN (M partie de N) est une abreviation pour : 
de x E M suit toujours x E N. 

(2) II s'agit d'affirmation categorique relativement a !'existence d'en­
sembles : a etant une chose quelconque du domaine - pas forcement 
un ensemble - dont !'existence en tant qu'ensemble n'a done pas 
a �tre .suppos6e, I a I est un ensemble ; pour i a, b I ·  ii y a cette fois l'hypo­
these que a et b sont distincts, c'est-a-dire que la question a e I b I peut �tre 
decidee au moyen des axiomes. Seule !'existence de !'ensemble vide est 
une affirmation absolument categorique (v. ci-apres son importance daI1S 
l'axiomatique de FRAENKEL) . 
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qui contient comme elements ! 'ensemble vide et . . .  avec 
tout eiement a I 'eiement de fonne la l  (1 ) )) ; 

2° Hypothetiques : si un ensemble existe, existent egale­
ment d 'autres ensembles definissables a partir du premier. 
Axiome III  -- de separation - : « si une proposition ti> (x) est 
definie pour tous les eiements d'un ensemble M, M possede 
toujours une partie M& constituee par tons les eiements x 
de M pour lesquels ti> (x) est vrai l') ». Une proposition est 
definie si « sa validite. . .  peut etre decidee sans arbitraire 
au moyen des axiomes et des lois logiques universelles ». De 
l 'axiome III  resultent I' existence de parties (3 )  d'un en .. emble 
ble M, de son complementaire par rapport a un ensemble N 
qui le contient, de !'intersection d'un systeme d'ensembles. ­
L'axiome I V  et l 'axiome V posent respectivement !'exis­
tence de !'ensemble des parties �M d'un ensemble donne 
et de ! 'ensemble reunion GM fonne par les elements de& 
eiements de M. Enfin l 'axiome de choix, VI, garantit que 
le produit n'est pas vide lorsqu'aucun des facteurs n'est 
vide ; « Si T est un ensemble dont tons les elements sont des 
ensembles disjoints non vides, leur reunion GT contient 
au moins une partie S1 qui a, avec chaque eiement de T, 
un et un seul element commun (' ) >>. Le choix general, dans 
le cas ou le.- ensembles elements de T ne sont pa:.. disjoints, 
s'en deduit, car Jes axiomes precedents permettent de rem­
placer toujours un ensemble quelconque T ayant pour ele­
ments des ensembles A ,  B, C, . . . par un ensemble equiva-
lent T', dont les element& A' B', C', . . .  sont disjoints et 
respectivement equivalents a A ,  B, C, . .  . 

A part l 'axiome de choix et l'axiome de !'ensemble des 
parties, ces enonces reproduisent exactement - aux 

( I )  ZERMELO ( I l l ) ,  p. 266. 
(2 )  Ibid. , p. 263. 
(3) A !'exception des parties comme ja l ,  la, bl - a et b etant des ele­

ments de I' ensemble - dont I' existence est posee par l'axiome II. 
(4) Ibid., p. 266. 
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termes pres - les definitions placees par DEDEKIND dans 
le § I  de son ouvrage. L'axiome de l'infini remplace le theo­
reme de l'infini dont la demon�tration utilise }'ensemble 
illegitime de toutes les pensees. On est done certain de 
retrouver la theorie classique. ZERMELO en donne la prenve 
pour la theorie de I' equivalence. Si les demonstrations sont 
Iegerement compliquees, aucun procede nouveau n'appa­
rait : le raisonnement de la diagonale et celui de la chaine 
se laissent traduire. D'autre part l 'antinomie RussELL 
disparait : de l'axiome III,  de separation, resulte que tout 
ensemble M contient au moins une partie qui n'est pas 
element de M ; c' est le procede de la diagonale qui la donne : 
soit M la partie formee de tous les elements qui ne sont 
pas elements d'eux-memes (propriete de/inie, done M0 
existe) ; M0 ne peut etre element de M, sous peine de se con­
tenir comme element, ce qui serait contradictoire. Or dans 
!'ensemble de tous les ensembles, s'il existait, toute partie 
serait en meme temps element. D'une fa�on plus generale 
les axiomes ne permettent de poser comme ensemble le 
systeme de tous les objets possedant une propriete de/inie, 
que si les objets sont �Iements d'un ensemble deja reconnu 
comme tel : ni } 'ensemble de tous les ensembles, ni !'en­
semble de tous les ordinaux ne peuvent satisfaire a la con­
dition. 

Cependant, la theorie des ensembles n'est pas fondee 
pour cela : en effet, l'reuvre de ZERMELO reste inachevee ; 
ii n' est montre ni que la theorie de I' ordre et des nombres 
ordinaux peut se deduire des axiomes, ni que ceux-ci sont 
independants entre eux et non contradictoires. D'autre 
part - et ceci en liaison avec !'absence de demonstration 
de non contradiction - la forme meme des axiomes prete 
a critique : l'axiome de separation fait intervenir la possi­
bilite d'une decision d'apres « les axiomes poses et les lois 
de la logique ». Or les antinomies de la theorie des ensem­
bles en eveillent d'autres dans le domaine de l'epistemolo-

1 0  
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gie generale, comme celle de RICHARD sur les definitions 
en termes finis (1) . Toutes les difficultes du probleme de la 
definition mathematique et de celui de la decision se 
trouvent la, malencontreusement greffees. A combler cette 
double lacune en modifiant les axiomes et precisant leurs 
rapports entre eux et avec l 'edifice cantorien, s'.est attache 
FRAENKEL dans une serie de memoire5 close recemment (2 ) . 
Trois resultats principaux peuvent en etre degages : 

1° Transformations des notions fondamentales <le l'axio­
matique - et par suite de l'enonce meme des axiomes ; 
11) transformation du materiel de la theorie : la notion d'un 
champ general des objets de la theorie, parmi lesquels les 
ensembles devraient etre distingues. est abandonnee ; on 
exclut tous Jes objets non-ensembles (a l 'exception de 
! 'ensemble vide) . Seuls !es ensembles sont consideres, et, 
d'abord - pour la theorie generate, ou theories de l'equi­
valence, des ensembles ordonncs et bien ordonnes - de 
fac;on hypothetique. JI n'y a pour cette theorie aucun 
axiome d'existence incon<litionnee. L'axiome de determi­
nation devient : 11 si a, b et A sont des ensembles et si a = b et 
a E A on a aussi b E A » (l'egalite 'entre deux ensembles a 
et b est definie par la relation : pour tout ensemble x, 
XE a entraine XE b et reciproquement) . L'axiome de determi­
nation garantit a cette relation les proprietes de I' egalite ma­
thematique ordinaire : substituabilite de deux objets egaux 
dans un enonce de la theorie. L' axiome des ensembles etemen-

( 1 )  Si l 'on considere !'ensemble des fractions decimates definissables par 
un nombre fini de mots : on peut les ranger en une suite denombrable bien 
ordonnee et le procede de la diagonale procure aussitot une nouvelle frac­
tion exterieure a la suite et pourtant definissable egalement avec un nombre 
fi.ni de mots : le procede de la diagonale n'est pas responsable de la con­
tradiction, mais !'incertitude de la • definition en termes finis •· Ces anti­
nomies • epistemologiques • ne concement pas directement la theorie des 
ensembles. 

(2) V. en particulier FRAENKEL (VII) et (X) oil les resultats de ces me­
moires sont resumes. 
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taires se reduit a un axiome d'accouplement (affirmation 
d'existence hypothetique) : si a . et b sont des ensembles 
distincts, ii existe un ensemble ayant pour elements a et b : 
ja ,  bl ; 

13) transformation principale : la notion de fonction 
definie inductivement remplace la notion de propriete 
definif. L'axiome de stj>aration s'enonce : s'il existe un 
ensemble M et deux fonctions donnees cp (x) et .ji (x) , il 
existe une partie de M comprenant tous les elements x de 
M pour lesquels cp (x) e <Ji (x) ou .ji (x) e cp (x) . Comme fono­
tions de !'ensemble x sont posees : d'abord les constantes 
(c'est-a-dire les ensembles admis comme existant incondi­
tionnellement) , x lui-meme, !'ensemble des parties de x 
(Wx) , ! 'ensemble reunion 6x, I 'ensemble couple jcp (x) ,<Ji (x) j 
(si cp (x) et <Ji (x) sont deja connus) enfin !'ensemble fonc­
tion de fonction cp (<Ji (x) ) .  On le voit, le progres sur ZER­
MELO a consiste a interpreter la phrase : « propriete de­
cidable au moyen des axiomes de la theorie », en termes 
memes de la theorie (au moyen de la relation fondamentale 
e et des fonctions que les axiomes II,  IV, V de ZERMELO 
procurent ; l'axiome VI ne definissant pas de fa9on uni­
voque, aucun ensemble de choix ne peut intervenir) . Mais 
le proces inductif ne s'arrete evidemment pas la : si dans 
la definition de !'ensemble M ou des foncti9ns cp (x) , <Ji (x) 
intervient une autre variable y, la partie d'ensemble : 

.1 1,� " E '� ' ' '  
depend aussi de y, elle constituera done aussi une fonction 
de y. A la verite une difficulte apparait des le debut du pro­
ces si, par exemple, pour la definition d'une partie de M 
!'ensemble WM des parties de M est utilise : c'est la , note 
FRAENKEL, « un exemple classique de definition non pre­
dicative » (1 ) . La solution est celle qu'admettent les mathe-

( 1 )  FRAENKEL (VII), p. I I 2 .  
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maticiens non intuitionnistes en pareil cas : une construc­
tion de la partie en question est impos.c;ible, mais il peut 
y avoir un sens mathematique dans la caracterisation d'un 
element d'un ensemble, fut-ce au moyen de la totalite de 
} 'ensemble (par exemple la borne superieure ou inferieure 
en analyse) . 

20 Sectionnement de la theorie en fragments rattaches a 
un nombre croissant d'axiomes. Grace aux axiomes pre­
cedents auxquels sont j oints sans modification les axiomes 
de I' ensemble des parties, de }'ensemble reunion, et du choix 
(IV, V, VI de ZERMELO) peut etre construite la theorie 
genera1e des ensembles (1 ) : theorie de I' equivalence, theorie 
des ensembles ordonnes et bien ordonnes dont FRAENKEL 
a opere le developpement. En particulier sont assurees, 
au cas oil en general un ensemble existe (ce qui n'a pas 
encore ete pose) , l'existence de l 'ensemble vide et celle de 
I 'ensemble forme d'un element (2 ) .  L'ordre est defini par 
le procede de subsomption des restes (introduit par HEs­

SENBERG (8 ) )  : un ensemble M est ordonne s'il existe une 
partie de 'l9 de }'ensemble des parties �M de M, telle que : 
lo de deux elements de '{; l'un est partie de l'autre et 
20 'l9 est une partie saturee de �M possedant cette propriete 
(c'est-a-dire la relation i;cW, 'l9' possedant la propriete 1° 

entra1ne 'l9 = 'l9') (' ) . Avec l'axiome de l 'infini sous la forme 

( 1 )  Note de FRAENKEL in VON NEUMANN (IV), p. 392 . 

(2) FRAENKEL (V) , p. 256. 
(3) HESSENBERG (I) ; cf. aussi FRAENKEL (X) et (VII), p. 137 et KuRA­

TOWSKI (!) .  
(4) On dit que 'l9 ordonne M :  la 1 1• propriete etablit un ordre entre tous 

les elements de 1Vf tels que deux quelconques d'entre eux a et b appartien­
nent respectivement a deux elements distincts T (a) et T (b) de '{; ;  on a :  

a �  b si T (a) ::i 1· (b} 

(une des :2 relations entre T (a) et T (b) existe toujours ; relation transi­
tive) ; la 2• propriete garantit que !'ordination est complete (etendue a 

tous les elements de M). 
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donnee par ZERMELO sont posees les existences classiques : 
ensembles elementaires, denombrable, continu et ensem-

N 2No 
bles dont les puissances sont de forme 22 0 , 22 , etc . . . . .  . 
En revanche, !'existence de }'ensemble denombrable 

ou Z represente la suite des entiers, ne peut etre assuree, 
non plus que la theorie des ordinaux transfi.nis, ce qui 
etait deja le cas dans raxiomatique de ZERMELO. 
FRAENKEL enonce dans ce but un axiome VIII de 
substitution (1) : « Si M est un ensemble et <p (x) une 
fonction, il existe un ensemble .m. deduit de M par substi­
tution de qi (x) a chacun de ses elements x ». II n'y a gain, 
ainsi que I'a montre voN NEUMANN (1) , que si on elargit 
la notion de fonction : <?y (x) et \fly (x) etant deux fonctions 
de x dependant du parametre y, « si pour tout y (parcou­
rant un certain ensemble) existe !'ensemble <I> (y) des x 
tels que : 

<?y (x) e lfi,. (x) , 

<I> (y) est une fonction de y ». L'elargissement vient de 
ce que les ensembles des x, <I> {y) , ne sont plus - comme 
dans les precedentes definitions - astreints a etre 
parties d'un certain ensemble majorant T, deja pose, le 
meme pour tous les y, c'est-a-dire tel qu'on aurait, pour 
chaque y : 

<I> (y} -- T - <?y(.r) f lfiy(.r) 
On obtient done davantage de fonctions (1 ) .  Telles sont les 
trois principales etapes dans le developpement axiomatique 
de la theorie cantorienne. Doit-il y en avoir d'autres, si l'on 

( 1 )  FRAENKEL (X), p. 309· 
(2) Von NEUMANN (IV) , p. 377 : avec les fonctions deftnies comme pre­

cedemment VoN NEUMANN montre que l'axiome de substitution est une 
consequence des autres axiomes. 

(3) VON NEUMANN (ly), p. 376. 
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veut retrouver tous les resultats que la continuation des 
methodes naives (1 ) a permis d'atteindre apres CANTOR ? la 
question est encore en sus:pens. 

30 Demonstration d'independance relative entre les 
axiomes (2) : il n'y a la, semble-t-il, qu'exigence esthetique 
pour !'edification de la theorie. Aussi bien se trouve-t-elle 
satisfaite en gros par la fa<;:on meme dont ils sont poses les uns 
apres les autres comme garantie indispensable pour !'exis­
tence (hypothetique ou categorique) de certains ensembles. 
Seule l'independance de l 'axiome de choix concerne directe­
ment le contenu de la theorie classique :  les objections contre 
la demonstration de ZERMELO venaient, on l'a vu, de la 
faible distance entre hypothese et conclusion. Au lieu de 
s'attaquer a la validite de l'hypothese - done de rejeter 
simultanement les deux propositions, puisque equivalentes 
- une autre voie serait de la supprimer en tant qu'hypo­
these, parce que demontrable a partir des axiomes deja 
poses. Le particulier de son enonce meme y invite : puisqu'il 
garantit , etant donne un ensemble M d'ensembles, !'exis­
tence d'une certaine partie de !'ensemble reunion eM ; il 
devrait tomber sous la juridiction de l'axiome de separation 
(par quoi sont posees en general les existences de partie 
d'ensembles ) :  en progressant assez dans la construction des 
fonctions introduites par les definitions de FRAENKEL, pour­
rait-on atteindre un ensemble de choix ? FRAENKEL a reussi 
sous certaines conditions a montrer qu'il n'en est rien. 11 
distingue quatre enonces, de forces en gros croissantes : 
Vl1 existence d'un ensemble de choix pour un ensemble 
denombrable d'ensembles finis ; VI1 pour un ensemble 

( 1) Cf. les travaux de MAHLO (I) et (II) ,  H. HAUSDORFF IT )  et BAER (I) sur 
les nombres initiaux reguliers a indices Jimites, cites par FRAENKEL (X) , 
p. 310 .  

(-z )  Les trois etapes precedentes n'indiquent nullement un ordre essentiel 
entre les axiomes : chaque axiome est independant des precedents et des 
suivants. 
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denombrable d'ensembles quelconques ; VI, pour un en­
semble quelconque d' ensembles finis ; VI, pour un ensemble 
quelconque d'ensembles quelconques. L'independance pour 
eux se deft.nit ainsi : VI1 peut n'etre pas satisfait lorsque 
tous les axiomes I- V et VII de ZERMELO-FRAENKEL sont 
satisfaits : VI. , VI, peuvent chacun n'etre pas satisfaits 
lorsque I- V, VI1 (eventuellement aussi Vl1) ,  et VII sont 
satisfaits. La demonstration a ete effectuee par FRAENKEL 
pour un domaine different de celui que considere son axio­
matique. Au lieu de se restreindre aux seuls objets ensembles, 
il considere - comme faisait primitivement ZERMELO -
d'autres obj ets de la theorie, qui ne sont pas des ensembles, 
et a partir desquels l'axiome d'accouplement en particulier 
permet d' en former. La definition de I' egalite (pour ces ob jets 
elle dolt exiger l 'identite) doit etre modifiee en consequence. 
En revanche les autres amendements FRAENKEL (nouvelle 
forme de l'axiome de separation) sont maintenus et j ouent 
un role essentiel '.dans la demonstration : on procede par 
induction complete (1 ) sur la construction de fous les en­
sembles qui peuvent etre obtenus dans la theorie a partir 
d'une certaine. base definie : la base et tous les ensembles 

( 1 )  On construit une pseudo-tht\orie oil figure, pour le cas VI, un ensemble 
denombrable de couples d'objets qui ne sont pas eux-m�mes des ensemble<:  

P = j (a, b,) , (a1 bJ ,  . . .  j 
et on demontre que tout ensemble M de la theorie est invariant si on per­
mute entre eux les elements accouples dans une certaine partie P,,. de P 
comprenant presque tous les couples de P (c'est-a-dire tous sauf un nombre 
fini) . Ainsi I' ensemble I a ( est invariant par rapport aux permutations 
effectuees dans les couples de l'ensemble comprenant tous les couples de P, 
sauf (a b) . Done il ne peut exister pour P d'ensemble de choix (ayant un 
element et un seul commun avec chacun des couples) : il ne serait invariant 
par rapport a aucune partie de P. Pour les axiomes VJ1, VJ, on remplace 
dans P les couples par des ensembles quelconques, pour Jes axiomes VJ, et 
VJ ,, P n'est pas assujetti a �tre denombrable. Cf. FRAENKEL (VII) ,  p. 1 65 sq. 
et (XIII) ,  p. 42-5 1 .  La demonstration pour VI, a ete publiee in FRAEN­
KEL ( III ) .  Dans FRAENKEL (XIV) vient d'�tre donnee la demonstration 
detainee pour l'independance de l'axiome general (VI,) par rapport au sys­
teme des axiomes I-V, VII et VI1• 
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qui en derivent possedent une propriete qui exclut !'exis­
tence de I' ensemble de choix pour certains ensembles d' en­
sembles. Pour un domaine ou apparaissent les seuls en­
sembles aucune demonstration n'est en vue : preuve que 
cette elimination des objets non ensembles n'est pas inof­
fensive : elle semble necessaire si I' on veut preciser le carac­
tere mathematique de la theorie. 

A cet achevement de l 'reuvre zermelienne, manquait 
encore une definition des nombres ordinaux transfinis. Les 
travaux de Von NEUMANN (1 ) a ce sujet, outre leur interet 
intrinseque, permettent de fonder les definitions par recur­
rence transfinie et - par le detour d'une autre axiomatique 
- ouvrent de nouvelles perspectives sur les rapports entre 
elles des differentes parties de la theorie cantorienne. Le 
nombre ordinal peut etre caracterise (de fas:on traduisible 
dans le systeme ZERMELO-FRAENKEL) comme un ensemble 
bien ordonne dont chaque element est egal au segment qu'il 
determine dans !'ensemble. On retrouve le procede naif de 
la numeration : compter les elements d'un systeme est bien 
remplacer chaque systeme partiel deja compte par un 
nombre, a la fois element succedant aux nombres prece­
dents, et representant de leur collectivite. L'ordre d'un 
nombre ordinal, ou d'un systeme de nombres ordinaux est 
l'ordre de subsomption, introduit par HESSENBERG (1 ) : les 
relations p < Q et p c Q sont equivalentes (immediat 
d'apres la definition) . A tout ensemble bien ordonne corres­
pond un nombre ordinal et un seul, le nombre ordinal qui lui 
est semblable. Par induction complete transfinie : d'une 
part deux nombres ordinaux semblables sont identiques, 
dans }'application de l'un sur l'autre le premier element qui 
serait distinct de son image est egal au segment qui le pre-

( 1 )  VON NEUMANN (I) , (Ill) et (IV) . 
(2) ffESSENBERG (II) . 
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cede, segment par hypothese identique a son image. D'autre 
part la propriete pour un ensemble bien ordonne d'etre 
semblable a un nombre ordinal se transmet de !'ensemble a 
ce segment (par suite de l'identite entre un segment d'un 
segment et un segment de ! 'ensemble) et des segments a 
l' ensemble. Pour la deuxieme transmission - qui reprend le 
procede de DEDEKIND pour appliquer la suite des entiers 
sur un ensemble lorsque tout segment de cette suite y est 
applicable - l'axiome de substitution (non ici l 'axiome de 
choix puisque !'application est determinee de fac;on uni­
voque, un ensemble bien ordonne ne pouvant etre sem­
blable qu'a un seul nombre ordinal) doit etre utilise : des 
fonctions bien determinees appliquant chaque segment de 
M sur un nombre ordinal, se deduit une fonction f (x) fai­
sant correspondre a I' element x, definissant un segment, le 
nombre ordinal sur lequel ii est applique. Les valeurs de 
I (x) constituent, en vertu de l 'axiome de substitution, un 
ensemble dont on voit sans peine qu'il possede Jes proprietes 
d'un nombre ordinal et qu'il est semblable a M. L'induc­
tion complete transfinie acheve le raisonnement : la nom bra­
bilite (1 ) (similitude avec un nombre ordinal) se transmet 
le long du bon ordre. 

Deux proprietes j ouent surtout un role dans la tbeorie : 
pour aucun ensemble qui soit nombre ordinal, x, on ne peut 
avoir x e x (consequence immediate de la theorie du bon 
ordre) ; on peut prendre comme propriete caracteristique du 
nombre ordinal : ensemble P de nombres ordinaux tel que 
tout element soit en meme temps une partie (si x E P, x c P) . 
Les procedes d'engendrement de CANTOR - dont on a vu 
qu'ils etaient englobes dans la definition du bon ordre -
peuvent alors etre deduits. Si M est un ensemble de 
nombres ordinaux, <GM sera un nombre ordinal (en vertu 

( 1 )  En allemand : Zahlbark1it ; a distinguer de la dlnombrabilitl (Abzihl­
barkeit) . 
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de la definition precedente) . Le passage a la Jirnite, apres 
une suite N bien ordonnee de nombres ordinaux , consiste 
alors a considerer l'ensemble reunion SN ; ce nouveau 
nombre ordinal suit bien immediatement tous les eJements 
de la suite (si elle n'a pas de dernier element) : on sait en 
effet q ue si x est un nombre ordinal et : 

x -1.,foN on a x  c f!;N done x E N. 
L'adj onction d'une unite se fait par consideration de I' en­

semble x qui est un nombre ordinal (egalement en vertu de 
la definition precedente) . On demontre aisement que pour 
tout nombre ordinal existe !'alternative : 

X = ex (nombre de 2e espece) OU X = <eiX + : <eiX : 
(nombres de r re espece) : on voit que si l'ensemble des 
nombres precedant x a un dernier eJement y, on a y = <e;x ; 
on peut done ecrire : 

x = y + r  
La tbeorie des definitions par recurrence transfinie (1 ) se 

deroule dans une symetrie parfaite avec celle de DEDEKIND 
pour les definitions par recurrence finie. II s'agit de prouver 
l'existence cl'une fonction et d'une seule / (x) definie pour 
tout nombre ordinal x et satisfaisant a : 

/(x) = 'P (F (/, x) , x) (r ) 
• etant une fonction donnee et F(/, x) representant !'en­
semble des valeurs de I pour les elements du nombre ordi­
nal x. On demontre par induction complete transfinie q ue 
pour tout nombre ordinal y existe un element de /onction 
/y(x) et un seul, defini pour tout x -< y et satisfaisant pour 
ces valeurs a (r) : la propriete se transmet en effet d'un 
ensembJe bien ordonne a tous ses segments et de ceux-ci a 
} 'ensemble. Si l 'on fusionne en posant : 

( 1 )  Le proc&le de definition par recurrence transfinie tel que l'em­
ployaient HAUSDORFF et FRAENKEL n'etait pas encore rigoureusement fonde. 
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f(x) = f .. (x) 
on a bien la fonction cherchee. 

Les resultats precedents ne dependent que de la theorie 
du bon ordre, sans theoreme du bon ordre. Ils ne font inter­
venir ni l'axiome de choix ni la theorie de I' equivalence, au 
moins dans sa totalite. D'oi1 l 'idee d'inverser le developpe­
ment traditionnel du systeme cantorien, idee que CANTOR 
semble aYoir eue lui-meme. L'axiomatique etab1ie par 
Von NEUMANN se distingue en outre d'une part en conside­
rant comme objets des fonctions et des arguments, au Heu 
d'ensembles et d'elements (difference technique accessoire, 
destinee seulement a simplifier) ; d'autre part en ne limitant 
pas le champ de la theorie par exclusion des objetr, " trop 
gros 1>, sources des paradoxes connus, mais en imposant 
seulement que toutes les fonctions ne puissent devenir argu­
ments. Les contradictions n'apparaissent en effet que 
lorsque I' ensemble de tous les ensembles ou de taus les ordi­
naux sont traites en elements possibles d'ensembles. Taus 
les arguments peuvent etre foJ.lctions (simplification {1 ) 
analogue a celle de FRAENKEL par rapport au systeme 
ZERMELO) , mais la condition necessaire et suffisante pour 
qu'une fonction ne puisse etre argument sera qu'a tout 
argument du domaine corresponde de fa<;on bi-univoque 
un argument pour lequel cette fonction a une valeur diffe­
rente d'un argument A donne une fois pour toutes. Si l'on 
appelle element x du systeme S, tout argument pour lequel la 
fonction : 

f(x) ;e A ,  

on voit que pourront etre elements et eux seuls, les sys ­
temes ne pouvant etre appliques de fa�on bi-univoque sur 
le systeme de tous les arguments (Axiome N) : Jes sys­
temes pouvant etre elements sont les ensembles. 

(1 )  Simplification que ne fait d'ailleurs VON NEUMANN ni dans (II) ni dans 
(Ill) mais seulement dans (V) . 
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Cet axiome remplace a la fois, dans l'axiomatique ZER­
MELO-FRAENKEL, les axiomes d'accouplement, de separa­
tion, de substitution et de choix. II ecarte evidemmen� 
l'antinomie RussELL : le systeme de tous les ensembles 
n'est pas un ensemble. Quant a l'antinomie BURAU-FORTI, 
elle se transforme en theoreme du bon ordre, suivant le 
procede que CANTGR avait essaye avec la distinction entre 
ensembles consistants et inconsistants (1 ) . Le systeme o** 
de tous les ordinaux ne peut etre un ensemble : en effet 
on a vu que tout ensemble d'ordinaux dont les elements 
sont a la fois ses parties (condition evidemment remplie) 
est un nombre ordinal : done ce nombre ordinal serait son 
propre element, ce qu'on a vu egalement etre impossible) (1 ) .  
S'il n'est pas un  ensemble, il est, en vertu de l'axiome N, 
applicable sur le systeme 0 de tous les elements (ou argu­
ments) . Cette application bi-univoque communique a o le 
hon ordre de O** : comme tout ensemble est une vraie partie 
de 0, il est bien ordonnable. 

Le raisonnement a l'avantage de mettre nettement en 
lumiere le caractere special de l' antinomie : c' est une 
propriete particuliere aux nombres ordinaux (decoulant 
de la theorie du hon ordre : un segment d'un ensemble 
bien ordonne ne peut etre semblable a un segment qui 
en est une vraie partie) qui empeche O** d'etre un 
ensemble. En revanche, la conclusion est entachee de tout 
l'arbitraire de l'axiome N :  celui-ci pose I' existence d'une 
fonction qui applique le systeme non ensemble (ici O**) sur 
le srsterne o de tous les arguments ; d'elle se deduit la fonc­
tion qi bien ordonnante de toute partie de 0, et egalement la 

(1) V. ci-dessus, p. 95. 
(2) Dans (III) VoN NEUMANN admet qu'un systeme (non ensemble) puisse 

�tre un nombre ordinal : mais tous ses segments doivent �tre des ensembles 
puisqu'ils figurent comme argument dans la fonction faisant correspondre 
au segment !'element qui le determine. 0 .. est alors le seul nombre ordinal 
qui ne soit pas un ensemble : rien n'est change au raisonnement du texte. 
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fonction � de choix qui distingue, pour chaque ensemble, le 
premier element dans le hon ordre impose par cp .  La theorie 
de !'equivalence se peut ensuite facilement developper : on 
appelle nombre cardinal un nombre ordinal qui ne peut etre 
applique de fa�on bi-univoque sur aucune de ses vraies 
parties ; l 'universelle comparabilite des puissances se 
deduit de celle des nombres ordinaux. 

On retrouve done en pleine lumiere ce qui n'etait que 
latent chez CANTOR : ii n'y a, en realite, qu'une seule cate­
gorie de nornbres, Jes nombres ordinaux ; le caractere nume­
rique est lie aux proprietes de l'acte de compter d'ou sortent 
directement bon ordre et nombres ordinaux. Ce n'est que 
!'intervention de considerations etrang�res (de nouvelles 
fonctions) , qui parmi les ordinaux en distingue certains doues 
d'une propriete particuliere, les nombres initiaux de classe. 
Mais ici encore apparait un accident dans la creation : le 
troisieme principe d'arret. On peut faire toute la theorie des 
ordinaux sans y avoir recours, developper toute l'arithme­
tique ordinale transfinie non seulement sans lui, mais sans 
meme s'inquieter d'une pluralite de puissances. 

C'est, en realite, la mathematique classique qui exige leur 
affirmation. Mais ici apparait une derniere difficulte que 
Von NEUMANN a contribue a preciser ; les comparaisons de 
puissances - et d'une fa<;:op. generale les proprietes de bon 
ordre, etc . .  - sont relatives a l'axiomatique considere. Si, a 
un systeme � satisfaisant aux axiomes de Von NEUMANN, 
on superpose un systeme I:1, soumis pour l'essentiel aux 
memes axiomes, mais comportant davantage de fonctions 
(ce qu'il est possible d'obtenir par des modifications acces­
soires des axiomes) , le meme objet a pourra etre dans � un 
ensemble non denombrable et se trouver denombrable dans 
I:1 : ainsi Pgalement pour la finitude et le hon ordre : « ii 
n'est pas excln que ! 'ensemble a paraisse fini et bien ordonne 
dans le systeme � et se revele dans le systeme <c plus fin ,, Is 
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non bien ordonne \infini) simplement parce qu'une partie 
de a, qui n' a pas de premier Bement, n' etait pas un ensemble 
dans �. done n'avait pas ete remarque, tandis qu'elle est un 
ensemble dans I: 1 » (1 ) . Done relativite aussi bien vers le 
bas (finitude et hon ordre) que vers le haut .  

Meme relativite devoilee anterieurement par le paradoxe 
de SKOLEM : chaque systeme d'axiomes est satisfait par une 
infinite denombrable d'objets (par exemple des ensembles 
que procurent les axiomes ZERMELO-FRAENKEL) (1) . 11 s'agit 
evidemment d'une autre denombrabilite que de celle qui est 
definissable au sein de l 'axiomatique. Mais le divorce meme 
est significatif : entre le mouvement naif des creations 
matMmatiques et Jes systemes axiomatises la jonction 
immediate est impossible. On a !'impression de micro­
cosmes, ingenieuses miniatures « qui representent fidele­
ment la tbeorie des ensembles jusque dans tous les details . .  
11  y parait toutes les puissances . . . Mais aussitot que l'on met 
en jeu des instmments plus fins tout s'evanouit. De toutes 
les puissances ne restent que le fini et le denombrable. Cela 
seul a un senc; reel, tout le reste est fiction formaliste (1 ) •'. 
Au moins !'utilisation dans des problemes mathematiques 
en est compliquee. 

L 'axiomatisation de la theorie des ensembles n'etait, dans 
!'intention, que codification de demarches effectives pour 
I' elimination des antinomies. On ne peut guere prouver que 
le resultat soit atteint : si les ensembles de RussELL et de 
BURAU-FORTI disparaissent, MIRIMANOFF a donne l'exem-

( I )  VON NEUMANN (II), p. 240. 
(2) La demonstration rigoureuse ne peut s'effectuer que dans un sys�me 

entierement formalise, quoique SKOLEM ait montre que le resultat est inde­
pendant du mode de formalisation ; la construction recurrente d'ensembles, 
telle qu'elle s'eftectue a partir du seul axiome d'existence absolue, axiome 
de l'infini, dans le sys�me ZERMELO•FRAENKEL, grAce a l'axiome de sepa­
ration modifie, en peut donner idee. 

(3) VON NEUMANN, tbitl., p. 239. 



THEORIE ABSTRAITF. DES ENSEMBLES 159 

pie (1 ) d'un ensemble descendant, impossible a exorciser 
avec les axiomes connus si l'on ne veut pas se horner aux 
ensembles construits par les axiomes (c'est-a-dire a une 
infinite denombrable) comme cE"la est possible dans les sys­
temes FRAENKEL et VoN NEUMANN, et sur lequel aucun cal­
cul n'e&t possible. Seule une demonstration de non contra­
diction 'donnerait la securite : en 1907 ZERMEI.o avouait 
n'y etre pas encore arrive (2 ) .  Toutes les rlemonstrations de 
non contradiction connues consistent a fabriquer un 
modele de la theorie, dans une theorie mathematique deja 
fondee : pour la theorie des ensembles, le procede est 
evidemment inapplicable. En revanche la difficulte du rela­
tivisme enleve aux demarches axiomatis6es leur efficacite 
concrete : si l'on veut garder sa place a la theorie, ii faut 
que, pierre d'angle des mathematiques, elle n'en soit pas 
separee dans !'operation d'axiomatisation. C'est a une 
recom.truction complete de ] 'edifice qu'il importerait de se 
livrer, qu'elle aboutisse au moyen d'une axiomatisation 
rigoureuse, ou negativement - avec l 'intuitionnisme --­
par definition nouvelle des enchainements admissibles : 
dans tous les cas le probleme de la theorie des ensembles 
devient probleme du fondement des mathematiques. 

( 1 )  MIRIMANOFF (I) : il s'agit de l'ensemblet1 = I "  I avec I " I = J lt1! j , etc . . .  
(2) ZERMELO (Ill). p .  262. 





CONCLUSION 

II est possible de donner au proces d'axiomatisation une 
signification mains absolue : sorte de condensation de la 
matiere active d'une theorie autour de quelques procedes 
intuitivement saisissables et pour lesquels la question d'une 
approbation, sinon d 'une justification, est plus facile a 
resoudre. De ce point de vue les recherches de ZERMELO­
FRAENKEL et Von NEUMANN sont aussi utiles pour le deve­
loppement de la theorie, que significatives dans le dessin de 
son histoire. Grace a elles semblent se fixer - du mains 
autant qu'il se peut actuellement - portee du systeme et 
liaisons veritables. 

La theorie de !'equivalence est nee au sein de ! 'analyse, 
avec des methodes empruntees a ! 'analyse. Si BOL7ANO 
pressentait deja les notions de la reunion et du produit 
d'ensembles, WEIERSTRASS, a propos des nombres com­
plexes, en donnait la definition precise que CANTOR n'eut 
qu'a transposer (1 ) : operations simples, resultats pauvres, 
tout l 'interet de la theorie est dans la manipulation qu'elle 
rend plus aisee, dans les mises en rapport qu'elle etablit pour 
des ensembles deja procures par !'analyse. Si on la veut 
prealable a celle-ci, elle n'existe que dans la mesure au sa 
liaison avec elle, de contiguite devient continuite, sous 
peine de s'evanouir dans le vide logique. Nombre, fonction, 
ces actes intuitifs de ! 'esprit sont des instruments qui se 
forgent eux-memes, car rien n'existe avant eux. La duperie 
de !'application comme operation logique anterieure a la 
fonction se manifeste dans la floraison des paradoxes : c'est, 
apres ZERMELO, la precise definition de }'operation de sepa­
ration (2) , par construction recurrente de fonctions, qui 

( 1 )  V. ci-dessus, p. 18.  (2) SKOLEM S y  etait deja employe in SKOLEM (II) . 
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permet a FRAENKEI. de relever l'edifice de Dedekind. Apres 
les fonctions reunion, ensemble des parties, etc. , le moment 
non predicatif permet une generation illimitee qui ouvre les 
perspectives de la theorie. Peut-elle aller tres loin avec ses 
seules ressources (sans axiome de substitution) ? 11 est diffi­
cile d'en decider : outre la definition de l'ordre et du bon 
ordre, elle n'a guere obtenu de resultats apres les theoremes 
de BERNSTEIN et de KoENIG. Pour etre fecondee il semble 
qu'il lui faille des objets - ensembles ou fonctions - definis 
dans la mathematique classique : fonction additive, mesure 
dans ! 'integration abstraite, notion de voisinage pour les 
espaces topologiques. Resultats plus nombreux, securite 
gagnee tiennent a la solidarite mathematique interieure 
des actes qu'ils reclament,  au controle effectif auquel les 
soumet leur caractere plus concret. 11 n'y a plus alors deve­
loppement singulier d'une theorie autonome. Le probleme 
de l'universelle comparabilite est assez revelateur de !'ima­
gination, qui sous-tendait les travaux de CANTOR, d'un en­
soi des ensembles : comment affirmer ! 'existence de la fonc­
tion appliquante, si les deux ensembles en presence ne sont 
definis par rien d'autre que leur existence ? il semble que les 
operations de I' equivalence ne permettent pas de l'atteindre. 
Au lieu de probleme il n'y a sans doute Ia . qu'un nouvel 
axiome, dont HARTOG<; (1 ) a montre qu'il equivaut a l'affir­
mation du hon ordre (et par suite a l'axiome de choix) : son 
independance par rapport aux autres axiomes resulte done 
des travaux de FRAENKEL sur l'axiome de choix. 

A vec la theorie des ordinaux, apparalt un mouvement de 
pensee radicalement nouveau - caracterise par l'axiome de 
substitution - plus propre, semble-t-il, a procurer le deve­
loppement d'une veritable theorie. On a vu que sa subordi­
nation aux considerations d' equivalence resulte d'un acci­
dent historique. Mais il faut encore noter que ce n'est pas le 
hon ordre qui est prealable au nombrement, mais le nombre-

( 1 )  11 es•. ' vident que du bon ordre resulte la compacbilite (puisque 
tous les er- ,t mbles bien ordonnes sont comparables) . HARTOGS a prouve 
la reciproque. HARTOGS (I) . 
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ment au hon ordre (1 ) .  Aucun ensemble mathematique effec­
tif, hors la suite des en tiers, ne donne exemple de hon ordre ; 
s'il est definissable avec les axiomes de I' equivalence, aucun 
moment interieur de cette tMorie n'y conduirait si l 'idee 
n'en etait fournie par l'engendrement des ordinaux. II 
semble done que - quels que soient par ailleurs ses avan­
tages - la presentation axiomatique ne fasse ici que 
reprendre, a peine masques, les enchainements naifs : la 
validite de celle-Ja, en !'absence de toute demonstration 
de non contradiction, ne pourrait s'appuyer que sur la rea­
lite de ceux-ci ; retour aux principes d'engendrement de 
CANTOR. Le remarquable est d'ailleurs qu'une axiomatisa­
tion comme celle de Von NEUMANN d'une part elimine 
toute une serie de raisonnements de Ia tMorie de I' equi­
valence (demonstration Bernstein, demonstration Zer­
melo du hon ordre) , d'autre part n'apporte aucune 
lumiere sur le probleme du cohtinu : s'il est possible d'y 
prouver que la puissance d'un ensemble M est inferieur a 
celle de !'ensemble de ses parties �M on n'a aucun moyen 
de comparer 2N• et M1 . Certaines existences posees par 
l'axiome N - ou par l'axiome de substitution de FRAEN­
KEL - et celles donnees par d'autres axiomes, comme 
celui de !'ensemble des parties OU de !'ensemble reunion , 
semblent impossibles a mettre en rapport autrement que par 
un nouvel axiome. C'est aussi bien ce que rend vraisemblable 
la possibilite d'une deuxieme hypothese du continu, reprise 
par LusrN (2 ) ,  et qui, jusqu'ici, n'a donne lieu a aucune con­
tradiction, bien qu'elle exclue la premiere : 2N0 = 2N1 • 

Sa place privilegiee, les difficultes rencontrees, donnent a 
l 'histoire de la tMorie des ensembles sa portee philoso­
phique : !'ambition d'un developpement prealable au reste 
des matMmatiques devait permettre de preciser la notion 
de tMorie matMmatique, isolee comme in v£tro ; l'obliga-

( I )  D'autre part nous ne connaissons aucun moyen d'ordonner un 
ensemble autrement que par le bon ordre, tandis que nous connaissons des 
ensembles simplement ordonnes. 

(2) Cf. LUSIN (I) .  
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tion, apres les paradoxes, d'enumerer exhaustivement les 
hypotheses, precise la notion meme de demonstration : si les 
resultats ne sont qu'une transformation immediate des 
axiomes (1) , peut-on encore parler de theorie ? La realite d'un 
raisonnement se trouve en quelque sorte mesuree par son 
brassage de matiere mathematique, par !'unification - qu'il 
procure entre objets - procedes - deja mathematique­
ment existant. D'ou la difficulte de divisions de droit dans 
un tissu vivant, par rapport auquel les affirmations ne sont 
que superstructures des procedes, oil l'imprevisible devia­
tion d'un geste procure a la fois les nouveautes et maintient 
les liaisons. Rejeter ou fonder une theorie n'est travail defi­
nitif, ni depourvu de degres ; surtout, comme pour les 
caracterisations d'unite, il ne peut s'operer par simple 
investigation logique. Si les axiomatiques semblent dissocier 
deux theories : equivalence, nombres ordinaux (et peut-etre 
une troisieme ou serait etudie le probleme du continu) , dont 
la securite va decroissant, les considerations pragmatistes 
du mathematicien militant ont le dernier mot. C'est dans 
!'analyse entiere que se pose le probleme d'une existence et 
d'un affermissement, pour lesquels une definition du tra­
vail mathematique en general est necessaire. 

( 1 )  11 ne s'agit ici bien entendu en aucun cas des importantes d�mons­
trations donn�s par ZERMELO, F'RAENKEL, VoN NEUMANN au cours de leurs 
.axiomatisations respectives. Mais il y a peu de th�mes. 
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INDEX DES TERMES EMPLOYES (1) 

A 
Aleph (puissance d'un ensemble bien 

ordonnc) : S r ,  94.  
Apantachle : 39. 
Application : s-1 n. 
Axlomatique (methode) : r8 .  
Axiome-N : r33 .  

B 
Bien ordonne (ensemble) : 64. 
Biunlvoque (correspondance) : 46. 
Bon ordre : 64. 

c 
Cardinal (nombre) : 75 .  
Cateprlclte : 5 n.  
Chaine : roo . 
Chaine propre (d'un ensemble) : ror . 
8- Chaine : I I 7. 
Chaix (axiome de) : u 3 .  
Classes I,  II ,  III  des nombres ordi-

naux transfinis : 67. 
Compaclte en soi : 52. 
ComparabJIJte des puissances : 66. 
Conslstante (multiplicite) : 95 .  
Continulte : 16 .  
Coupure : 16.  
Critiques (nombres) : g r .  
Crolssance (ordre de) : 40. 
Cyc/Jque (ordre) : I I I .  

D 
Delinie (propriete) (Zermelo) : 1 23. 
Denombrable (ensemble) : qui peut 

etre mis en correspondance bmni­
voque avec !'ensemble des entiers : 
50. 

Dense (ensemble) dans un intervalle : 
58. 

Dense en sol (ensemble) : 6g, 85. 
Dense (partout non) : 58. 

Denslte : 52. 
Derivation (d'un ensemble) : 22 .  
Diagonale (procede de la) : 42, 72 .  
Distributive (procede d e  l a  proprie-

t6) : I2 ,  70. 
E 

Emboitement des intervalles (proce­
de de I ') : 52.  

Equivalence (theoreme de I') : 78, 
109 n.  

Equivalents (ensembles) : 55, 75.  
Espece (d 'un ensemble de _points) : 22.  
Bspece d'un nombre ordmal ( 1 r• ou 

2• espece) : 88. 
Exponentiation d'un ensemble par 

un autre : 77. 
F 

Ferme (ensemble) : 7r ,  85 . 
Fusionnement (procede de) : 106. 

G 
Oenre (d'un ensemble) : 58. 
aroupe integrable : 58. 

I 
Intersection de 2 ou un nombre 

quelconque d'ensembles : 100 n. 
Inflnltalre (calcul) : 40. 

(ordre) : 4 1 .  
Irreductible (element) d'un ensem­

ble ; I I 3 . 
I sole (ensemble) : 6o. 

L 
Linearisation : 5 r .  

R 
Nombrabilite (d'un ensemble) : 131  
Nombrement : 131 .  

( 1 )  Les pages indiquees 1ont celles o b  l e  terme est defini o u  (en l'ab1C11ce d'une definition 
exphcite, qui est alors donnee ici) utilise pour la premi�re fois. 
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Nombres-• : 92. 
Normales (Fonctions) : 9 1 .  

0 
Ordinal (nombre) : 64. 

p 
�M : ensembl e des parties de !'ensem-

ble M :  u9. 
Pantachie : 39. 
Parfait (ensemble) : 69, 85.  
Partie d'un ensemble : 55 .  
Principal (element) , d 'un ensemble 

orddnne : 84. 
Principes d'engendrement, d'arret : 

65, 67. 
Produit d'ensembles : 77. 
Propriete distributive ou propriete 

r (procede de la) : 1 2 ,  70. 
Puissance d'un ensemble : 55, 75. 

Q 
Quasi- Chaine : 1 1 1 . 

R 
Recurrence (definition par) : finie : 

105 .  
Reductible (ensemble) : dont le  •""" 

derive (• etant un nombre fini ou un 
ordinal transfini de la classe II) est 
fini : 68. 

Reste d'un ensemble ordonne (par 
rapport a un segment) : 85. 

Reunion (ensemble) : 77. 

s 
!!SM (ensemble-reunion des ensembles 

elements de M) : 1 22.  
Sature (element) d'un ensemble : u3. 
Segment, clans un ensemble ordonne : 

85 . 
Semblable (application) : 82 .  
Separation (axiome de) : 122 .  
Sous ensemble : V. partie d'ensem­

ble. 
Subsomption (ordre de) : 130. 
Substitution (axiome de) : 127. 

T 
Type d'ordre : 8 1 .  
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A V E HT I SS E M E NT 

En 1 87'.l Can tor l'aisa it ,  a u  hasard d ' un  voyage en Suisse, la 
i ·on r 1a i ssan1·P de  Dedek i nd .  De ('ettP ren<'ontre date un eC'hangt� 
de lett res q u i ,  ave<' d es i nterrupt ions,  se poursu i vit jusqu'en 189H 
( fi n  dn  l a  pf>riodf' prod uC't ive pour Cantor) et Oll s'eprouverent a 
!leu 1n·1's toutes Jes id fiPs fondamentales dP l a  theor ie des 
i>nsernhles .  

On sait l e  d esti n par i 1 1 sta1 1ts dramatique de  Georg Cantor. 
I I  est J IPl l  d 'exemples,  remarque Fraenkel ( 1 ) ,  de  vie aussi etroi ­
tement. mPl fie a une amvre, de theorie ,  reuvre aussi exclusi ­
vement  personnel le  d'un seul 1·herC'heur. Dans une lettre qu'i l  
t>ni va it a 1 7  ans ,  Cantor parle d '  « <  une vo ix i nconnue et myste­
rieusP • >  q u i ,  < 'ontre la volonte des s iens ,  l 'appelle aux mathe­
matiq ues (2) .  En 1872, S O i i  l 'Ollegue de Halle, He i ne,  l ' i neite a 
l 'Ptudf' dPs sf>ries trigonometriques. Ce sont alors en  quelques 
an ru•es 1·es de1 ·01 1 vertes cton nantes - etonnantes pour leur 
ault>ll f' le pr·emier : u je le vois mais  11e le  erois point 11 er.ri vait-i l 
en 1 877  a Ded e k i nd a propos de l 'une d'elles -, ces notion::; 
rad i 1 ·a lPrne1 1t  nouvel l es, p11 i ssan1•e des en::;embles ahstraits, debuts 
de topolo�ie ,  ar ithmfit ique  des nornbres trans finis,  edi f ice dont 
la hanl iPsse et l a  beaut{> l'a i saient dire a H ilbert : (( qu' i l  repre­
sent•� u ne des plus bel lf's l ' reat ions de } 'esprit mathematique » 
mais  dont  la  nou veautP. suseita des le debut de f ianee.  ehez 
WeiPrst rass, host i l i tc dfidaree ('hez K ronecker. 

( ' )  ,\ , Frat•n ke l , <:1•org. Ca ntor . .lah1·Psb.  d. J)put.�clt . ft-latlt. Verei11 . ,  t .  ;W 
( 1 9:!0 ) .  p .  1 !1\1-:!fifi, rt>prod . p a rl it> l l emt>n l i n  <:. rantor. r;Ps. A bha11dlu11ge11, 
hrgg. v .  Zt>rrnelo.  Bt>rl i n ,  l"pringer, 1 9:l :! ,  p .  �52. :'li ous Jui empru n t ons 
nom hrt> <It> rt>n�Pign e m t> n l s .  C't>sl d ' a i l l t> u rs .\ . Fraenkel qui nous signafa 
It• premier c ·t>l It> 1·orr1•i;pnn dar 1 t · 1 � .  
\ 2) Ibid . . p .  '1 f1:J .  
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En 1877 dans quelques lettres (que nous n'a vons pas cru 
devoir reproduire ici ) Cantor s 'inquiete du retard apporte par le 
Journal de Crelle (dirige par Kronecker) a publier sa demons­
tration sur l'identite de puissance des continus a nombre quel­
conque de dimensions. On y croyait voir - Cantor le premier au 
debut - une atteinte a la notion classique de dimension. Inquiet, 
deja sensible a }'atmosphere defavorable,  ii envisage de retirer 
son article,  de le faire paraitre en brochure separee comme 
Dedekind pour Stetigkeit u. irrationale Zahlen. Cette fois l 'alerte 
etait vaine, mais ce fut la derniere collaboration de Cantor au 
Journal de Crelle. Les articles fondamentaux - ou l'essentiel de 
]a theorie etait deja developpe - parurent dans les J/ athematische 
Annalen de 1875 a 1883, au milieu d'une hostilite grandissante. 
�\feme Weierstrass, d'apres le temoignage de Srhoen flies ( 1) ,  mar­
quait de la froideur. Le seul appui vint de Mittag-Leffier qu i 
ouvrit a Cantor les A cta Mathematica qu' i l  venait de fonder. On 
sait que, des le tome I I ,  y parut une tradurtion fra111;:aise de8 
Memoires des M athematische A nnalen, faite, raconte Mittag­
Leffier (2 ) , par le groupe de j eunes mathematie iens gravitant 
autour d' Hermite ; en particulier ! ' article Quelques theoremes sur 
les ensembles infinis et lineaires de points aurait ete traduit par 
Poincare. C'etait done une reconnaissance partielle que confirma 
le succes de deux memoires de Mittag-Leffier, Sur la represen­
tation analytique des f onctions d' une variable independante et 
Demonstration nouvelle du theoreme de Laurent, oi1 les notiom1 
cantoriennes etaient pour la premiere fois uti l isees. Mais  l ' irrita­
bilite de Cantor ne faisait que s'accroitre ; ii savait que Kro­
necker le traitait de « corrupteur de la j eunesse n ,  denigrait publi­
quement ses travaux et Jui interdisait l 'acres de Berl in .  II s'en 
plaint, parfois avec une verve amusante - Kronecker est designe 
par le sobriquet de « Mere n, type de I' esprit etroit qui s'oppose a 
l 'inattendu du progres mathematique - , parfois avec un ener­
vement maladif dans ses lettres a Mittag-Leffier autour de 
1884 (3) . C'est qu'a cette date apparait l ' autre aspert., le plus 
importaµt du drame. 

( 1i A. Schoen flies, Die Kris is in Cantor.• nw.themati.•clte111 Sc/111 !Ten . Actll 
Math. 50 ( 1928) , p. 1 -23.  
( 1) Mittag Lerner, ibid. , p .  25.  
(3) Publiees par Schoen flies, loc. cit. 
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L'edifice des ensembles etait bien a grands traits ebauche dans 
Jes memoires des Mathematische A nnalen, mais ii manquait !'in­
dispensable couronnement, le theoreme sur le continu. «<  De ce 
qui precede, on peut a l 'aide des theoremes demontres au n° 5 
conclure que le continu lineaire a la puissance de la classe I I  . . » 
Ainsi s'achevait en 1882 le dernier article Sur les ensembles infinis 
lineaires de points. Au paragraphe 5 avait ete prouve que la 
puissance de la classe I I (des ordinaux trans finis denotant un 
ensemble bien ordonne denombrable) suivait immediatement le 
denombrable. D 'autre part, dans la theorie. des ensembles de 
points on n'avait eu afTaire qu'aux deux puissances denombrable 
et continu (ou puissance des ensembles parfaits) : en particulier 
tout ensemble f erme se decompose en ensemble parfait et ensemble 
denombrable ; d'ou la supposition, formulee des 1878, que ce sont 
la Jes deux seules puissances possibles. Par la solution du pro­
bleme se trouverait done efTectuee la liaison entre les deux 
branches de la theorie des ensembles, topologie et arithmetique 
transfinie. L'annee 1884 fut celle de l 'efTort le plus intense sur 
ce point. Le 26 octobre Cantor triomphe dans une lettre a Mittag­
Lefiler : « J e suis maintenant en possession d 'une demonstration 
extremement simple pour ce theoreme le plus important de la 
theorie des ensembles ( 1 ) . » Mais le 4 novembre : « heureusement 
je n'ai use nulle part de cette affirmation comme moyen de 
demonstration . . .  j 'ai trouve ces j ours derniers une demonstration 
rigoureuse que le continu n'a pas la puissance de la classe I I  et 
bien plus qu'il n'a pas une puissance exprimable par un nombre ». 
Enfin le 15 desaveu de cette lettre - qui supposait que l 'on 
puisse donner un exemple d'un ensemble ferme ayant la deu­
xieme puissance - et la poursuite reprend de ce but toujours 
fuyant. La veritable souffrance des alternatives dans cette re­
cherche vaine, l ' isolement moral , les attaques des adversaires 
provoquent une crise de depression nerveuse qui l 'oblige a se 
refugier un temps dans une clinique, qui le detache momen-
tanement de son ceuvre. c< Ce n'est que l ' idee . . .  d'une application 
possible a la theorie des organismes vivants . . .  qui m'a fait entre-
prendre ce travail f atigant et ingrat sur les ensembles de points. >> 
11 demande au ministre prussien de l ' instruction publique l 'auto­
risation d'enseigner desormais la philosophie et ne R'occupe 

( 1) A. Schoenflies, lor. cil. 



PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE 

hientot plus que de savoir si Fraw;ois Bacon est bien ! ' auteur des 
drames de Shakespeare. Crise dont les reperC'ussions se pro · 
longent une douzaine d' annees pendant lesquelles il se considere 
surtout comme philosophe et eherche a l ' infini act uel des cau­
tions j usque dans le Moyen Age. 

Cependant son c:euvre veritable nnirissait : en 1 897 parait le 
nouvel expose des Contributions ci la fondation dP la theoriP des 
ensembles transfinis, plus systemat ique. plus rigoureux avec un 
developpement complet de l'arithmetique transfinie .  Fraenkel 
y voit l ' influence de l'esprit ordonne de Husserl qui debutait 
alors a Halle. Cette fin de siecle marque a.ussi la reeonnaissance 
officielle de son ceuvre : au Congres de Zurich ( 1897) tour a t our 
Hadamard , Hurwitz, Hilbert lui rendent hommage. et la memP 
annee les Le<;ons sur la theorie des fonctions de Borel en present ent 
un expose partiel et une utilisat ion desormais dassique .  E H  
reprenant ses echanges aYee Dedekind, Cantor ehasse l e s  mau · 
''ais fantomes. cc J e voudrais que nous restions desormais e 1 1  
correspondance reguliere . . .  La quest ion Bacon-Shakespeare nw 
l aisse maintenant completement ealme ; elle ne m 'a fait perdr ... 
'Ille trop de temps et d'argent . ,, Cependant la deuxieme grandP 
crise est deja la : apres l ' impossibilite du probleme du continu. 
voici la decouverte des paradoxes. Des 1895 - deux ans aYant 
Burali-Forti - Cantor se heurte a l ' antinomie de ! 'ensemble de� 
nombres ordinaux : ii essaie en 1 899 de l' eviter par sa d istinetion 
entre ensemble consistant et ensemble inconsistant, par la auss1 
de rattraper le probleme du eont inu. A quel point eette derniert' 
question restait irritante pour lui . r ineident Koenig au Congres 
de H eidelberg ( 1 904) le montre assez : par un ingenieux theoreme 
l i e  a tort avee un resultat de Bernstein mal interprete,  Koenig 
semblait demontrer que la puissanee du continu ne pouvait etre 
un alef. Schon flies a raeonte ( 1 ) r emouvante scene OU Cantor 
adjura ses amis plus j eunes de t rouver la faute, de refuter unt­
affirmation qui ruinait son reune. Cette fois le sueces ne fit pas 
defaut : la meme annee Zermelo . en demontrant la possibilite d� 
bien ordonner le continu, rendait du meme coup impossible de:­
affirmations eomme celle de Koenig. 11 ais le probleme restait ; et 
en 1905 le paradoxe de Russell menac;ait cette fois les bases memt� 

( 1 J  A. Schon flies. r;eorg Can/or i n  \1 i l l t> h l P1 1 t sd1!' L<'henshildt-r I I I  ( 1 928 1 ,  
I' · a�8 -!l6:� .  
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de la theorie abstraite des ensembles. On sait que Dedekind en 
rut si touche qu'il refusa longtemps une reedition de was sind 
u .  was sollen die Zahlen ? 

Theorie solitaire, aujourd' hui encore, dans sa partie abstraitt> 
- celle a quoi tenait le plus Cantor - aussi i nachevee, aussi 
incertaine aux yeux de beaucoup,  bras tendu vers le ciel dans une 
hardiesse qui lu i vaut la complaisance des hilbertiens, l 'hostilite 
des empiristes. Mais Cantor ne s'y attachait pas comme a son 
c:euvre propre. Contre Kronecker, 11 reclamant l ' impartial ite pour 
ses elucubrations . . .  , pour mon travail c'est la  partial ite que 
j 'exige,  non partialite pour ma personne terrestre, mais partialiti? 
pour la  verite qui est eternelle ) I  ( 1) .  Si (( ] 'essence de la mathe­
matique est la  liberte » le mathematicien ne fait que decouvrir un 
monde , immanent a son esprit, residant en soi dans une objer­
tivite absolue : << j e  ne suis quant au contenu de mes travaux que 
redacteur et fonctionnaire )) (2) .  

Ce sont Jes premieres etapes de la decouverte de  ce  monde que 
suit la correspondance avec Dedekind entre 1872 et 1883. Fraen­
kel y voit ] 'opposition entre le  mathematicien de 11 Sturm und 
Drang n et le classique epris de symetrie. D 'un cote, fougue crea­
trice , quelquefois hasardeuse, de l 'autre , rigueur et critique . En 
etTet, dans ces lettres, Jes uns apres Jes autres, tous Jes resultati; 
pressentis etablis par Cantor, sont d'abord soumis au jugement 
de Dedekind : celui-ci releve des demonstrations erronees (a 
propos de ] ' i nvariance de puissance des continus) , en simpli fie 
d'autres , precii;e enfin leur portee (comme pour le nombre des 
dimensions a propOR de quoi il fait remarquer que c' est )a bi-conti­
nuite de la  mise en correspondance qui doit garantir ] ' invariance 
de la di mension) .  Mais ii n'y a pas seulement une epreuve - a 
laquel le Cantor attachait tant d' i mportance qu'apres son resultat 
sur la puissance des continui; de dimensions quelconques , il ne 
declare i;'y tier, quoi que sur de la demonstration, qu'apres a vis di' 
Dedekind . Outre l 'autorite de son oouvre deja  importante a cette 
.date, Dedekind apportait dans cet echange !' experience de re­
flexions anterieures sur le meme sujet : non seulement la defi ­
nition de la  ront inuite , donnce dans Stetigkeit u.  irrationale 

( 1} L. ii M i t tag Leffler,  :!6 janvier 1 88 '.  i n .\ . 8d10n flies, lor. cit . . • 1 cto 11fatlt. 
ete . . .  
( 1 )  " Nur Herkhtrrst at ler u n d  Beamter " ,  il1id. 
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Zahlen, mais les ebauches restees inedites de cette Systemenlehre, 
a la fois topologie et theorie des ensembles abstraits. A ses tra· 
vaux sur la premiere ii fait allusion au detour d'une lettre ; 
Mlle Noether a pu en retrouver quelques-uns pour l 'edition des 
fEuvres completes. L'essentiel des reflexions sur la seconde se 
trouve dans les esquisses successives de Was sind und was sollen 
tlie Zahlen ? (de 1872 a 1887) .  - Esprit secret defiant de soi ,  
" Treppenverstand >1 comme ii se nomme, Dedekind murissait 
longuement ses idees les plus hardies, gardant au besoin des 
annees dans son tiroir les resultats deja obtenus. En 1899, a pro­
pos de la distinction proposee par Cantor entre ensembles consis­
tants et inconsistants (destinee a neutraliser le paradoxe de 
Burali-Forti) ,  pour laquelle il « avoue n'etre pas encore au clair », 
la mention du theoreme de ! 'equivalence lui fait evoquer un 
souvenir : << lorsque le jeune Felix Bernstein me rendit visite a 
Harzburg pour la Pentecote 1897, ii me parla du theoreme B ,  p .  7 ,  
de la traduction Marotte [le theoreme de  l' equivalence que 
Bernstein venait de demontrer] et fut un peu saisi lorsque je Jui 
dis ma conviction que ce theoreme etait facile a demontrer avee 
mes moyens (was sind und was sollen die Zahlen ?)  ; cependant , 
J 'entretien n'alla pas plus avant sur sa ou ma demonstration. 
Apres son depart j e  m'y attelai et conatruisis la demonstration 
ci-jointe ».  En 1932, prenant connaissance de cette correspon· 
dance, Zermelo eut la surprise d'y trouver exactement, aux 
termes pres, la demonstration que lui-meme decouvrit et publia 
en 1908. Elle a sur celle de Bernstein (dont Schroder avait donne 
une ebauche incomplete un an avant) ,  l 'avantage de ne pas faire 
intervenir explicitement la suite des nombres entiers. Le curieux 
est que Dedekind avait deja spontanement redige cette demons­
tration dix ans avant la  visite de Bernstein : nous avons pu en 
effet retrouver dans ses manuerits une feuille datee par Jui 
1 887-7- 1 1 .  qui donne, en notations cette fois de Was sind und 
was sollen die Zahlen ( 1 )  le meme raisonnement. Preuve nou­
velle de la feeondition de la notion de chaine a l 'aide de laquelle 
en 1907 Zermelo devait demontrer le theoreme du hon ordre. 

La presente edition etait prete ii y a quatre ans. Retardee 
par diverses circorn�tances. elle parait aujourd'hui exactement 

( 1 ) Heproduite in JJedrkirul nr1«1mnu•ltt· Jrerke Braunschweig Vieweg u .  
:-;oh n .  1 932.  t .  I I  I .  
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telle que l 'avait revue avec nous Mlle Noether, souvenir vers ces 
journees de Gottingen oti ii nous avait ete donne apres bien 
d'autres de connaltre la bonte j oyeuse de son accueil , l 'intense 
rayonnement de son esprit. J e tiens a remercier les prof esseurs 
Hasse, directeur de l 'lnstitut mathematique de Gottingen, et 
Sperner, editeur du J ahresbericht d. deutschen M athematiker Verei­
nigung pour l'amabilite avec laquelle ils m'ont accorde les autori ­
sations necessaires. 

J .  c. 



NOTE DU TRADUCTEUR 

La traduction e n  fran�ais de Ja « Correspondance Cautor­
Dedekind » prcsentait cette difliculte que la plupart des concepts 
rnathcmatiques qui en font l'objet etaient encore en formation 
a cette cpoque, et que lefl termes employcs n'ont done pas toujours 
a ujourd'hui le mcme sens. On a done traduit le texte aussi l it­
t,t�ralement 1p1e possible, sauf lorsque la traduction fran�aise l it ­
t.crale a unc signification difTcrente , o u  a re(/U depuis u ne accep­
tation di fTcrente en mathcmatiques ; et ,  dtaque foi s  que cela a 
parn utile, on a ajoutil rn note l 'rxprrKKion rmployet> dam IP  
f . 1Jxt(� allemarul . 

La « Corresponda nce >• ''Kt traduite de l 'lid it ion puhliee par 
K Noethcr et J .  Ca vailli's dtez H ermann en rn:J7 ,  a l 'exceptio1 1  
deK l ettreK de l ' a nm�e 1 8ml, quc K Zermelo avait  1Mj il. puhl i i•p 
t l ans  SOii ed i t i o n  c lns (Ru11rf'.') compil;tf'.t; 1 le Ca ntor. d 'oi1 nous ) ('S 
a v o n s  t.rad uitm;. 

Com nw l e  s ign a l a i cmt lrn; 1�diteurs de HJ:J7 : « U ne granrll' 
pa rl. i 1 l  d e  1 · 1is lettres est paKKce presq ue Kans modi fication d a ns 
l 1ls p1 1 h l i n1 l. io n s  ult1�rim1res. J ,a 1 ·orrespondancn pro v i cnt d e  l'heri -
1 agP 1 l 1l l >ed 1J k i 1 1 1I ; Im; l eUr1Js 1 fo l >n1 fo k i 1 1 1 l  i1 Ca ntor s1> 11t ell's 
hro1 1 i l lons .  n 

I .es n ol,ps d es a 1 1 l.1mrs d 1Js l nttr1ls sont i ruli 1 1 1 1 ims par des n umf>­
ros. Cnl hls f l ps 1�d i t.im rs par d1 ls 1 1 1 1 m {,ws, et  pla clim; cntrc l .1 -
Ccl l les d e  Zm·m r,lo son t  i m l i 1p11�Ps par  1 lm1 ldt.rPs c · a p i tal t•s .  CellPs 
t l u  I r:1 1hwtP1 1 r  par d m1 l r,U.rm1 m i 1 1 ww 1 1 h•s.  



CANTO R A D E DE K I N D  

H alle sur la S . ,  l e  28 avril 1872 

J e v o u s  rerner<" ie  tres vi vement pour l ' envoi de votre traite sur 
la continuite et Jes nombres irrationnels .  Comme j ' avais dej a  pu 
m'en convaincre, le  point de vue auquel je suis arrive sur ce 
sujet depuis quelques annees, a partir  de preoccupations d' arith­
metique, coincide en fait avec vos conceptions : il n'y a de diff e­
rence que d ans l' introduct ion conceptuelle des grandeurs nume­
riques . Que vous ayiez bien mis en evidence ce qui constitue 
l'essen<'e <IP la 1 •onti nuitf>, j ' en suis absolument convai ncu. 

Hal le ,  l e  29 novem bre 18n 

Perruettez-rnoi  ( 1 ) d e  vous soumettre une question qui a pour 
moi un certain interet theori que, mais a laquelle je ne puis 
repondre ; peut-etre l e  pourrez-vous, et serez-vous assez hon pour 
m'ecrire a ee suj et. Voici de quoi il s'agit .  

Prenons } 'ensembl e (a) d e  tous les indivic!us entiers positifs n ,  
et representons-le par (n) ;  puis rn n s i d erons I '  ensemble d e  toute1:1 
Jes gra nd eurs num eri ques reelles pos it i ves :r ,  et representons-le 
par (:r) ; la question est s im plement de savoi r s i  (n) peut etre 
mis en rorrespondanee avee (:z:) d e  tel l e  maniere qu'a chaque 
i ndivi d u  d 'un dei; ensembles corresponde un i n dividu et un seul de 

( 1 ) [Pour Jes JeU.res cl u  :!9 novrm hrr 1 8 'i :l a u  :! 7  <lt'>ce m brr 1878 ,  d. p .  1 1  
Jes remarques d e  Declek i n cl ,  visi hlemr n t  1;ni t.es plus 1.ard , qui Jes resmnent.] 
( a) Ensemblt> : i>n allemand lnhPgri/J. trrnw e mploye exdusivement. par 
Can t.or romme cl ' a i l leurs par Dedekind clans Jes let.I.res cle eet. te  p{�riode. 
Jnbegri{l di>ri ve de Hegri{/, 1 ·oncept. : un ensem ble est nn syst emp d'ob­
jets repon clan I it n n  ronl'ep l .  
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l'autre. A premiere vue, on se dit que ce n'est pas possible, car (n) 
est compose de parties discretes, tandis que (x) forme un continu ; 
mais il n 'y a rien a gagner avec cette objection , et, si fort que 
j ' incline a penser qu' il n'y a pas de correspondance univoque 
entre (x) et (n) ,  j e ne peux pourtant pas en trouver la raison et 
c'est d 'elle que j e me preoccupe - peut-etre est-elle tres simple. 

Ne serait-on pas aussi tente de conclure ad premier abord 
que (n) ne peut etre mis en correspondance univoque avec }'en-
semble ( E) de to us les nombres rationnels '!!.. ? et pourtant , il 

, q q 
n'est pas difficile de montrer que (n) peut etre mis en corres­
pondance univoque , non seulement aver cet ensemble. mais aussi 
avec l 'ensemble plus general : 

(a" •"'•· . . . . . ... v) 
nu ni, . . .  ' nv etant des indices entiers positifs i l l imites en 
nombre quelconque v .  

Halle, le 2 decembre 1873 

J 'ai ete particulierement heureux de recevoir aujourd'hui 
v otre reponse a ma derniere lettre. Si j e  vous ai soumis ma ques­
tion, c'est parce que je me suis pose celle-ci il y a dej a  plusieurs 
annees et j e  me suis touj ours demande si la difficulte que j 'y 
trouvais etait de nature subj ective , OU bien si elle tenait au 
probleme lui-meme. Puisque vous me dites etre, vous aussi , hors 
d'et at d'y repondre, j e  peux supposer que c'est la deuxieme even­
tualite qui est exacte. - Du reste , je voudrais ajouter que j e  
ne m'en suis j amais occupe serieusement , parce qu'elle n ' a  pas d ' interet pratique particulier pour moi,  et j e  suis bien de votre 
avis quand vous dites que, pour cette rai son ,  elle ne merite 
pas qu'on y consacre beaucoup de peine . Ce serait pourtant 
beau , si l 'on pouvait y repondre ; s i ,  p ar exemple, la reponse 
etait negative, on disposerait par la meme d'une nouvelle demons­
tration du theoreme de Liouville affirmant }'existence de nom­
bres transcend ants . 

Votre demonstration du fait que (n) peut etre mis en corres­
pondance univoque aver le corps des nombres algebriques est a 
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peu pres la meme que celle par laquelle je prouve mon affir­
mation contenue dans ma derniere lettre. J e pose ni + n� + . . . 
+ n; = 9R et j 'ordonne ensuite les elements. 

N'est-il pas en soi hon et commode que, comme vous l 'avez 
si bien fait ressortir, l 'on puisse parler du nieme nomhre alge­
hrique, de telle maniere que chacun d'eux figure une fois dans 
la suite ? 

Comme vous le notez tres justement, notre question peut se 
formuler comine suit : « Peut-on mettre (n) en correspondance 
univoque avec un ensemble 

(a,., .... . . . .  ) . 
n11 n2, • • • etant des indices entiers positifs illimites, en nombre 
infini ? •> 

H alle, le 7 decemhre 1873 

Ces derniers jours, j 'ai eu le temps d'etudier, d'une fa9on un 
peu plus suivie, ma conjoncture dont j e  vous avais parle ; c'est 
seulement aujourd'hui que j 'en ai termine, me semble-t-il , avec 
cette afTaire ; si je devais pourtant me tromper, je ne trouverais 
certainement pas de j uge plus indulgent que vous. Je prends 
done la liberte de soumettre a votre jugement ce que j ' ai couche 
sur le papier, dans toute !'imperfection de ce premier j et .  

Supposons que l 'on puisse ranger tous les  nombres positifs 
w < 1 en une suite : 

( I )  

Apres w1 soit w,. l e  premier terme plus grand, apres celui-ci 
soit wli le premier terme plus grand, et ainsi de suite. Posons : 
w1 = w�, w:x = wi, wli = w�, etc . . .  , et extrayons de ( I )  la suite 
infinie (a) : 

Dans la suite restante, soit w� le premier terme, w; le pre­
( •) Le terme allemand que nous traduisons par « suite » est « Reihe », sauf 
mention expresse du contraire (actuellement, on dit « Reihe » pour « serie •, 
et « Folge » pour • s1tite ») . 
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mier terme suivant c.u� qui soit plus grand, etc . . . , et extrayons 
la 2e suite : 

c.u� , c.u�, c.u� , • • .  ' c.u� , • . •  
En continuant ainsi, on reconnait que la suite ( I )  peut etre de­
composee en une infinite de suites : 

( 1 )  c.ul 
l l  c.ui ' c.ui ' . . . ' c.>i ' 

(2) c.u� , c.u� , c.u� , • • • I (,)�l 
(3) (,)� ) (,)�I (,)�I . . .  , c.u;' 
mais dans chacune d'elles les termes vont en croissant de gauche 
a droite ; on a : 

c.u� < c.u� ' - t . 

Choisissons maintenant un intervalle (p . . . q) de telle sorte 
qu'aucun element de la suite ( 1 )  ne s'y trouve contenu ; on peut, 
par exemple, prendre (p . . .  q) a l ' interieur de l'intervalle 
( c.u� • • • c.ui ) ; ii se peut alors que tous les termes de la deuxieme 
suite, ou de la troisieme, se trouvent a l ' exterieur de (p . . .  q) ; 
mais ii faut qu'il y ait une premiere suite, disons la kleme, dont 
tous les termes ne se trouvent pas a l 'exterieur de (p . . .  q) ; 
(car sinon, les nombres qui se trouvent a l ' interieur de (p . . . q) 
ne seraient pas contenus dans ( I ) ,  contrairement a l 'hypothese) ; 
on peut alors determiner, a l ' interieur de (p . . . q), un intervalle 
( p '  . . .  q ' )  tel que les termes de la kleme suite soient tous a l 'ex­
terieur de celui-ci ; (p ' . . . q ' )  se comporte evidemment de la 
meme maniere relativement aux suites precedentes ; mais, parmi 
Jes suivantes , on arrivera a une k' ieme suite dont les termes ne 
sont pas tous a l' exterieur de (p ' . . .  q ' ) ,  et l 'on choisit alors, a 
l ' interieur de (p' . . .  q ' ) ,  un troisieme i ntervalle (p" . . .  q" )  tel 
que tous )es elements de la k' leme suite soient a l ' exterieur de 
eet intervalle.  

On voit ainsi qu'il  est possible de former une suite infinie 
d ' intervalles : 

(p  . . . q) ,  (p '  . . .  q ' ) ,  (p" . . . </' ) ,  . . .  
dont chacun contient les suivants ; ces intervalles relativement a 
nos suites ( 1 ) ,  (2) ,  (3) ,  . . . , se comportent comme suit : 

Les termes de la 1re, de la 2e, . . .  , de la k - 1 1eme suite 
sont a l 'exterieur de (p . . . q).  
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Les termes de la kleme . . . . , de la k '  - J ieme suite sont ii. 
l 'exterieur de (p ' . . .  q ' ) .  

Les termes de la  k ' ieme , . . . , de l a  k" - 1 ieme suite sont ii 
l 'exterieur de (p" . . . q" ) .  

Mais i l  y a  toujours au moins un nombre, que j 'appellerai ·r, . 
qui se trouve a l'interieur de tous ces intervalles ; on voit imme . 

d. t b . t ' ' d  > 0 
1a ement que ce nom re ·fj . qm es . en emment < 1 , ne peut 

appartenir a aucune de nos suites ( 1 ) ,  (2 )  . . . . . (n) , . . .  Ainsi , en 

partant de l 'hypothese que tous les nombres � � sont contenu:'­

dans ( I ) ,  on arriverait a ce result at oppose qu\m nombre deter-

. · > O ' · · ( I )  ' 
t h mme ''l < 1 n appartient pas a : par C'onsequent , cet e ypo-

these est incorrecte. 
J e CrOiS done etre finalement arriYe a la raison pour laquel l t· 

! 'ensemble appele (x) dans mes precedentes lettres ne peut pas 
etre mis en correspondance univoque aYec relui dPsigne par ( n ) .  

H alle, le 9 decembre 187::: 

J 'ai dej a trouve, pour le theoreme demontre dernierement . 
une demonstration simplifiee, pour laquelle on n'a plus besoin 
de decomposer la suite ( I )  en ( 1 ) .  (2), (3) . 

Je montre directement que . en p art ant d'une suite 

je peux determiner, dans tout interYalle donne (z . . .  �) nil  
nombre ''l n'appartenant p as a ( I ) .  Cela suffit pour en dedu i r1 
que l' ensemble (x) ne peut pas etre mis en rorrespondance u n i ·  
voque avec }'ensemble (n ) ,  et  j ' en eonclus qu'il y a,  entre le:; 
systemes et ensembles de Yaleurs (a ) ,  des differences essentiel les , 
dont j e  ne savais pas tout recemment eneore sonder Jes r a u se� . 

Je vous prie maintenant de m'excuser d ' ayoir tellement pri:-; 
de votre temps pour cette question. 

( a) Systemes Pt ensembles de 1·aleurs : en allemanrl b1bPgri /f1! 1111d Werth· 
mengen . 
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Halle, le 10 decembre 1873 

En vous accusant reception de vos lignes amicales du 8 cou­
rant, je tiens a vous assurer que rien ne peut me rejouir plus que 
l'interet que j ' ai eu le bonheur d'eveiller chez vous pour certaines 
question de l 'analyse ; permettez-moi d'ajouter que rien ne peut 
aussi m'inciter davantage a poursuivre mes efforts, et laissez­
moi YOU S prier de continuer a }' avenir a me faire parvenir VOS 
remarques. La mise sous la forme w1 ,  w2, • • •  , <»v , • • •  ne devrait­
elle pas donner de hons resultats pour votre theorie des nombres 
algebriques ? ( 1 ) .  

Berlin, le 25 decembre 1873 

Bien que je n'aie pas eu }' intention de publier pour le moment 
la question que j 'ai recemment dehattue pour la premiere fois 
avec vous,  j ' ai ete amene tout-a-coup a le faire . J 'ai en effet 
communique mes resultats le 22 a M. Weierstrass ; mais le temps 
manquait alors pour en parler d'une fac;on precise ; j 'ai eu, 
des Je 23, la grande joie de recevoir sa visite, ce qui m'a permis 
de lui communiquer les demonstrations ; ii a ete d'avis qu'il 
£allait que je publie cette affaire, pour autant qu'elle concerne 
les nombres algebriques. J 'ai done ecrit un petit article sous le 
titre : Sur une propriete de l' ensemble de tous les nombres alge­
briques reels (" ) , et l'ai adresse a M. le professeur Borchardt pour 
qu'il en considere la publication dans le Journal f. Math. 

Pour la redaction de cet article vos remarques et votre mode 
d'expression m'ont ete, comme vous le verrez, tres utiles. C'est 
ce que j 'ai voulu vous faire savoir. 

Berlin, le 27 decembre 1873 

Avec l'habitude prise, ces derniers temps, vous ecrire m'est 
devenu si nature} que mes reponses me viennent a la plume, 

( 1) [En fail, dans son travail , Sur les permutations du corps de tous les 
nombres algebriques ( fEuvres completes, vol. I I ,  p .  278 ) ,  Dedekind a appli­
que ce tbeoreme, cependant que, pour les corps finis de nombres algebriques, 
!'existence de la base finie permet de se passer du hon ordre.]  
( a) Ueber eine Eigenschaft des Inbegritfes aller reellen algebraischen Zahlen. 
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sans que j ' aie beaucoup a y reflechir ; et j ' en oublie presque d>en 
motiver et excuser la frequence ; peut-etre cela tient-il a la simi­
litude de nos interets et a ce que nous prenons egalement a creur 
le developpement de la science au profit de tous. 

Si j ' ai donne, pour la publication, un caractere restreint a 
mon expose , cela est en partie motive par les conditions regnant 
ici,  et dont je vous parlerai peut-etre un jour de vive voix-; 
mais, d'autre part, j e  crois qu'il importe d' appliquer d'abord 
mon raisonnement dans un cas particulier (comme celui des 
nombres algebriques reels) ; les extensions dont ii est suscep­
t ible - et je peux deja  en ap�rcevoir une quantite - ne devraient 
pas demander ensuite beaucoup de peine ; que ce soit moi qui 
les donne ou quelqu'un d'autre, peu importe ; j ' ai done, apres 
une courte introduction, redige deux paragraphes ; dans le pre­
mier il est demontre que }'ensemble des nombres algebriques 
reels peut etre mis en correspondance univoque avec l'ensemble 
<les nombres entiers positifs ; dans le second, que, etant donne 
une suite w 1 , w2, • •  . , wn, . .  . ,  on peut definir dans tout inter­
valle des nombres ''i qui ne sont pas contenus dans cette suite. 

�OTES DE DEDE KIND SU R LES LETT RES DE 1 873 

29. 1 1 . 1873 

Monsieur G. Cantor ( H alle) me pose la question sui vante : l 'en· 
semble (n)  de tous les entiers positifs (nombres naturels) peut ­
i l  rtre m i s  en rorrespondance avec l' ensemble (x) de toutes 
les grandeurs numeriques reelles positives, de telle sorte que, a 
un ind i \' i <lu  d ' un des ensembles corresponde un individu et un 
seul de  J ' a utre ? - II conrlut en ces termes : « Ne serait-on pas 
aussi t e nt i'  de ronrlure au premier abord que (n) ne peut etre ( b '  m i s  e n  ( ·orrespondance uniYoque avec }'ensemble ,a) de tous les b 
1 1ombres rat ionnels positifs - ? et pourtant, ii n'est pas difficile a 
de  montrer que (n ) peut etre mis en correspondance univoque , 

1 3  
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non seulement avec cet ensemble , mais aussi avec I' ensemble plus 
general : 

(all II 71 ) , ,.  :I t o I I I  y 

n1 , n2, • • •  , nv etant des indices entiers positifs illimites en 
nombre quelconque v. » 

J 'ai repondu par retour du courrier que je  ne savais pas 
decider de la premiere question, mais en meme temps j 'ai formule 
et complete·ment demontre que meme l 'ensemble de tous les 
nombres algebriques peut etre mis en correspondance de la 
maniere indiquee aver l ' ensemble (n) des nombres naturels (peu 
de temps apres, ce theoreme et sa demonstration ont ete repro­
duits presque l itteralement, y compris l ' emploi du terme tech­
nique « hauteur », dans l ' articl� de Cantor paru dans le Journal 
de Crelle, tome 77 ( 1 ) ,  mais a la difference pres, maintenue malgre 
mon conseil , que seulement I' ensemble de tous les nombres alge­
hriques reels est pris en consideration) .  Mais l 'opinion formulee 
par moi que la premiere question ne meritait pas qu'on y consacre 
heaucoup de peine parce qu'elle n' avait aurun interet pratique 
particulier a ete refutee de fa9on flagrante avec la demons­
t ration qu'a donnee Cantor de l ' ex istence de nombres trans­
eendants ( Crelle. tome 77 ) .  

2.12.1873 

C. insiste sur ! ' importance de la premiere question, car, dans le 
1 ·as d'une reponse negative, I '  existence de nombres transcendants 
(Liouville) serait demontree d'une autre maniere. II poursuit : 
« Yous demontrez que (n) peut etre mis en correspondance uni­
Yoque aveC' le eorps des nombres algebriques de la meme maniere 
a peu pres que j e  prouve Ce que j 'affirmais dans ma derniere 
l ettre . J e pose ni + n� + . . . + n� -:- ·  N ,  et j 'ordonne ensuite 
!es elements . N' est-ii pas en soi hon et commode que, comme vous 
J ' avez fait ressortir, l ' on puisse parler du nieme nomhre algehrique. 
de telle maniere que chacun d'eux figure une fois dans la suite ? 
Comme vous le notez tres j ustemeflt , notre question peut se 
formuler comme suit : 1< Peut -on mettre (n) en rorrespondance 
univoque aver un ensemble : 

( an, .", . . . ) . 
( ' ) [ lEuvres complete:i, p. 1 1 6. I 
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nl! n2, . . .  etant des indices entiers positifs illimites, en nombre 
infini ? » 

7 . 12 . 1873 

Cantor me communique une demonstration rigoureuse, qu'il a 
trouvee le meme jour, du theoreme suivant lequel l'ensemble de 
tous les nombres positifs w < 1 ne peut pas etre mis en corres­
pondance univoque avec }'ensemble (n) .  

Je reponds le meme jour a cette lettre, re1;me le 8 decembre, 
en le felicitant pour ce beau succes, tout en (( reflechissant »,  
sous une forme tres simplifiee, la partie essentielle de sa demons­
tration (qui etait encore bien compliquee) ; cette presentation a 
ete transcrite, presque mot pour mot, dans l 'article de Cantor 
( Crelle, tome 77)  ; toutefois, I '  expression employe par moi 
« d'apres le principe de continuite » a ete evitee la ou elle se 
trouvait (p .  261 , l ignes 1 0-14)  ! 

9. 12 .1873 

Cantor m'ecrit en hate qu'il a trouve une demonstration sim­
plifiee du theoreme. Comme i l  ne mentionne pas m a  lettre, il ne 
doit l 'avoir re1;me qne plus tard . 

10. 12 .18W 
Cantor accuse reception de ma lettre d u  8 deeembre, sans men­

tionner la presentati on simpli fiee d e  Ia  demonstration qui s'y 
trouvait ; i l  m e  rem erc i e  pour l ' interPt que j e  porte a cette 
affaire. 

25. 12 . 187:� 

Cantor eerit (de  Berl i n )  q u' i l  a red ige (a l ' i n l'itation de Weiers­
trass) un  pet.it. article sous le t itre :  Sur 1m1' propriNe de l'Pn ­
semble de tous lrs nom bres a/�ebriques reds. « Pour Ia rt;d act ion 
de cet article, vos remarques l't vot.re modf' d'expression m ' ont. 
t>f,e, comme vous l e  verrf' z ,  tri•s uti lf's .  " 

.J n reponds ,  par retOUI' d u  l ' ll l l l'I'iPI' , en Jui  t 'O l lSP i l l a nt d ' a b a n ­
don ner la l i m itat i o n  a u  t •orps df's  nomhn•s algehri q uPs ri'l'/s. 
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27 .12 .1873 

Cantor ecrit (de Berlin) : « Si j 'ai donne, pour Ia publication, un 
caractere restreint a mon expose, cela est en partie motive 
par Jes conditions regnant ici, et dont je YOUS par]erai peut-etre 
un jour de vive voix ; mais d'autre part, je crois qu'il importe 
d 'appliquer d'abord mon raisonnement dans un cas particulier 
(comme celui des nombres algebriques reels) . »  

Je  n'ai j amais eu d'eclaircissement sur Jes « conditions berli­
noises » ; nous ne sommes pas non plus revenus sur I 'article 
(Crelle, tome 77)  par la suite. 

CANTO R A DEDE K I N D  

Halle, l e  5 janvier 1874 

A propos des questions qui m'ont occupe ces derniers temps, 
j e  m'aper9ois que, dans cet ordre d'idees, se presente aussi la 
suivante : 

Est-ce qu'une surface (par exemple un carre, frontiere com­
prise) peut etre mise en relation univoque avec une courbe (par 
exemple un segment de droite, extremites comprises) ,  de telle 
sorte qu'a tout point de la surface corresponde un point de la 
courbe, et reciproquement a tout point de la rourbe un point de  
la surface ? 

I I  me semble encore en ce moment que la reponse a cette 
question presente de grosses difficultes - bi en que, ici auss i ,  l 'on 
soit si fortement enclin a une reponse negati'1e, qu'on pourra i t  
presque tenir une demonstration pour imperflue. 

H al l e ,  l e  28 janvier 1874 

Dans les comptes rendusdel 'annee dern icre , j e  trouve un artide 
d' Hermite ou est exposee, avec l ' art le plus grand dans le manie­
ment de } 'analyse, une methode de developpement simultanc de 
n grandeurs exponentielles ea"', e'"', . . .  , "'"" , et, re qui semble 
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le plus important, il fonde la-dessus une demonstration eomple­
tement sure de la transcendance du nombre e. Hermite reconnait 
s'etre beaucoup occupe de la preuve de la transcendance de �, 
mais y renonce pour ce nombre, en observant qu'il se rejouirait 
beaucoup si un autre y reussissait. 

Halle, le 18 mai 1874 

Eprouvant le besoin de m'entretenir avec vous de suj ets scien­
tifiques, et d'entrer en relations personnelles plus proches avec 
vous, je souhaiterais vous rendre visite un jour a Brunswick 
cet ete . 

. . .  Si vous voulez bien a !'occasion me repondre a ce propos, 
j 'aimerais savoir si vous trouvez la  meme difficulte que moi a la 
question que j e  vous ai posee en janvier sur la correspondance 
entre une surface et une ligne, ou si je me suis laisse induire en 
erreur a ce sujet ; a Berlin, mon ami, a qui j 'ai expose la meme 
difficulte, m' a declare que la  chose etait pour ainsi dire absurde, 
car il se comprend de soi-meme que deux variables indepen­
dantes ne peuvent etre ramenees a une seule. 

D E D E K I N D  A C A N TOR  

. . .  L'objection de Monsieur I . ,  que vous me communiquez, ne 
peut, si je la comprends bien, atteindre ma presentation ; le 
principe de continuite, expose au § 3, p. 18 ( 1 ) , ne doit naturel­
lement etre compris que comme le complement necessaire des 
lois I, I I ,  I I I  enoncees au § 2 ,  p .  15, et en II est dit exactement 
ce dont vous ou Monsieur I .  semblez regretter !'absence ; ! 'ob­
jection n'aurait vraisemblablement pas ete faite, si j ' avais mis 
le numero IV devant le principe de la p .  18,  comme cela a ete 
effectivement fait pour les lois analogues, au § 5, p. 25. Ou ai-j e 
mal compris l 'obj ection ? alors, veuillez me donner des eclair-
cissements. 

· 

Brunswick, le 1 1  mai 1877 

(1) [Il  s'agit naturellement de la premiere edition de Co11ti11 uite et 11ombres 
irrationnels) (Stetigkeit und irrationale Zahle11) .] 
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C A N TOll A l > E D E K I N J I 

Halle, le 1 7  mai 1877 

En vous remerciant vivement de votre reponse, j e  dois recon­
naitre qu' a la page 25 de votre ecrit sur les nombres irra­
tionnels vous enoncez,  sous les numeros I ,  I I ,  I I I  et IV ( 1 ) ,  des 
proprietes qui sont tout a fait caracteristi ques pour le  domaine 
de tous les nombres reels,  de telle sorte qu'aucun autre systeme 
de valeurs de nombres reels ne puisse avoir comme celui-li:t toutes 
ees proprietes .  

Cependant, permettez-moi, j e  vous prie ,  de faire cette re­
marque : l 'accent que vous mettez, en divers endroits de votre 
travail , rxpressement sur la propriete IV ,  comme constituant 
I' essence de la continuite , ne peut-il pas donner l ieu a des malen­
tendus ,  qui ne pourraient pas se produire,  a mon avis,  au sujet 
de votre theorie, n 'etait cette preponderance donnee a IV (comme 
en constituant } 'essence propre ) .  En particulier, vous <lites dans 
l'avant-propos que l 'axiome indique par moi est entierement 
equivalent a celui que vous presentez au § 3 comme I '  essence de 
la  continuite. Mais vous comprenez par la cette m�me propriete 
qui , a la page 25, est donnee sous le numero IV ; or, cette pro­
priete appartient aussi au systeme de tous Jes nombres entiers , 
qui peut pourtant etre considere comme un prototype de l a  
discontinuite. 

Dans l ' interet d 'une affaire qui m'est devenue chere a mo i 
aussi ,  j e  vous prie, si vous en trouvez le temps, d'examiner de 
plus pres mes reserves . 

P. S .  : J e  m'explique de la fai;on suivante pourquoi vous 
insistez particul ierement sur IV : c'est dans cette propriete 
que reside ce qui distingue le domaine complet des nombres 
du domaine des nombres rationnels ; et pourtant il me semble,  
pour les raisons <lites plus haut, que l 'on ne peut attribuer a 
la propriete IV le nom employe par vous : « Essence de la conti­
nuite » .  

( 1) [ I  : Ordre ; I I  : entre deux nombres, ii y a une in finite de nombres 
difTerents ; I I I  : coupure ; IV : a chaque coupure correspond un nombre. J  
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D E D E K I N D  A CANTOR 

D'apres votre derniere lettre, il me semble que nous courons 
le risque de discuter plus sur des mots que sur des choses. Tout 
lecteur attentif de mon travail comprendra certainement mon 
opinj�n sur la continuite ainsi : des domaines dont les elements 
s'opposent et se completent , comme cela est exprime par les 
proprietes I et I I  dans les § 1 , p.  14, § 2 ,  p.  15 ,  § 5 ,  p. 25 ( I I I  est 
une consequence de I, et n'est ajoute que pour preparer IV) ,  ne 
sont pas encore necessairement des domaines continus ; de tels 
domaines obtiennent la propriete de continuite par l 'adj onction 
de la propriete IV (p.  18  sans numero,  et p .  25) et seulement 
par cette propriete. Et c'est pour cela que cette propriete est de­
signee comme l 'essence de la  continuite. 

Vous me dites dans votre carte du 10 courant que ma definition 
de la  continuite n'est pas complete, et me faites une proposition 
d'amelioration pour pallier ce defaut. En reponse, je rej ette cette 
proposition, en attirant votre attention sur I I ,  qui contient ce 
dont vous regrettez }'absence. Sur quoi, vous m'accordez dam� 
votre derniere lettre que rien n'a en effet ete omis dans ma 
definition ; si je dis par example : « Les domaines qui possedent 
les proprietes I et I I sont dits continus, s'ils possedent aussi la pro­
priete IV », vous ne contesterez nullement, si j ' ai bien compris 
votre derniere lettre, le caractere complet d'une telle affirmation ; 
mais vous pref ereriez, semble-t-il , que la  propriete I I  passe de la 
proposition relative a l a  proposition conditionnelle : « Les do­
maines dont les elements s'opposent conformement a I ,  sont 
<lits continus s'il s possedent en meme temps les proprietes 
I I  et IV » ,  et vous craignez que l 'accent mis par moi exclusivement 
sur IV, comme etant la propriete dans laquelle s'exprime l 'es­
sence de la continuite, puisse conduire a des malentendus.  J e ne 
partage pas cette crainte ; j e  suis fermement convaincu que 
tout lecteur attentif de mon travail comprendra que mon point 
de vue est celui que j ' ai exprime plus haut en commenitant, et 
alors votre example du systeme de tous les nombres entiers 
rationnels ne donne naturellement lieu a aucune objection. En 
<·e qui concerne la modification ci-dessus de la definition, je ne 
peux pas dire qu'elle me plaise, et je conclus de votre post-
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scriptum que vous-meme, si vous essayiez seulement de remanifl' 
mon travail dans ce sens, m'accorderiez certainement que Ci� 
travail , qui a pour suj et principal le progres de l ' arithmetique d i t  
rationnel a l ' irrationnel , perdrait , si l 'on emoussait ce qu i cons­
titue specifiquement sa pointe, qui reside precisement dans la 
place preponderante donnee a IV, car II  est deja  present dans le 
domaine rationnel , discontinu. Mais si  quelqu' un pref ere la defi­
nition transformee, j e  n' ai absolument rien a obj ecter contre la  
legitimite d'une telle methode, surtout si  celle-c i  presente de:'.  
avantages pour certaines recherches ; mais ma formulation origi­
nelle me plait bien davantage, et je tiens pour plus approprie , en 
ce qui concerne l 'essence de la continuite, de mettre l ' accent exclu­
sivement sur IV,  et de discuter precedemment la propriete I I ,  
avant qu'i l  ne soit question de continuite ou de discontinuit t' .  
En tout cas , j e  conteste absolument l a  necessite d e  cette transfor­
mation de la definition ; si c ' est vraiment cela que l 'on reclame, 
on pourrait aussi bien poser la question, dont j e  me suis aussi 
deja  occupe, s' il ne convient pas de faire passer aussi la propriete I ,  
autant que possible, d e  l a  proposition relative a l a  conditionnelle. 
Cette question n'est absolument pas denuee d' interet , mais cela 
me conduirait trop loi n d 'en parler maintenant. Je  crois vraiment 
que nous ne di fTcrons d'opinion tout au plus que sur ce qui con ­
vient le mieux , et non sur ce qui est necessaire, et qu'en conse­
quence, si nous poursuivions le debat ,  il n'en sortirait plus 
�rand'chose. 

Brunswick ,  le 18 mai 1877  

CANTOR .\ D E U E K I :-i ll 

Halle, le 20 juin 187 7 

En vous remereiant de votre lettre du 1 8  mai , avec laquelle j e  
suis entierement d 'accord, reconnaissant que notre desaccord 
etait uniquement superficiel , j 'ai de nouveau une priere a vous 
adresser. Vous  voyez que les interets theoriques qui nous lient 
ont le desavantage pour vous que j e  vous importune plus souvent 
que vous ne le voudriez peut-etre. 

J e voudrais savoir si  vous estimez qu 'une methode de demons­
tration appliquee par moi est arithmetiquement rigoureuse ? 
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I I  s'agit de montrer que les surfaces, les volumes et meme les 
Yarietes (a ) continues a p dimensions peuvent etre mis en corres­
pondance univoque avec des courbes continues, done avec des 
Yarietes a une seule dimension, que les surfaces, les volumes, les 
Yarietes a p dimensions elles aussi Ont done }a meme puissance 
que les courbes ; cette opinion parait opposee a celle genera­
lement repandue, notamment parmi les representants de la nou­
Yelle geometrie ,  suivant laquelle on parle de varietes simplement , 
doublement , triplement, . . .  p fois infinies ; on se represente 
meme parfois les choses comme si  l'on obtenait } ' in finite de 
points d 'une surface en quelque sorte en elevant au carre, 
celle d'un cube en elevant au cube } ' infinite des points d 'une 
ligne. 

Comme les varietes d'un nombre egal de dimensions peuvent 
etre rapportees l 'une a l 'autre analytiquement, ii me semble que 
l 'on pent mettre les questions plus generales dont j ' ai parle 
�ous la forme purement arithmetique suivante : 

(( Soient X 1 1  X2, • • •  ' xp , p grandeurs variables reelles indepen­
dantes, dont chacune pent prendre toutes les valeurs > 0 et < 1 .  
Soit y une p + 1 e m e  grandeur vari ablP reelle aver le meme 

l 
• 

d . . ) ( > ll) 
uomame e var1at10n (" y < 1 · 

Est-ii alors possible de faire correspondre Jes p grandeurs 
.r1 1 x2, • • •  , xP a la seule grandeur y de telle sorte qu'a chaque 
systeme de valeurs determine (x1 1 x2, • • •  , xP ) corresponde une 
Ya}eur detcrminee y, et que, reciproquement, a chaque valeur 
determinee y corresponde un systeme de valeurs determine et 
un seul (x1, x2, • • • • xp ) ? » 

A ce qu'il me semble, ii faut repondre affermativement a cette 
question, bien que j' aie tenu depuis des annees le contraire pour 
e.ract, et ce pour les raisons suivantes : 

Tout nombre x � � peut etre represente d'une maniere et 

d'une seule sous la forme d'une fraction decimale illimitee, soit : 

( •) Variete : en allemand Gebilde. 
(h) Domaine de ""rintion : en allemand Spielraum . 
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ou les ccv sont des nombres entiers � 0 et � 9. Tout nombre x 
determine ainsi une suite infinie cc1 , cc2, et reciproquement . 

Nous pouvons done ecrire : 

1 1 
.1: 1 = ct1. 1 ·  10 + °'1 .2 · 102 + 

1 1 
X2 = OC2. 1 • 10 + cc2-2 · 102 + 

1 1 
xP = ccp, 1 · 1 0 + °'p. 2 · 102 + 

1 
+ °' i. v · 1ov  + 

1 
+ °'2· v  · iov + 

1 
+ °'p . v · Io ·• + 

De ces p nombres on peut deduire un (p + 1 )eme 1�ombre y :  
1 1 1 

Y = � 1 · 10 + �2 · 102 + . . .  + �v · w + 
., 

oil l'on pose : 

( I )  �(n-l)p + 1 = °'1,n ; �(n-1Jp + 2  = °'2,11 ; 
�(n-l)p +o  = 1Xa,n ; • • • �(n-l)p + p = °'P.>•' 

Comme tout nombre entier positif v peut se mettre d'une ma­
niere et d'une seule sous la forme : 

v = (n - 1 )p + a ,  > 0 Oll a < , 
= p 

on voit que Ja suite � 1 , �2 , . • •  , et par consequent aussi y, sont 
pleinement determines par les equations ( I )  ; mais recipro­
quement, si  l 'on part du nombre y, et par consequent de Ia 
suite � 1' �2, • • •  , Jes p suites 

sont determinees de fal,lon univoque par les equations ( I ) ,  et par 
consequent aussi les p nombres x1, x2, • • .  , xP . 
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D E D E KI N D  A CANTOR 

La seule objection que j e  puisse trouver pour le moment a 
votre interessante argumentation, et que vous ecarterez peut-etre 
sans difficulte, est la suivante. Vous dites : « Tout nombre x 
( �  0 et � 1 )  peut etre represente d 'une maniere et d'une seule 
sous la forme d'une fraction decimale in{inie, de telle sorte que 

ou les oc.1 sont des nombres entiers � 0 et � 9. Chaque nombre x 
determine ainsi une suite infinie oc11 oc2, • • •  , et reciproquement. » 
Le fait que vous ayiez souligne le mot « infinie » me laisse sup­
poser que vous excluez le cas d'une fraction finie, c'est-a-dire 
telle qu'un ocv different de 0 ne soit suivi que par des chiffres 
11. v + i = ocv+2 = etc .  = 0, et que vous demandez d ' ecrire, au lieu 
de 

constamment 

oc ., + 10'' 
+ 0 0 

1o·• + i  + ,iov+2  + 

oc - 1  J_ _v __ I 10V 

0 
+ 10v+ v' + 

9 
+ 1ov+ v' + 

excluant ainsi toute possibil ite d 'une double representation d'un 
seul et meme nombre x (le nombre x = 0 lui-meme serait nean-

3 
moins represente sous la forme 0,0000 . . .  ; mais x = 

10  
sous 

;a forme 0,2999 . . . ) . 
Si c'est la votre opinion (- on pour'rait naturellement aussi 

bien exclure le cas ou, a partir d 'un certain rang, ne se presente 
que le chiffre 9 ; mais les consequences seraient similaires -), 
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alors mon objection ( 1) est la suivante. Je me limite pour la sim­
plicite au cas p = 2 et pose : 

= 0, �1�2 • • • �v • • • 

et j e  construis comme vous, a partir de ces deux nombres x, y, 
un troisieme nombre 

OU 

Y1 = ix1, Y2 = �1 1  Ya = IX21 
Y.a = �21 • • · 1  Y2.,..__1 = ocv, Y2v = �v• • • . , 

de telle sorte que z est une fonction bien determinee des deux 
variables continues x et y, et contenue dans le meme intervalle 
(0 ::::;; -r ::::;; 1 ) .  Mais il y a alors une infinite de vraies fractions 
auxquelles z ne sera jamais egal , par exemple : 

0,478310507090 IX7 0 IX9 0 IX9 0 • · · IXv 0 • • • 
et de meme toute fraction 0, y1y2y3 • • •  , pour laquelle, a partir 
d'un flndroit determine, soit y2.,..__1 , soit y2v est toujours = 0 ; 

car, si l 'on voulait tirer inversement la valeur de x et de y d'une 
telle valeur de z, on arriverait a une valeur de x ou de y absente 
(exclue) .  

J e n e  sais pas s i  mon objection est d'une importance essen­
tielle pour votre idee , mais je n'ai pas voulu la garder pour moi. 

Brunswick , le 22 juin 1877. 

CANTOR A D E D E KI N H  

(Carte ; timbre d e  l a  poste d u  23-6-77) 

Vous avez malheureusement tout a fait raison avec votre objec­
tion ; heureusement, celle-ci n'atteint que la demonstration, et 

( 1 )  [Reproduite dans l'ouvrage de Cantor, Co111ribu1io11 a la theorie des 
multiplicites (Ein Beilrag zur Mann igfaltkeitslehre) § 7 (Journal de Crelle, 84) 
(<Eiwres compUtes, p .  130) .] 
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non la l'hose elle-mP11w ; en elfet , j e  demontre d' um• certaine 
maniere plus que je ne voulais demontrer, puisque j e  mets un 
systeme . r  1 ,  :r 2 ,  • • •  , .r? de variables reelles ( ;:?  0 et � 1 )  sans 
autc·e restriction en correspondance univoque avec une variable 
y, qui est contenue dans le meme intervalle et y prend toutes 
Jes valeurs a } 'exception de certaines d'entre elles y" ; mais les 
valeurs y ' qu'elle prend effectivement, elle ne les prend qu'une 
.�rule fois, et cela  est, me semble-t-il , l ' essentiel . Car je peux 
alors mettre y' en relation univoque avec une autre grandeur t 
qui prend toutes Jes valeurs > 0 et < 1 .  

.J e suis seu)ement Content que YOUS n'ayiez j usqu'a present 
rien d'autre a obj ecter ; je me permettrai prochainement de 
vous ecri re plus en detail sur ce suj et. 

Halle, le 25 j uin 1877 

Sur une carte postale que je vous ai adressee avant-bier, j 'ai 
reconnu la lacune decouverte par vous  dans ma demonstration, 
et remarque en meme temps que j ' etais en etat de la combler, 
bien que je ne puisse me retenir de regretter quelque pen que 
cette question ne se laisse pas regler sans faire intervenir des 
considerations plus compliquees ; mais cela tient sans doute a la 
nature meme du suj et, il faut done que je me console ; peut­
etre se trouvera-t-il plus tard que ce qui manque dans cette 
demonstration peut se traiter plus simplement qu'il ne serait en 
mon pouvoir de faire en ce moment. Mais comme je tiens avant 
tout a YOUS convaincre, si possible, de } ' exactitude de mon 
theoreme, savoir : 
(A) << l lne multiplicite continue a e dimensions (") peut etre 
mise en correspondance univoque avec une multiplicite continue 
a une dimension, OU (ce qui n' est qu'une autre forme du meme 
theoreme) les points (elements) d' une multiplicite a p dimensions 
peuvent se determiner par une coordonnee reelle t de telle sorte 
qu'a chaque valeur reelle de t dans l ' intervalle (0 . . . 1) corres­
ponde un point de la multiplicite, mais aussi reciproquement, 
qu'a chaque point de la multiplicite corresponde une valeur 
determinee de t dans l'intervalle (0 . . .  1 ) .  » 

( •) llne multiplicite continue a e dimensions : en allemand Ei11e  nach e 
Dimensionen ausgedehn te stetige llfann igfaltigkeit. 
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j e  me permets de vous en soumettre une autre demonstra­
tion ( 1 ) ,  sur lac1uelle j ' �tais meme tombe plus tot que s u r  
1 ·el le-la .  

Je  pars du  thCoreme sui vant l equel tout nombre irrationnel 

> O 
t • ' t . d '  . . I ' l 1• < 1 peu Ptre represen e une mamere comp et.ement c eter-

m i nne par u n e  fraction conti n ue : 

1 
1 

'.X. + - - -1 '.X. 2  + . 1 
I- · ----

oc., + . 

= ( !X I  1 !X21 • • • 1 oc , ,  • • • ) 

01i :x., est un nombre entier rationnel positi f .  A chaque nombre 
. 

t" l > () d . . f . d ' t  . . 1 rra 10nne < 1 correspon une smte m m1e e ermmee oc.,, et, 

reciproquement, a chaque suite i l l imitP.e oc , correspond un 

b . 
, 

t "  I d ' t  
. ' > O 

nom re 1 rra t0nne e ermme e < 1 
· 

Si e . ,  e2, • • •  , eP, sont alors p grandeurs independantes les 
unes des aut.res, dont chacune peut prendre toutes les valeurs 
i rrationnelle11 de l ' i n terval le  (0 . . .  1 )  et ces valeurs seulement, 
posons : 

f' 1  = (oc.1. 1 • «1.21 • • •  , '.X.1 • • • • • •  ) 

(' 2 = ( «2. 1 • «2.2. • • •  , «2... • • •  ) 

et. de tinissons a part ir  de ces nombres un p + 1 ieme nombre 
irrationnel : 

('\ = ( � 1 . �2• . . .  , � •• . . .  ) 
par le  11ysteme d'equations : 

( 1 )  �(n-l)p + l  = OC.17n , • • • �(n--l)p +a  = «a•n• • • • �np = «p,D 

( 1) LPubliee sous une forme semblable dans le travail Contrib ution a '" 
throrie dell m1tltiplicites (Ein Beitrag zur Mannigfaltiglkeitslehre) CrellP, 
M ( 1878 )  ( <Euvrf'R rompletes, p. 1 22 ) . 1  
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I , . 
h b . .  I > O  a o rs 1·ec1proquement , r. aque nom re 1 1·1·at1onne � < 1 

engen-

li re1•a, par l ' intermediaire de ( 1 ) ,  un systeme determ ine e1, e2, 
. . . , t'p. 

On ne rencontre pas ici ,  me semble-t-il, l'ohstacle que vous 
avez releve pour ma precedente demonstration. 

I I  s' a git alors de demontrer le theoreme suivant : 
( B )  « Un nombre variable e, qui peut prendre toutes les valeurs 
irrationnelles de l ' intervalle (0 . . . 1 ) ,  peut etre mis en corres­
pondance univoque avec un nombre :r, qui prend toutes les valeurs 
de cet intervalle sans exception . >1 

Car, une fois ce theoreme (B)  demontre, on met alors en 
eorrespoudance univoque une par une les variables designees 
plus haut par e 1 ,  1'2, • • •  , eP et L' respectivement avec d'autres 
vari ables 

qui ont toutes un domaine de variation (") sans restrictions dans 
l 'interval le (0 . . .  1 ) .  On a ainsi defini egalement une relation uni­
voque et reciproque entre le systeme 

(x1, Xz1 • • • ' xp) ,  

d' u ne part, et  l' unique variable y, de l 'autre, c e  qui conduit a la 
demonstration du theoreme (A). 

Pour demontrer m aintenant (B) ,  on met d'abord tous les 
nombres rationnel.-; de l ' intervalle (0 . . .  1) (extremites com­
prises) souR forme rl'une suite, soit : 

Les valeurl! que peut prendre la variable e sont alors toult>�'i cel les 
<le l ' intervalle (0 . . . 1 )  a l' exception des nombres r v• 

On prend ensui te arbitrairement dans l'intervalle (0 . . .  1 )  
une suite in finie e v d e  nombres irrationnel-;, qui satiRfont Reule­
ment aux conditions e v < e v + t et. lim ( e v) = 1 pour v = 001 
et l 'on designe par f une grandeur variable qui pent prendre 

( •) Oonwirte d'! variation : en al lemand SpiA•lraum. 
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tout.es les valeurs reelles � � a  l 'exception des valeurs c: . - Les 
deux grandeurs variables e et f soumises aux restrictions in ­
diquees peuvent alors etre mises e n  relation univoque et  re<: i­
proque par les definitions suivantes : 

si f n'est egal a aucun 'v • soit alors pour le e 1:orrespondant : 

D - f • •. - ' 

Si { = r v• soit alors pour le e correspond ant e = <:, ; OH SI� 
conva incra facilement que, reciproquement : s i  e n'est egal a 
aucun E v , le f correspondant = e et si e = z . , alors f = 'v · 

Le theoreme ( B )  est alors ramene au sui vant : 
(C) cc Un nombre f, qui peut prendre toutes les valeurs de l ' inter­
valle (0 . . .  1 ) ,  a J'exception de certaines d'entre elles E ., , Satis­
faisant aux conditions suivantes : E v  < zv : 1 et. lim Ev = 1 ,  
peut etre mis en correspondance univoque avec une variab l11 
continue x qui prend toutes les valeurs de l ' intervalle (0 . . .  1 )  
sans exception . » 

Nous utiliserons ici le fait que les points z 1 , z2, • . •  forment 
une suite (") , et que, par consequent, l ' intervalle (0 . . . 1 )  est 
divise par eux en une infinite d' intervalles partiels . 

Comme vous ne manquerez pas de le voir, ce theoreme (C) 
peut alors se demontrer par application suc<·essive du  theoreme 
suivant : 
( D )  cc Un nomhre y, qui peut prendre toutes les valeur•s dt� 
l ' intervalle (0 . . . 1 )  a la seule exception de la valeur 0, peut 
etre mis en correspondance univoque avec un nombre x <p1 i 
prend toutes les valeurs de cet intervalle sans exception . ., 

Ce dernier theoreme ( D )  peut alors etre reconnu comme 
vrai par la consideration de la curieuse courbe ci-jointe . Les 
coordonnees d'un point courant m de cette courbe sont mes gran­
deurs x et y dont l 'une est une fonction univoque de l 'autre : 
mais, tandis que x prend toutes les valeurs de l 'intervalle (0 . . .  1 ) , 
le domaine de variation de y est le meme intervalle a la seulf 
exception de la valeur 0. 

( •) U ne suit" : en allemand Rine Folg�. 
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La courbe se compose d'une infinite de segmenl 
paralleles, devenant toujours plus petits, ab, a' b1 
et du point c. Les extremites b, b ' ,  b" , . . .  , ne sont pa 
comme appartenant a la courbe. Les longueurs des seg: 

- 1 - 1 - 1 
op = pc = 1 ;  ob = 2 ; bb1 = 4 , bib2 = s , b2 

oa = � ; a'd' = � ; a"d" = � ; a"'d"' = 1� , . · · 
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J ' ai suivi avec interet depuis plusieurs annees les efforts que 
l'on a consacres, apres Gauss, Riemann, Helmholtz et d'autres , 
a la clarification des questions qui touchent aux premieres hypo­
theses de la geometrie. 11 m'est apparu a cet egard que toutes 
Jes recherches faites dans ce domaine partent elles-memes d'une 
hypothese non demontree, qui ne m'apparatt pas comme allant. 
de soi, mais bien plutot comme ayant besoin d'etre fondee. Je  
veux parler d e  l'hypothese selon laquelle une multiplicite con­
tinue p fois etendue (a) necessite pour la determination de ses 
elements p coordonnees reelles independantes entre-elles , le nom -
bre de ces coordonnees ne pouvant etre, pour une meme mul­
tiplicite, ni augmente ni diminue. 

J 'en etais venu a croire moi aussi a cette hypothese, j ' etais 
presque persuade de son exactitude ; mon point de vue differait 
seulement de tous les autres en ceci, que je considerais cette 
hypothese comme un thooreme qui necessitait au plus haut 
point une demonstration, et j 'avais precise mon point de vue sous 
forme d'une question que j 'avais soumise a quelques collegues, 
en particulier aussi a l 'occasion du jubile Gauss, a Gottingen, 
savoir la question suivante : 

« l::ne variete (b) continue a p dimensions, avec p > 1 , peut­
elle etre mise en relation univoque avec une variete continue a 
une dimension, de telle so rte qu' a un point de l 'une corresponde 
un point et un seul de l'autre ? 11 

La plupart de ceux a qui j ' ai soumis cette question se sont 
heaucoup etonnes que j ' aie seulement pu la poser, car ii se com­
prenait de soi que, pour la determination d'un point dans une 
extension (c ) a p dimensions, ii fallait toujours employer p coor­
donnees independantes. Celui qui, pourtant, penetrait le sens de 
la question, devait reconnaitre qu'il fallait au moins'demontrer 
pourquoi la reponse etait « evidemment » non. Comme je l'ai dit, 
je faisais partie de ceux, qui tenaient pour vraisemblable que 
la reponse fut negative - j usqu'au moment tout recent oil, 
par une succession assez complexe de pensees, j e  suis arrive a la 
conviction que la reponse etait affirmative sans aucune restriction. 

( a) Vne mulliplicite continue p fois etendue : en allemand eine " fach aus­
gedehnte stetige Mannigfaltigkeit. 
(" ) Variete : en allemand Gebilde. 
(•" ) Extension : en allemand A. usgedehnt�it. 
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Peu apres, je  trouvai l a  demonstration que vous ayez aujourd'hui 
sous les yeux. 

On voit ici quelle force prodigieuse ii y a dans les nombres 
reels habituels ,  rationnels et irrationnels, si bien que par elle on 
peut determiner de fa11on univoque, a l' aide d' une seule coordonnee. 
les elements d'une multiplicite continue p fois etendue ; et je  
veux ajouter tout de suite que leur force va plus loin encore, 
puisque, comme vous ne manquerez pas de le voir, ma demons· 
tration peut s'etendre, sans que les difficultes en soient sensi· 
blement accrues, a des multiplicites a un nombre infini de di· 
mensions, pourvu que ces dimensions en nombre infini prennent 
la forme d'une.suite simplement infinie. 

ll me semble done que toutes Jes deductions philosophiques ou 
mathematiques qui utilisent cette hypothese erronee sont inad­
missibles. II faut plutot rechercher la difference qui existe entre 
deux varietes (") a un nomhre different de dimensions ,  dam; 
quelque raison tout autre que celle ,  generalement tenue pour 
caracteristique, du nombre de coordonnees independantes . 

H alle , le 29 ju in  1 877 
Veuillez excuser moh zele pour cette aff a ire, si je  fa is appel tel . 

lement souvent a votre bonte et a votre peine ; ce que j e  vous 
ai communique tout recemment est pour moi-meme si inattendu,  
si nouveau, que je  ne pourrai pour ainsi dire pas arriver a une cer­
taine tranquiJ lite d'esprit avant que je n'aie re11u, tres honor!� 
ami , votre jugement sur son exactitude. Tant que vous ne 
m'aurez pas approuve, je ne puis que dire : J e le vois ,  mais j e  
n e  l e  crois pas (b) .  C'est pourquoi je  vous prie d e  m'envoyer une 
tarte postale pour me dire quand vous pourriez avoir termine 
I '  examen de la chose et si je peux compter vous voir exaucer ma 
demande,  certainement hien exigeante. 

La demonstration du theoreme (C) sera considerablement 
facilitee par l'emploi du symbolisme suivant : 

Si a et b sont deux grandeurs variables qui peuvent etre 
mises en relation univoque l 'une avec l 'autre, on ecrit : 

a ,...., b. 

( ai Varietes : en allemand Gebilde. 
\b) En franc;ais dans le texte. 
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Si alors a ,...., b et b _, c, on a aussi : 

a _,  c. 

Si de plus a',  a" , . . . est une suite finie ou infinie de variables 
bien definies ou de constantes, qui ne prennent deux a deux 
aucune valeur commune, mais telles que la reunion de leurs 
domaines de variations soit exactement celui de la variable 
unique a, on pose : 

a =  (a' , a" , . . .  ) . 

On a alors le theoreme suivant : 

(E)  (( Si : 

et si de plus : 

on a alors aussi : 

a =  (a' ,  a" , . . .  ) 
b = ( b ' ,  b" , . . .  ) 

a' ,...., b' 
a" _, b" 
a"' ,...., b"' 

a ,...., b .  

GrA.ce aux substitutions : 

u - ot 
x = --

� - ot 

on deduit de (D)  la generalisation suivante : 
(F) « Un nombre z, qui peut prendre toutes les valeurs d'un 
intervalle (at . • .  �) a l 'exception de at, peut Mre mis en corres­
pondance univoque avec un nombre u, qui prend toutes les 
valeurs de l ' intervalle (ot • • • �) sans exception. » 

De la resulte immediatement le theoreme suivant : 
(G) « Un nombre w, qui prend toutes les valeurs de l 'intervalle 
(at • . • �) ,  a ! 'exception des deux valeurs extremes ot, �, peut 
�tre mis en correspondance univoque avec un nombre va­
riable u qui prend toutes les valeurs de l ' intervalle (ot • • •  �). » 

Demonstration. Soit un nombre r ;: ; · 
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w' une variable qui prend toutes les valeurs de l'intervallr. 
(ot • • •  y) a !'exception de ot et de y ; w" une variable qui prend 
toutes les valeurs de l'intervalle (y . . .  �) a !'exception d e  lei. 
seule extremite �- · 

On a alors : 

(1 ) w = (w ' ,  w" ) .  

S i  l'on designe alors p ar u" une variable qui prend toute::; 
les valeurs de l' intervalle (y . . .  �) sans exception, par z une 
variable qui prend toutes les valeurs de l ' intervalle (ot • • .  �) a 
!'exception de ot, on a : 
d'apres (F) : 
(2) w" ,....., u" , 

et , a cause de (1 ) et (E)  : 

w ,....., (w' ,  u" ) . 

:Mais : (w' ,  u" ) = z, done : 

w = z. 

:Mais d'apres (F) on a aussi : 

z ,....., u, done enfin : 
w ,....., u, q. e.  d. 

Pour demontrer maintenant (C) , nous decomposons f en 
variables f' , f" , . . . et la valeur isolee 1., f' prenant toutes les 
Valeurs de l'intervalle (0 . , , e: 1) a } 'exception de E1 1 (M toutes 
les valeurs de l' intervalle' ( e:v-1 • • • e:v) a I' exception des valeurs 
extr�mes e:Y-1 et e:v. On a alors : 

f = (f' ,  f" , ("' , . . .  rv> , . . .  , 1. ) .  
Soit x" une variable qui prend toutes les valeurs d e  ( e: 1 • • • es) 
sans exception, xi1v1 une variable qui prend toutes les valeurs de 
( ea  . . . e:,) sans exception, x<h> une variable qui prend toutes 
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]es valeurs de l'intervalle ( e2v-1 • • • e2v) sans exception, alors 
on a, a cause de (G) : 

par suite : 

Mais : 

done : 

(" ,..,., x" 
{IV ,..., xIV 

f (f' x" f'" xiv 
,.,_ , ' ' ' 

,(211--1 1 ( 2 V )  1 ) . . . ' � x , . . . 
' 

. 

(f' , x" , ('" , xn·, . . .  , r12v-1i ,  x<2v> , . . .  , 1 )  = x, 

f ,....., x. 

D E D E K I N D  A CANTOR 

J 'ai examine encore une fois votre demonstration, et n'y ai pas 
trouve de lacune ; je  suis convaincu que votre interessant theoreme 
est exact et je vous en felicite. Mais je voudrais, comme je vous 
1 'ai deja annonce sur ma carte postale, faire une remarque, qui 
est dirigee contre les consequences que vous avez ajoutees dans 
votre lettre du 25 juin a la communication et a la demonstration 
du theoreme, et qui ont trait au concept d'une multiplicite 
continue a p dimensions. D 'apres ce que vous dites , il pourrait 
sembler - mais mon opinion peut etre inexacte - que vous 
vouliez, a partir de votre theoreme, mettre en doute la signi­
fication ou l'importance de ce concept ; vous dites par exemple a 
Ia fin de cette lettre : « ll me semble done que toutes les deduc­
tions philosophiques ou mathematiques qui utilisent cette hypo­
these erronee » [celle du caractere determine du nombre de 
dimensions] « sont inadmissibles. II faut plutot rechercher la 
iliff erence qui existe entre deux varietes a un nombre different 
de dimensions dans quelque raison tout autre que celle, gene­
t alement tenue pour caracteristique, du nombre de coordonnees 
independantes. » 
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A l'encontre de ce point de vue, j e  declare etre convaincu 
(malgre votre theoreme, ou plutot par suite des considerations 
occasionnees par votre theoreme) ou croire (j e n'ai pas encore eu 
le temps de faire meme seulement l ' essai d'une demonstration) 
que le nombre de dimensions d'une multiplicite continue est, 
apres comme avant, le premier et le plus important de ses inva-
1•iants, et j e  dois prendre ici la defense de tous ceux qui ont 
t'�crit sur ce sujet jusqu'a ce jour. Je vous concede volontiers que 
cette constance du nombre de dimensions exige absolument une 
demonstration, et que, aussi longtemps que cette demonstration 
n'a pas ete faite, l'on est en droit de mettre en doute la propo­
sition. Mais je ne doute pas de cette constance bien qu'elle semble 
aneantie par votre theoreme. Mais tous les auteurs ont evi­
demment fait l 'hypothese tacite, tout a fait naturelle, que pour 
une nouvelle determination des points d'une multiplicite continue 
a l 'aide de nouvelles coordonnees, ces dernieres doivent etre aussi 
des fonctions continues (en general) des anciennes coordonnees, 
afin que ce qui apparait comme etant continuement connexe (a) 
dans la premiere determination de position) reste continuement 
lie (b) dans la deuxieme determination de position. J e crois done 
provisoirement a l'exactitude du theoreme suivant : « Si l'on 
reussit a etablir une correspondance complete univoque et reci­
proque (c ) entre l es pointfl d'une multiplicite continue A a a di­
mensions d'une part, et les points d'une multiplicite continue B 
a b dimensions, d'autre part, alors, si a et b sont inegaux, cette 
correspondance est necessairement partout discontinue. Ce theo­
reme expliquerait aussi le phenomene qui s'est manifeste lors de 
votre premiere demonstration de votre theoreme, a savoir j us­
tement l' insuffisance de cette demonstration ; la relation que 
vous vouliez y etablir (a l 'aide de fractions decimales) entre les 
points d'un domaine a p dimensions et les points d'un (( segment 
a une dimension » aurait ete , si je ne me trompe, continue, pour­
vu seulement qu'elle ait englobe tous les points du segment a 
une dimension ; de meme, dans votre demonstration actuelle, 
l a  correspondance initiale entre les points du segment a p dimen-

( •) Continuement connexe : en allemand als stetig zusammenhiingend. 
(b) Continuement lie : en allemand stetig verbunden. 
(c) Une correspondance complete, univoque et reciproque : en allemand eine 
gegenseitige eindeutige und vollstiindige Gorrespondenz. 
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sions dont les coordonnees sont toutes irrationnelles et les points 
a une coordonnee egalement irrationnelle du segment a une 
dimension est, me semble-t-il, aussi continue que possible en 
nn certain sens ( petitesse des changements) ; mais, pour remplir 
les lacunes, vous c�tes oblige d' introduire dans la correspondance 
une discontinuite , a donner le vertige, une discontinuite qui 
reduit tout en atomes, telle que toute partie continuement 
eonnexe, si  petite qu'elle soit, de l'un des domaines a une 
image completement dechiree, discontinue. 

J ' espere · m'etre explique assez clairement ; cette lettre n'a 
(t'autre but que de vous prier de ne pas entreprendre publi­
quement des polemiques contre les articles de foi admis jusqu'a 
present de la theorie des multiplicites avant d'avoir soumis mon 
objection a un examen approfondi . 

Brunswick, le 2 juillet 1877 

CANTOR A D 1 rn E K LN ll 

(Carte ; timbre de la poste du 2-7-77 )  

J e suis tres heureux que vous ayiez etudie mon travail et 
l ' ayez trouve exact. Je vous prie, de perseverer dans votre projet 
et de me communiquer vos idees sur la signification du resultat, 
en detail et avec preci sion ; d'apres elles j 'aimerais former mon 
jugement sur la fa<;.on de poursuivre toute l 'afTaire. 

Halle , le 4 juillet 1877 

J 'ai ete tres heureux de recevoir votre lettre du 2 juillet , et j e  
vous remercie de vos remarques precises e t  extraordinairement 
pertinentes. 

A la  fin de ma lettre du 25 juin, j ' ai, contre ma volonte, 
donne !' impression de vouloir, par ma demonstration, m'opposer 
au concept meme de multiplicite continue p fois etendue, alors 
que tous mes efforts n'ont d'autre but que de clarifier ce concept 



CORRESPONDANCE CANTOR-DEDEKIND 2.1 7 

et de lui donner un fondement correct. Lorsque je  disais : 1< 1 1  
me semble donc que toutes les deductions philosophiques ou 
mathematiques qui utilisent cette hypothese erronee sont inad­
missibles » ,  ce n'est pas au < <  caractere determine du nombre 
de dimensions » que se rapportait cette hypothese, mais bien 
au caractere determine des coordonnees independantes dont le 
nombre est suppose par certains auteurs egal en toute circons­
tance au nombre de dimensions, alors que, si l 'on prend le concept 
de coordonnees dans sa generalite, sans aucune hypothese sur la 
nature des fonctions utilisees, le nombre de coordonnees inde­
pendantes , univoques, completes peut, comme je l 'ai demontre, 
etre ramene a tout nombre donne. J e suis aussi de votre avis 
que, si l 'on impose a la correspondance d'etre continue, on ne 
peut plus alors mettre en relation univoque que des varietes a un 
nombre egal de dimensions, et que, de cette maniere, le nomhre 
de coordonnees independantes constitue un invariant qui pour­
rait conduire a la definition du nombre de dimensions d'une 
variete continue . 

J e ne suis pourtant pas encore capable de reconnaitre a quel 
degre peuvent s'elever les difficultes dans cette voie (celle qui 
conduit au concept du nombre de dimensions) ,  parce que je ne 
sais  pas si l 'on est en etat de delimiter le  concept de correspon­
dance continue en general (a ) .  Mais de la possibilite d'une telle 
delimitation me parait tout dependre dans cette voie. 

J e crois apercevoir une autre difficulte en ceci que cette voie 
n'aboutirait sans doute pas des que la variete cesse d'etre partout 
continue ; et pourtant l'on aimerait avoir dans ce cas aussi 
quelque chose qui corresponde au nombre de dimensions, d'autant 
que, pour les multiplicites qui se presentent dans la nature , leur 
continuite partout semble difficile a etablir. 

J e voudrais seulement indiquer par ces lignes que je suis 
bien loin d 'avoir voulu utiliser inconditionnellement mon resul­
tat contre les articles de foi de la theorie des multiplicites, et, bien 
au contraire, que je souhaite pouvoir contribuer avec son aide 
a en rafTermir autant que possible les theoremes. J e  n., voudrais 
pas vous deranger davantage auj ourd'hui ; je vous prie, si vous 
en trouvez le temps, d'examiner les questions qui s'imposent, dt> 

( a) Correspondanre continue en general : en allemand Im Allgemeinen stetige" 
Correspondem;. 
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ne pas dedaigner ce travail , et de me faire connaitre ensuite vos 
resultats .  

Halle, le 23 octobre 1877 

. . . Sur Jes recherches que j 'ai faites l'ete dernier, ii y a chez 
Monsieur Borchardt, depuis un trimestre,  un travail que j 'ai re­
dige sous le titre « Une contribution a la theorie des multi­
plicites ». J 'espere qu'il va tres bientot etre publie. Comme ii 
m'a ete permis d 'y mettre a profit VOS COnseiJs amicaux, ce)a 
vot•<i interessera peut-etre de savoir que j 'ai trouve pour l'un de 
mes theoremes une demonstration encore plus simple ( 1) .  Si deux 
multiplicites bien definies peuvent etre mises en correspondance 
univoque et complete, element par element, l 'une avec l'autre, 
je me sers alors du mode d'expression qu'elles ont meme puissance 
OU encore qu'elles sont equivalentes ; j ' appelle aussi equivalentes 
deux variables reelles a et b, lorsqu'elles peuvent etre mises en 
correspondance univoque et complete l 'une avec l 'autre, et j 'ecris 
dans ce cas, comme vous le savez : 

a ,...._, b. 

I l  s'agit alors du theoreme suivant : 
« Si e est une variable, qui doit prendre toutes Jes valeurs 

irrationnelles � � ,  et x une variable qui prend toutes Jes valeurs 

rationnelles et irrationnelles > 0 et < 1 ,  on a : 

e ,..., x. 

Demonstration : Soit Cfl v le terme general d'une suite, qui se 
compose de tous les nombres rationnels ;;;::: 0 et � 1 ; soit '1l v le 
terme general d'une suite formee de n'importe quels nombres 
. . I . . > O l irrat10nne s megaux < 1 , par exemp e : 

( 1) [Contribution a la tMorie des multiplicites (Ein Beitrag z. Mannigfaltig­
faltigkeitslehre) § 6 (lEu'1res completes, p. 1 29) . ]  
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h designera la variable qui prend toutes les valeurs de l'inter­
valle (0 . . .  1) a !'exception des qiv et des Ylv· 

Al ors 

( 1 )  X = I h, "tlv •  Cf'v I 
e = I h, Ylv I ·  

Pour la derniere formule, nous pouvons aussi ecrire : 

(2) 

Si l 'on compare les formules (1 ) et (2) et que l 'on remarque 
que : 

h ""' h i "tlv  ""' "'l2v-1 i 

il en resulte que : 

x ,...., e, C. Q. F. D .  

Peut-etre avez-vous davantage etudie la question de savoir 
si, pour la determination du concept de la multiplicite n-uple 
continue, la condition de la correspondance continue suffit pour 
que le concept soit affermi en lui-meme, assure contre toute 
contradiction ? 

P. S. : J 'ai regarde le nouveau manuel d'analyse de Lipschitz ; 
vous plait-ii ? 

DED E K I N D  A CANTOR 

Le 27-10-77 

. . .  Mais je crois toujours que le concept du nombre de dimen­
sions re9oit reellement son caractere d'invariant par la condi­
tion de la correspondance continue. 

11 y a dans l 'ouvrage de Lipschitz, pour autant que j ' aie pu 
!'examiner jusqu'a present, beaucoup de hon et d'interessant ; 
conformement a ma nature critique, j 'ai, il est vrai, quelques 
objections a y faire sur certains points ; mais je trouve cepen­
dant tres rejouissant qu'une tentative serieuse soit faite pour 
faire regner la rigueur mathematique meme dans un manuel. 
En ce qui concerne le fondement de la theorie des irration'nels, 
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pour laquelle ii adopte presque tout a f ait votre presentation, 
publiee pour la premiere fois par M. Heine, j 'ai tout au plus a 
<lhjecter que (p .  46) ,  une hypothese a vrai dire tout a fait nou­
velle (« Alors la valeur limite {f tombe etc . . . >1 ) est presentee 
apparemment commt une consequence evidente de ce qui pre­
cede ; de plus, je ne puis considerer comme exacte la remar­
que finale du § 14 sur les Grecs ( 1) . . .  

CANTOR _\ D ED E KI N D  

Halle sur la  Saale, l a  29 decembre 1878 

. . .  Vous devez sans doute etre entre en possession du livre : 
« Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali di 
UlisseDini, Pisa 1878 (a ) ». Cet ouvrage rrie semble etre redige par 
quelqu'un qui connait son sujet et est tres habile ; pour l ' intro­
duction des nombres, ii se sert de votre methode.  - Bien que je  
sois entierement d'accord avec cette derniere , je  crois neanmoins 
que celle indiquee par moi dans un travail sur les series trigono­
metriques (2 ) lui est equivalente, et que, par la distinction formelle 
de grandeurs numerique-s d'ordre different , par quoi j ' ai seule­
ment voulu exprimer les differentes manieres de les definir par 
des suites simplement infinies (dont les termes d' indice croissant 
se rapprochent indefiniment l' un de l'autre) , il n'y a pas de danger 
que l 'on puisse croire que j ' ai e  voulu etendre le domaine des 
nombres reels. Cette hevue, je n'ai jamais envisage, meme de loin , 
de la commettre ; je  dis expressement dans mon travail que tout 
nombre que j e  designe par c peut etre egal a un nombre b. Du 
reste, cette hevue a ete reellement faite d'un autre cote, si inoui 
que cela puisse paraitre ; je ne sais si vous connaissez l'esquisse 
d'une theorie des fonctions complexes et des fonctions Theta de 
Thomae ; dans la deuxieme edition, a la page 9, on trouve des 

(1) [Cf. la correspondance de Dedekind avec Lipschitz dans les <Eu11res 
completes de Dedekind, tome I I I ,  pp. 469-479 . ]  
( • )  En italien dans le  texte. 
(2) [Sur l'extension d'un theoreme de la theorie des series trigonometriques 
( Ueber die A usdehnung eine.; Satzes aus d. Theorie d. trigonometrischen 
Reihen) Math . Ann . ,  vol . V ( 1 8 7 2 ) ,  p. 123  ( <Eu11res completes, p. "95.) ] 
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nombres (1)  qui sont (horribile dictu) plus petits que tout nombre 
reel concevable, et cependant ditTerents de zero (•). 

La question de savoir si des multiplicites continues d'un 
nombre difTerent de dimensions peuvent etre mises en corres­
pondance univoque et continue, ou plut6t sur le theoreme suivant 
Jequel cela n'est pas possible, a fait l 'objet, depuis la parution de 
mon travail sur la theorie des multiplicites, de memoires de 
Thomae, Ltiroth, Jurgens et, ii y a quelques jours, de Netto, 
dans le journal de Borchardt (8) ; il me semble pourtant que la 
question n'est pas encore completement reglee. 

Halle sur la Saale, le 17  janvier 1879 

J e crois avoir regle maintenant de la maniere la plus simple et la 
plus rigoureuse la question de }'application univoque et continue 
des multiplicites, qui s'est posee naturellement a la suite de 
mes recherches ; je la ramene au theoreme f ondamental bi en 
connu de l'analyse, d'apres leque) : 

( I )  Une fonction continue d' une variable continue t, qui, 
pour t = t0, prend une valeur negative, pour t = t1 1 une va)eur 
positive, s 'annule au moins une fois entre ces valeurs. 

Les tentatives respectives de Thomae et de Netto sont incom­
pletes, comme vous l 'avez peut-etre r'emarque ; ainsi , par· 
exemple, Thomae s'appuie sur un theoreme de Riemann inde­
montrable pour lui (t) (<Eu"res completes, page 450, (1 ) : Fn 
( 1) Il s'agit des ordres d'annulation d'une fonction ; dans leur description -
en tant que domaine non archimedien de grandeurs - , Thomae se ren ­
contre de maniere curieuse avec Jes recherches de Du Bois Raymond, 
parues peu avant (Annali di Mat . ,  IV, 1 8 7 1 ) .  
( 1) Sur cette excJusion, souvent soulignee ( <Eu,•res completes, p. 1 56,  
p. 1 72 ,  etc . . .  ) des grandeurs in liniment petites actuelles, cf .  la lettre a 
Weierstrass du U mai t 88i (Contributions a la theorie des nombres trans­
finis, VI, <Euvres compliltes, p. �08 ) ,  oil Cantor croit avoir trouve une d�­
monstration. En realite ,  la seule raison en etait sa definition du continu 
comme systeme connexe - c'est-a-dire soumis a l 'axiome d'Archimede. 
(8) [Thomae, Theoremes de la theorie des fonctions, Gottinger Nachrichten 
(1878) , Liiroth, Application de multiplicites de ditferentes dimensions l'uM 
sur l'autre, Erlangen, Phys. med. Soc. , Sitz-Ber, 1 0  ( 1 878 ) ,  Jurgens, Sur 
l'application continue et univoque de multiplicites, Tagebl. d. Versamme. 
Deutsch. Naturjorsclwr u. Aetzte in Cassel 1 878.  :\"etto. Z11r Mann igfaltig­
lteitslehre. Borch. J. 86 ( 1879) . )  
(4) I I  l'appelle : • axiome •.  
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segment (a) a moins de n - 1 dimensions, etc . ,  etc . . .  ) ;  alors que, 
je l 'ai maintenant clairement reconnu, ce theoreme de Riemann 
est, dans une certaine mesure, equivalent a celui qu'il s'ag:t main­
tenant de demontrer dans le cas ou v = n - 1 ; mais comme 
n - 1 n'est pas un nombre moins general que n, Thomae fait 
une sorte de cercle vicieux avec sa demonstration. 

La demonstration generale que je  vais donner maintenant , je  
la connais a vrai dire deja  depuis longtemps, en fait depuis plus 
d'un an ; mais je ne la croyais pas rigoureuse jusqu'a present, 
et c'est pourquoi j e  me gardais bien d'en parter. La decouverte 
que j 'ai faite il y a quelques jours reside done au fond seulement 
en ce que cette demonstration est rigoureuse. Si je pensais le 
contraire, c'est que les relations qui s'y presentent ne sont pas 
univoques des deux cotes. Mais leur caractere multi11oque ne nuit 
pas au resultat, parce qu'il n'intervient que dans le passage d 'une 
variete (b) a un nombre superieur de dimensions a une variete (b) 
a un nombre inferieur de dimensions ( 1 ) . 

Dans ce qui suit, j 'entends par sphere (c ) du pleme ordre la 
variete (b) continue du pieme ordre qui est extraite par le moyen 
de l'equation : 

(x1 - a1)2 + (:.r2 - a2) 2 + . . .  + (xP · 1  - aP ,  i l 2  = r2 

de la multiplicite p + 1 uple, dont les coordonnees sont x 1 ,  
x2, • • •  , x11+ l •  de telle sorte que par exemple la cir,·onference 
dans le plan est une sphere du 1 er ordre. 

Le theoreme a demontrer est, sous une forme elargie, le 
suivant : 

« Une M" continue et une Mv continue, si µ. < v, ne peuvent 
etre mises en correspondance continue de telle sorte qu'a chaque 
element de M" corresponde un seul element de M.,, et a ehaque 
element de Mv un OU plusieurs elements de MIL. )) 

Pour le cas de v = 1 ,  le theoreme est immediat .  Pour le 
( •) Segment : en allemand Vielstreck .  
(b )  Variete : en allemand Gebilde. 
( 1) [II est pourtant bien connu que ce theoreme est faux dans le eas d'une 
correspondance multivoque, comme suffit a le montrer la courbe de Peano. 
I,a demonstration ci-dessus a ete publiee : Sur un theoreme de la theorie des 
multiplicites continues ( Ueber einen Satz a us  der Theorie der stetigeri Mar1 11 ig­
faltigkeiten) Gottinger N achrichten . 1 8 i 9  ( <EuPres romplete.•. p. t :H I . ]  
(c) Sphere : e n  allemand Kugel. 
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prouver dans le cas general , supposons-le vrai pour v = n - l ,  
et montrons qu'il est alors aussi vrai pour v = n. 

A cette fin, supposons l 'existence d'une relation continue entre 
une M11• et une M,., avec µ. < n, de telle sorte que le passage 
de M11. a M,. soit univoque ; et montrons qu'il y a une contra­
diction interne a la base de cette hypothese , ou plutot une contra­
diction avec le theoreme fondamental I enonce plus haut. 

Soit a et b deux points interieurs de Mµ., A et B les point.:> 
Porrespondants de M,.. 

Autour de A comme centre, construisons dans M,. une sphere 
du n - 1 eme ordre, K,._1, qui soit assez petite pour que If' 
point B soit a l 'exterieur de l 'espace qu'elle delimite. 

Autour de a comme centre, construisons de meme dans Mv. 
une sphere du µ. - 1 eme ordre K11._1,  qui soit assez petite pour que : 

1 )  le point b soit a l'exterieur de cette sphere ; 
2) la variete continue (a ) du µ. - 1 eme ordre correspondant 

dans M,. a cette sphere soit tout entiere contenue a l ' interieur de 
l 'espace delimite par la sphere K11_1 , ce qui peut etre realise, a 
cause de la continuite de la relation dans le voisinage des points a 
et A. 

Soit z un point quelconque de Kµ_ 1,  � le point correspondant 
de Gµ- - i  ; trai;ons le rayon rectiligne A� ; prolonge dans cette 
direction, il rencontre la sphere K,,_1 en un point et un seul , Z.  

Ainsi, au moyen de cette construction, a chaque point z de K,,_0 
(·orrespond un point Z de Kµ- 1 qui varie de'fai;on continue avec ;;. 

Mais le point Z ne peut pas atteindre n'importe quel point 
de K,._n car cela irait contre notre theoreme, qui a ete suppose 
demontre dans le cas v = n - 1 .  

Nous concluons done avec certitude qu'il y a des points· P de 
la sphere K11_1 qui ne sont pas atteints par le point Z ; si l 'on 
joint A a un tel point P,  ce rayon AP ne rencontrera pas la  
variete G,,__1• 

Si l'ori joint alors P encore au point B ,  qui est a l 'exterieur de 
K,._1,  par une courbe continue contenue dans l 'espace M .. , on 
Qbtient 

( I I )  une ligne continue composee APB, qui n'a aucun point 
commun a(.lec la variete G!,_1 •  
( � )  Variete continue : en allemand Stet ige Gebilde. 
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A cette ligne, par l ' intermediaire de la relation continue 
posee au depart entre M11 et M,., correspondent une ou plusieurs 
courbes situees dans M11 qui joignent continument a a b et qui 

( I I I )  a cause du theoreme fontamental I, doivent rencon­
trer necessairement la sphere Kµ-l une fois au moins. 

Ces deux faits , I I  et I I I ,  se contredisent mutuellement ; done 
l 'hypothese d'une relation continue entre M11 et M,. est incorrecte, 
et notre theoreme est demontre pour le cas v = n. 

Comme l'academie de Gottingen m'a recemment fait membre 
correspondant, et que Thomae a publie sa demonstration dans les 
Gottinger. Anzeigen, je  pense envoyer egalement a ce meme perio­
dique cette demonstration ; c'est pourquoi j 'aimerais bien savoir 
ce que vous en pensez . 

D E D E KI N D  A CANTOR 

J 'ai etudie votre demonstration avec soin, et je  n'y ai rencontre 
qu'un detail qui pourrait soulever le doute. Apres avoir construit 
autour du point A de M,. une sphere K,._1, et autour du point a 
de M11 une spbere Kµ_1 dont l 'image dans M,. est designee par Gµ_1 , 
vous en deduisez une application de K11_1 sur K,._1 : au point z 
de Kµ-l correspond un point determine � de G11_1 , l'inter­
section Z du rayon A� avec K,._1 sera alors consideree comme 
une nouvelle image de z. Mais il est alors concevable que � 
coincide avec A, puisque vous admettez qu'a plusieurs points 
de M11 correspond un seul et meme point de M,. ; dans ce cas . 
l ' image Z serait en general indeterminee. Cette difficulte est 
visiblement facile a ecarter lorsque le nombre de points a' dam 
M11 auxquels correspond le meme point A dans M,. est fini, car 
ii  suffit alors de prendre le rayon de la sphere Kµ-i assez petit 
pour que les autres points a' tombent a l'exterieur. Mais si le 
nombre de points a' est infini, je vois pour le moment dans 
cette circonstance une veritable difficulte, et celle-ci jntervient 
encore a une deuxieme place dans votre demonstration. Vous 
dites en effet qu'a la l igne APB correspondront une ou plusieurs 
lignes dans M11 qui y joignent continument a a b ; ceci exigerait 
a mon avis d' etre explique et fonde de fa�on plus precise, meme 
lorsque B est seulement } ' image d'un point ou d'un nombre fini de 
points distincts b' de Mµ ; mais si une infinite de points b' de Mµ pos-
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sedent l a  meme image B dan11 M,, ,  l ' e x 1 stenc1� 1f u 1 1e  l igne jojguant 
1·ontimiment a a 11 , e t  dont  l ' imag1• d o  i t  1\tre l a  l igne A PB, devient 
encore un peu plus douteuse . .  l e  croi.<; d'a i l leurs que le thP.oreme 
reste encore vrR• si l 'on admet. que ( 'haque poi nt d{' M., pent etrP 
! ' image d' une infinite de poi nts disti net!I de Mµ. Peut-etre par­
viendrez- vous a P.carter immedi atement Jes deux d i fli cu ltes en 
q uestion. Pour une publi1•ation, je tiendrais pour souhaitab]e que 
soient exactement definis les noms ou expressio n !\  techni ques d{' 
la  theorie des multiplicites (a ee propos, j e  donnerais decidement 
la preference au terme de (( domaine )) (" ) ,  egalement emp1oye 
par Riem ann, comme etant bien plus court que le terme pesant 
de " multiplicite » (b ) )  ; ii serait tres meritoire de deveJopper ah 
ovo toute cette « theorie des domai nes » ,  sans fai re appel a l ' in­
tuition geometrique, et i i  faudrait alors definir d 'une fa�on 
nette et precise par exemple le eorwept d'une ligne j oignant 
eontimiment le point a au point b a l ' interieur d u  dom aine G. 
Les definitions de Netto (dont le memoire me plait beaucoup, et 
dont la demonstration devient, a ce que j e  crois, tout a fait cor­
recte avec quelques modi'fications) contiennent un hon germe, 
mais elles me semblent susceptibles d' etre simpli fi ees et en 
meme temps completees. .J e ne me permettrais  pas un tel 
j ugement, si je ne m'etais pas deja beaucoup occupe de questions 
de ce genre, ii y a un hon nombre d' annees, lorsque je vou]ai!I 
encore editer les.le<;-ons de Dirichlet SUI' la th eorie du potentiel , et, 
a cette occasion,  fonder plus rigoureusement ee qu'on appene Je 
principe de Dirichlet. J ' ai moi-meme quel q ues d Mi nitions d e  c e  
genre ( 1 ) , qui me semblent fournir  une bast> sat isfai sante, mai11 
j ' ai par la suite laisse toute l' affaire de cote, et ne pourrais 
en ce moment donner que quelque chose d ' i ncomplet, car je  sui11 
entierement pris par le remaniement de la theorie des nomhre11 
de Dirichlet. Toutefois,  votre comm u nication,  j ' ai a peine besoi ri 
de le dire, m'a interesse au plus haut point, et, en vous remer-
1· i a nt tre11 vi vement, j e  reste avec mes salutati ons <·ord i ales . . .  

Brunswick , l e  19  j a nvier 1 879 

( •) J>omaine : en allemand <kbiet. 
(hj Multiplir.ite : en allemand Mannigfaltigkeit. 
( 1 l  ICC. • Theort\mes generaux sur les espaees " ( .\ l lgmeine 8at.ze i i ber Hli u me) 
t>xtrait.R des <J>uvres posthu mes ( <Eu1•res r.ompletes, vol .  1 1 ,  p.  :l52 ) .  I 

1 5  
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C A NTon A l h: 1 1 E K 1 N o  

(Carte post.ale : timbre. d e  l a  poste d u  20-t er_79) 

Dans la demonstration que j e  vous ai en voyee le 1 7 ,  j P  
trouve U ll po1int ,  peu  important i J  est vrai , a ame}iorer. 

JI est preferable de partir de deux points A et B interie1m; dr 
M ,. ,  auxquels  correspond ent des points interieurs de M .. . 

Soit a l' un des poi nts interieurs correspondant au point A el 
b, b ' ,  b" , . . .  tous les points wrrespondant au point B.  La s p here 
K .. __ 1 de centre a sera sup posf>e assez petite pour r1ue Gµ-- 1 soit 
a l ' interieur de  K,. _ _  , et qu'en meme t.emps tous les points b. 
b ' ,  I/' , . . . soi ent a l' exterieur de K .. _ __ 1• Ceci est possible a ea use 
de la continuite, qui empeche Jes points b, h ' ,  b" , . . .  de se rap ­
procher indefin iment d u  point a. 

I I  ne devrait alors plus rester aucun doute que l ' une des 
C 'OUrbes correspond ant dam; M .. a la  l igne A PB va de a a l 'un des 
poi nts b, b ' ,  b" , . . . et doit done rencontrer la sphere K.. 1 •  

Apres avo i r  ecrit eette carte, j e  re�ois votre lettrc pour 
l aquelle j e  vous remercie  beaucoup. J 'y repondrai plus turd , 1·ar 
je dois partir tou t  de suite pour une soi ree. 

Carte : ti mhre de la poste 21 - 1 -W) 

H ier soir, sude point de sortir, j e  n'ai  pu faire plus que d'aceuser 
reception de votre l ettre sur ma carte deja terminee. J ' ai repond u 
par avance d ans cette carte a J ' une de VOS obj ections ; quant a 
l 'autre, suivant laq uelle la variete G .. _1 peut contenir le point A .  
i l  m e  semble en efTet q u ' i l  y a la une difficulte que jc  n e  puis 
momentanement surmonter completement, mais qu'on pourrn 
peut- etre lever en choisi ssant <·onvenablement le point A, pou r 
lequel on dispose d ' une si grande l atitude. Quoi qu'il en soit.  
j ' avais bien l ' i ntention de donner au caractere multi voque du pas­
sage de la multipl icite su perieure a la multiplicite inferieure uue 
Jelle generalite qu'a  un point de M,. puisse eventuellement cor­
respondre une infinite de points de M .. ; par suite cela nc m'arran · 
J{erait pas du tout, si j e  devais,  pour sauver ma demonstration, 
restrei ndre eette hypothese. Quoi q u'il  en soit, je n'envisage une 



CORRESPONDANCE CANTOR-DEDEKIND 2 27 

publication que dans le cas OU je  parviendrais a regler egalement 
ce point. 

Halle sur la Saale, le 22 decembre 1879 

Vous aurez sans doute rec,m il y a quelque temps de ma 
part une petite note ( 1) sur une demonstration d'un Monsieur 
Appell. Les explications suivantes vous interesseront peut-etre. 
Appell appl ique le theoreme suivant : 1c Si f(n, x) pour chaque 
valeur de x > oc et < � devient oo petit pour n = oo, et que 
f(n, x) est une fonction continue de x ayant pour maximum absolu 
Bn, on a alors Lim B,. = 0 pour n = oo. » Or ce theoreme est 
faux (en general ) ,  comme le montre l'exemple suivant : 

( '"" 1-"') 
f(n, x) = e- 1-., + m , pour 0 < x < 1 ,  

avec f(n, 0 )  = f(n, 1 )  = 0 .  Cette fonction est une fonction continue 
de x pour 0 � x < 1 ; en outre, pour chaque valeur particuliere 
de x telle que x > 0 et < 1 : Lim f(n, x) = 0 pour n = oo. 
On voit facilementque le maximum de f(n, x), pour chaque valeur 
particuliere de n, est = w- 2, done B,. = e-2 ; done B,. ne de11ient 
pas oo petit. Que dans le cas : 

f(n, x) = a,. sin nx + b,. cos nx 

B,. devient infiniment petit lorsque n croit, cela resulte seulement 
de ma demonstration,  mais cela ne peut etre pris comme hypo­
these, sinon la demonstration se reduirait a un circulus vitiosus, 
romme c'est le cas chez Appell . 

Les resultats sur l a  theorie des fonctions publies au cours de 
ces derniers mois dans les comptes rendus par Em. Picard m'ont 
beaucoup plu ; si ce j eune mathematicien continue de cette 
maniere, nous pouvons attendre de lui encore beaucoup de 
belles choses. 

Je  constate apres coup que l'exemple 

nx(1 - x) 
f(n, x) = 

n2x2 + (1 - x)2 

pour 0 < x < 1 
( 1) [Une autre remarque sur les series trigonometriques (Fernere Bemerkun� 
iiber trigonometrische Reihen) , Math. Ann.,  XVI (1880) (<Euvres completes, 
p. 10�).] 
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remplit le meme but que celui donne plus haut, et est plus 
simple ! 

Berlin, le 7 avril 1882 

. . .  J e  me permets d'attirer votre attention sur le resultat 
curieux suiv��t, que vous avez peut-etre deja remarque vous­
meme. 

Si l'on a un domaine A continument connexe n fois etendu (a) ,  
et  dans ce  domaine · un ensemble de points (b) (M.,) partout 
dense (c ) , mais denombrable, le domaine A que l'on obtient en 
·retranchant (M.,) de A est alors pour n g_ 2 lui aussi contimi­
ment connexe, dans ce sens que deux points quelconques N et 
N' de ce domaine peuvent etre j oints par une infinite de J ignes 
continues, definissables analytiquement, situees a l ' interieur de 
<'e domaine A, sur lesquelles ne se trouve done pas un seul 
point de !'ensemble (M).  Le mouvement est done possible en un 
certain sens meme (ians de tels espaces A ( 1 ) .  

La validite generale de ce theoreme se reconnait le plus faci­
Iement si l 'on part de mon theoreme, suivant lequel , quand on a 
une suite de grandeurs reelles : 

il y a dans tout intervalle (cc, �) des grandeurs "'l qui ne sont 
egales a aucun w.,. En effet, supposons n = 2, done A plan ; 
on peut alors tout d'abord j oindre les points N et N'  par 
une ligne cont,inue L sans se preoccuper de (M.,) ,  puis prendre 
sur L un nombre fini de points N 11  N2, • • •  , Nk n'appartenant pas 
a (M.,) de telle sorte que les segments NN 1 1  N 1N2, • • •  , NkN ' 
tombent entierement a l'interieur de. A, enfin remplacer ces seg­
ments par des arcs de cercle ayant les memes extremites et sur 
lesquels ne se trouve aucun point de (M .,) .  

•) Un domaine continument connexe n fois etendu : en allemand ein n-f acch 
ausgedehntes stetig zusammenhangendes Gebirt. 
(h) Ensemble de points : en allem-and Punctmenge. 
(c) Parsout dense ; en allemand iiberalldicht verbreitet. 
(1) [Publie sous une forme analogue dans le memoire « Sur Jes multipli­
cites infinies lineaires de points », § 3 ( Ueber unendliche lineare Punktman­
nigfaltigkeiten, § 3 ) .  Math. Ann. , XX (lEuvres completes, p. 15�) .]  
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Prenons par exemple le segment NN 1 ; par les points N 
et N 1 passe une famille de cercles simplement infinie dont les 
centres se trouvent sur une droite g et peuvent etre determi­
nes · sur celle-ci par une coordonnee u. On peut determiner un 
intervalle (oc, �) tel que les arcs de cercle correspondant aux 
valeurs de u comprises dans cet intervalle se trouvent entiere­
ment a l'interieur de A. Aux cercles de la famille qui passent 
non seulement par N et N 1 mais aussi par les points 

Mi, Mih Ma, . . . ' 
M.,, , . . . 

correspondent des valeurs de u que l'on designera par 

<»1, <»2, • • •  ' <».,,, • • •  
Si l'on prend alors a l'interieur de (oc, �) une valeur 1J qui 

ne so it egale a aucun <».,,, on obtient al ors, en f aisant u = 11, 
un arc de cercle joignant les points N et N 1, entierement contenu 
dans A, et sur lequel ne se trouve aucun point M.,, , C. Q. F. D. 

W. Berlin, le 15 avril 1882 

J'aimerais connaitre votre reaction devant le contenu mathe­
matique de ma derniere lettre, a supposer qu'elle soit parvenue 
entre vos mains, ce dont je doute. 

Voici pourquoi je m'y interesse : a la suite de nos recherches, 
et des resultats auxquels nous sommes parvenus, vous et moi, 
independamment l 'un de l 'autre, depuis pas mal de temps, 
concernant le concept de nombre irrationnel et sa nature ideale, 
au sens de Kummer, ii etait etabli que, pour construire le concept 
d'espace, ii n'y a aucune necessite interne de se representer ce 
dernier comme partout continu ; vous attirez expressement 
} 'attention sur ce point dans votre memoire sur la continuite. 
II semblait alors nature} de deduire la continuite d'un espace de 
raisons exterieures, notamment de la possibilite du deplacement 
continu, c'est-a-dire du mouvement, et c'etait la en effet pendant 
assez longtemps mon opinion. 

Mais celle-ci devient maintenant insoutenable, puisque dans 
un espace aussi discontinu partout que celui que j 'ai designe 
par A dans ma lettre, un deplacement continu de n'importe quel 
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point jusqu'a n'importe quel autre est possible ; et l'on pourrait 
done concevoir une mecanique modifiee, qui serait valable pour 
des es paces ,,t; ? . .  

Halle sur la Saale, 15  septembre 1882 
Ci-joint ( 1) une tentative de. formulation d'une question qui 

m'interesse depuis longtemps, savoir ce qu'il faut entendre sous 
le nom de continu ; si vous ne le trouvez pas inutile ,  nous pour­
rons la discuter de vive voix. 

J 'ai essaye de generaliser votre concept de coupure et de 
!'employer pour la definition generale du continu , mais je  n'y ai 
pas reussi. Par contre, mon point de depart, les « suites fonda­
mentales » (a) denombrables (par « suites fondamentales »,  
j 'entends des suites dont les elements s'approchent indefiniment 
l'un de l'autre),  semble s'adapter sans difficulte a cette tentative . 

Pour des ensembles de points (b) lineaires, c' est-a-dire con­
tenus dans une droite, je peux montrer facilement, avec l'aide 
de mes theoremes, que seul un intervalle complet satisfait aux 
conditions A et B ( + ) . 

De meme, on devrait arriver a demontrer, pour des ensembles 
de points qui se trouvent dans un plan, que si A et B sont rem­
plies, ce sont, soit des lignes fermees d'un seul tenant, soit des 
surfaces limitees par de telles courbes ( + ) . . .  

(+ ) a supposer que l 'on prenne pour [m, n ]  l a  distance des 
deux points m, n. 

P. S. : Un ensemble denombrable ne peut sans doute etre con­
sidere comme un continu relativement a aucun ordre. Par contre , 
tout ensemble non denombrable doit vraisemblablement pouvoir 
etre considere comme un continu relativement a certains ordres. 

I (ll) . Soit M n' importe quel ensemble (c ) bien defini se com­
posant d'une infinite d'elements m, n, p .  

A toute combinaison de deux elements m et n de I '  ensemble, 
faisons correspondre d'une maniere determinee (mais comple-

( 1) [Voir a la fin de la lettre apres le post-scriptum.]  
( • )  Suites f ondamentales : en allemand Fundamentalreihen. 
(b) Ensembles de points : en allemand Punctmannichfaltigkeiten. 
(c) Ensemble : en allemand Mannigfaltigkeit. 
1•) [Feuille separee, a laquelle Cantor se retere au debut de cette lettre et 
"" t11 imivnn tP.  l · 
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tement arbitraire) un nombre reel positif (different de 7ero) ,  qui 
sera designe par [m, n] ; il peut etre considere en quelque sorte 
comme fonction de la combinaison [m, n] . Reciproquement, cette 
fonction [m, n] introduira certaines relations entre les elements 
de M, de telle sorte que m, n, p, . . .  , qui S"nt originellement 
depourvus de rapports mutuels , apparaissent maintenant mis 
dans un certain ordre 0 ; nous appellerons cet ordre 0 l 'ordre 
induit (• ) sur M par la fonction i:m, n]. Toute autre fonction 
[m, n] ' ,  pourvu qu'elle differe de [m, n] par un terme au moins,  
induira un autre ordre O'  sur le meme ensemble M.  

I I .  M sera appele continu, relativement a l 'ordre 0 induit par 
la fonction [m, n] , si les deux conditions suivantes sont remplies : 

A . m, n etant deux elements quelconques de M et E une 
grandeur donnee quelconque, on peut touj ours trouver des ele­
ments m17 m2, • • •  , m" de M en nombre fini tels que : 

soient tous plus petits que e: .  
B. m1 7 m,, . . . , mv etant un ensemble infini denombrable 

quelconque d'elements de M ayant la propriete suivante : 

lim [mv+µ • my] = 0 pour v = oo, 

alors il y a toujours un element m de M et un seul tel que : 
lim [m, my] = 0 pour v = oo. 

I I I .  11 resulte clairement de ce qui precede qu ' un meme en­
semble M peut constituer un continu relativement a un ordre 0, 
un discontinu relativement a un autre ordre O'. Ainsi un carre , 
sa frontiere incluse, est Uri continu relativement a l 'ordre 
pour lequel [m, n] est la distance en ligne droite d�s points m 
et n ; le meme carre est au contraire un discontinu relative­
ment a l 'ordre que l'on obtient si on l 'applique de fa�on biuni­
voque (b) et complete sur un segment de droite, de telle sorte 
qu'aux points m, n, p, . . .  , correspondent les points m',  n ' ,  p' ,  

( • )  Induit : en allemand bewirkte. 
(b) Biuni9oque : en allemand Gegenseitif eindeutig. 
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. . .  du segment, et que l'on prenne [m, n] egal a la distance 
des deux points correspondants [m' , n']. 

H alle, 15 sept. 82 

H alle sur la Saale, 30 septembre 1882 

Si le feuillet sur le concept du continu vous tombe sous la 
main, n'oubliez pas de biffer le dernier passage, car il repose 
sur une erreur. 

Le carre est visiblement encore un continu avec l'ordre que 
j'y considerais, seulement c'est un continu a une dimension. 

11 serait par contre facile d'etablir un autre ordre, avec lequel 
le carre serait un discontinu. - Les idees fondamentales sont 
que l 'on ne peut parler d'un continu que relati'1ement a un ordre 
determine des elements induit par une fonction [m, n] ; puis les 
deux proprietes caracteristiques du continu, relativement a un 
ordre donne, exposees en A et B. J 'espere trouver le temps tres 
bientot d'elucider davantage ces idees, et peut-etre de les publier. 

(Carte , timbre de la poste 2. 10.82) 

J e constate qu'il faut, aux conditions A et B du continu relati­
�·ement a un ordre donne 0, en aj outer encore une C, qui n'est 
pas du tout en general une consequences des precedentes ; a 
savoir : 

C. ( Reciproque de B). Si m est un element de M, my un en­
semble denombrable infini d'elements tels que : 

lim [m, my] = 0 pour v = oo, 

on doit alors toujours avoir : lim [my+ µ• m v] = 0 pour v = oo 
et µ. quelconque. 

Mais, avec cela, on devrait avoir epuise tout ce qui peut etre 
exige d'un continu. 

Halle sur la Saale, 5 novembre 1882 

La lacune m'est d'autant plus sensible que, depuis hon nom­
bre d'annees, je me suis habitue a soumettre a votre jugement 
eprouve mes experiences interieures mathematiques , et, juste-
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ment, depuis nos dernieres rencontres a Harzburg et a Eisenach, 
i l  a plu a Dieu tout-puissant que j e  parvienne aux revelations 
les plus etonnantes et les plus inattendues dans la theorie des 
ensembles (") et la theorie des nombres, ou plutOt que j e  
trouve c e  qui, depuis des ann_ees, a fermente e n  moi , ce q u e  j 'ai 
longtemps cherche. - II ne s'agit pas de la definition generale 
d'un continu ponctuel ( 1 ) , dont nous avons parle, et pour laquelle 
je crois avoir progresse, mais de quelque chose de beaucoup plus 
general et done plus important. -

Yous vous souvenez qu'a Harzburg j e  YOUS ai dit ne pa8 
pouvoir demontrer le theoreme suivant : 

« Si M'  est une partie (b) d'un ensemble (" ) M, M" une partie 
de M' ,  et si M et M" peuvent etre mis en correspondance biunivo­
que l'un avec l'autre , c'est-a-dire si M et M" ont la meme puis­
sance, alors M' a lui aussi la meme puissance que M et 1\1". » 

J 'ai maintenant trouve la source de ce theoreme, et j e  puis 
le demontrer rigoureusement et avec la generalite necessaire, ce 
<1u i  comble une lacune essentielle dans la theorie des ensembles. 

J 'y arrive par une extension naturelle , une continuation de 
la suite des nombres entiers reels,  qui me conduit successivement 
avec la plus grande securite aux puissances ascendantes, dont la 
definition precise m'a manque j usqu'a ce  j our, a } 'exception de 
la premiere , celle qui est donnee par la suite des nombres 1,  21  
3, . . . , v ,  . . .  - -

J e nomme la suite L 2 ,  �� • . . .  , v ,  . . . premiere classe de nombres 
ent iers reels, et la designe par (v ) . -

J 'arrive eomme suit a la deuxieme dasse de nombres entiers 
1·ecls : 

de meme que le nombre v ex prime que l'on pose l 'unite un nom­
bre (•1 ) determinP. de fois et que l'on reunit ces unites , je cree 
d'abord un nouveau nombre cu ,  qui doit exprimer que l 'en-

( a) Theorie de.� e11sem bles : en allemand Man n igfaltigkeitslehre. 
( 1) [Cf. le travail  date d'octobre 1 8 8 2 ,  qui t raite ces memes themes rle 
fac;on detaillee : Sur /es ensembles de points lineaires in finis ( Ueber unend· 
lirh� lineare Punktmonn igfaltigkeiten) , n° 5. Math. A nn . ,  2 1  ( lEupres 
completes, p.  1 65 ) . ]  
( h )  Partie : en  alleman d Bestandtheil. 
\") Ensemble : en aUemand Mannigfaltigkeit. 
\d) Nombre : en allemand ici A nzahl. 
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semble (a) (v) tout entier est donne ; je  peux me representer w 
comme la limite des nombres v, si par la on entend seulement 
que w est le premier nombre entier cree apres tous les v, c'est-a­
dire le premier qui doive etre appele plus grand que tous les v. 

Si j 'applique maintenant l'addition d'une unite a w, comme 
precedemment a v, j 'obtiens un nouveau nombre w + 1, qui 
exprime que w est d'abord pose, puis l'unite ajoutee et reunie 
avec w en un nouveau nombre. J e nomme premier mode de 
generation la transition d'un nombre v ou w au nombre conse­
cutif ; par contre, deuxieme mode de generation la transition d'un 
ensemble ininterrompu de nombres entiers sans plus grand ele­
ment au nombre consecutif plus grand qu'eux tous. 

La formation du nomhre w resulte done du deuxieme mode de 
generation, celle du nombre w + 1 du premier. 

Si l'on applique alors ces deux modes de fa�on repetee, on 
aboutit a une extension de notre suite de nombres qui se pour­
suit dans un ordre de succession determine : 

1 , 2, 3, . . . , v, . . .  w , w + 1 , . . .  , w + v , . . . 2w, 2 w + 1 ,  . . .  , 
µ.w + v, . . . A. w2 + µ.w + v, . . . , 

awk + p wk-1 + . . .  + µ.w + v, . . .  
. . . etc . ,  etc.  

La premiere impression que vous fera cette suite sera sans 
doute que l'on ne voit pas comment, en la continuant, on peut 
arriver a une sorte d'arret, qui serait pourtant necessaire, si nous 
devons obtenir par ce moyen une nou'1elle puissance determinee, 
a savoir la puissance de la deuxieme classe, immediatement conse­
cuti'1e a la puissance de la premiere classe. -

Pour realiser cet arret, un troisieme mode, que j e  nomme 
mode de limitation, vient s'ajouter aux deux modes de gene­
ration definis plus haut ; ce troisieme mode consiste en !'exi­
gence de ne creer un nouveau nombre entier a l'aide de l'un 
des deux autres modes que si la totalite des nombres antece­
dents est denombrable dans une classe de nombres deja existante 
et connue dans toute son etendue. 

Dans cette voie l'on peut , en suivant tous ces trois modes, par­
venir avec la plus grande securite a des classes de nombre tou-

(•) Ensemble : en allemand ici lnbegriff. 
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jours nouvelles et a leurs puissances, et les nouveaux nombres 
obtenus de cette maniere sont alors toujours determines d'une 
fa!iOn aussi concrete et ont la meme realite que Jes anciens. Je  
ne  sais done vraiment pas  ce  qui pourrait nous retenir dans 
cette activite de former de nouveaux nombres entiers, aes qu'il 
s 'avere que, pour le progres de la science, }'introduction d'une 
de plus parmi ces innombrables classes de nombres est deve­
nue souhaitable ou meme indispensable ; et c'est ce qui me 
parait etre le cas dans la theorie des ensembles, et peut-etre 
aussi dans un domaine beaucoup plus vaste ; du moins, j e  ne 
peux plus avancer sans cette extension, afJec elle j 'obtiens beau­
coup de resultats completement inattendus. -

1 1  nous faut naturellement tout d'abord en rester a la deu­
xieme classe de nombres, que je  nomme (ot) ; elle contient a son 
debut la premiere classe (v ) .  D'apres ce qui precede, (ot) est carac­
terisee par le fait que Jes nombres 1 ,  2, 3, . . . w, w + 1 ,  . . .  
w 2 ,  • • •  qui precedent un nombre determine ot forment toujours un 
ensemble qui (abstraction faite de son ordination naturelle) est 
denombrable dans la premiere classe. 

OP peut alors demontrer en toute rigueur que !'ensemble (a) 
(x) n'est pas lui-meme denombrable dans la premiere classe. 

L' ensemble (a) de nombres (ot) a done une autre puissance 
que celle de (v) ,  celle qui est immediatement superieure ; car je 
peux demontrer rigoureusement le theoreme suivant : 

« Si (ot' ) est une partie quelconque de (ot) , alors, ou bien (ot' ) 
est fini, ou b ien elle est denombrable dans la premiere classe, 
O il bien elle peut etre mise en correspondance univoque et reci­
proque avec } 'ensemble (a ) (ot) lui-meme, c'est-a-dire que (ot' ) est 
denombrable dans la deuxieme classe ; quartum non datur. » 

De plus , je  crois pouvoir demontrer rigoureusement que !'en­
semble (a) de tous nos nombres reels, rationnels et irrationnels . 
peut etre mis en correspondance univoque avec (.ot) , ce qui , 
compte tenu du theoreme precedent, etablit le theoreme des 
deux classes pour les ensembles lineaires infinis (ou ceux qui s'y 
ramenent par une application) .  -

Peut-etre vous etonnerez-vous de la hardiesse que j ' ai de 
no.mmer eux aussi nombres entiers les obj ets w , w + 1, . . .  , oc ,  . . . , 
et precisement nombres entiers reels de la deuxieme classe, alors 

{ •) Ensemble : en allemand JnbegritJ. 
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que, jusqu'a present, lorsque j e  m'en s.uis servi (dans les Annalen, 
vol. 17 ,  20 et 21 ) , j e  les ai appelees modestement : symboles 
d'infinite. 

Mais la liberte que je prends s'explique par cette remarque 
que, entre les objets de pensee ex que je nomme nombres entiers 
reels de la deuxieme classe, existent des relations qui peuvent se 
ramener aux operations fondamentales. -

II est vrai que les lois auxquelles ces operations obeissent 
sont essentiellement autres et plus compliquees, plus difficiles a 
trouver par induction que dans notre-theorie des nombres, celle 
qui se rapporte aux anciens nombres. Deja pour } 'addition on 
trouve que la loi de commutativite ne s'applique pas en general ; 
oc + fj n' est pas en general = fj + ex. 

On s'en aper�oit facilement en constatant que 1 + w = c.u ,  
alors que w + 1 est bien distinct de w .  

Lorsque (3 > oc. ,  on definit la soustraction par l 'equation : 

ex + ( �  - ex) = �'  
mais pas par l'equation : (�  - ex) + ex = �' qui n'est pas en 
general resoluble en ( fj  - ex) . Si ex est le multiplicande, � le multi­
plicateur, ii y a aussi un nombre determinP. dans (ex) qui est le 
produit : 

exfj ; 
mais ici aussi on trouve que �ex est generalement different de ixfj.  

Cependant, la loi d'associativite est encore valable dans la 
deuxieme classe, tant pour I '  addition que pour la multiplication ; 
on a :  

x + ( � + y) = (ex + fj) + y 
oc . ( fj . y) = (x . fj) . y. 

Une moitie seulement du principe de distributivite est valable ; 
on a :  

(ex + fj)y = exy + fjy. 
Parmi les nombres de (ex), une distinction naturelle s'etablit 

entre les nombres oc qui ont ete engendres au moyen du premier 
mode de generation, ceux-la done qui ont un precedent, que 
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je nomme cx_ 1 (ii est en general distinct de Cl - 1 ,  car Cl - 1 = tx. 
pour Cl > w) , et les nombres Cl qui n'ont aucun precedent dans 
la suite;-et pour l�squels par consequent cx_ 1 n'a pas de sens. 
Parmi les nombres de premiere espece, iI y a lieu · de distinguer 
_des autres ceux qui ne sont pas decomposables, et qu'on pourrait 
bien appeler nombres premiers ( 1) . -

Pour autant que je  puisse voir, nos nombres irrationnels finis 
peuvent se determiner de maniere relativement simple avec 
l'aide des nombres Cl ; j e  vais poursuivre mes recherches sur ce 
point. 

Appelons P I' ensemble des nombres contenus dans la formule : 

1 1 1 
Z = Cl 1 . 3 + Cl2 • j2 + • • • + Cly • 3Y + • • • 

dans laquelle les Cly ne prennent que les valeurs 0 et 2. 
P a alors les deux proprietes suivantes : 
1 )  P = P' .  
2) P n'est partout dense dans aucun intervalle. 
Probleme : Soit M un ensemble (a) quelconque d'elements ; 

( 1) II me semble (mais je n'en suis pas encore tout a fait sur) (1) que tout 
nombre a est representable d'une maniere unique sous la forme : 

ot = Co . 1t . C 1 . 1t' . c, . 1t"' • • •  Cv-1 · 1t< v-1> . cy . p 

ou c0, c 1 ,  • • •  , cv-1 , Cy sont des nombres entiers positifs de (v) ,  7t, 7t1 , 7t", . • • 
des nombres premiers de (a) , en fin p un nombre de {a) de deuxieme espece 
(done tel que p_1 n'existe pas) , et tel qu'il ne soit divisible par aucun 
nombre de premiere espece. Ces nombres de deuxieme espece ont un carac­
tere bien particulier, car par exemple w = w .  v, ou v est un nombre de 
(v) .  C'est pourquoi ii ne peut pas e tre question d'une decomposition deter­
minee de p. - C'est pourquoi l'on ne peut pas non plus parler reellement de 
nombres premiers de deuxieme espece. 

JI faut encore remarquer que, lorsque je dis que ot esl divisible par �. 
j'affirme que l'equation 

ex = �y, 
ou f3 est le multiplicande, est possible. Cette determination du concept de di­
visibilite me semble necessaire dans la classe de nombres (a) . 
( •) Ensemble : en allemand Mannigfaltigkeit. 

( 1 )  [On sait que cette decomposition a et� pour Ia premiere fois exposee et 
demontree dans Jes Contributions a la fondat.ion de la theorie des ensembles 
(Beitrage zur Begriindung der Mengenlehre) , travail publie en 1897 {lEuvres 
completes, p. 343) .) 
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M1 une vraie partie de M, M2 une vraie partie de M 1 ;  on suppose 
qu'il existe une relation biunivoque entre M et M2 ; il faut de­
montrer que M et .M 1 ,  et par consequent aussi M1 et M2 ont la 

. . '.) meme puissance. i 

(Carte : timbre de la poste 6.1 1 .82) 

J e  Cl'OiS que j 'ai fait une faute materielle qui pourrait etre 
l'occasion d'une erreur dans mon analyse d'hier. 

Dans le produit 
IX = �y, 

1 · 'est [1 qui est pour moi le multiplicateur, y le multiplicande, je  
1Jis que IX est divisible par � si  IX peut-etre mis sous forme d'un 
produit dans lequel � est l e  multiplicateur. 

G. C. 

En ce sens doit aussi etre comprise la  decomposition que je 
1�rois universellement valable: 

CA NTOR A DE D E KI N D  

Halle, l e  2 8  juillet 1899 

Yous savez que, depuis beaucoup d'annees deja, j e  suis arrive 
a une suite bien ordonnee de puissances ou nombres cardinaux 
t.ransfinis que je nomme les « alephs 11 : 

M0, M1 ,  M2, • • •  M<»,• . . . 

it 0 signifie la puissance des ensembles « denombrables » au 
sens usuel, it 1 est le nombre cardinal suivant par ordre de gran­
deur. 

M2 est encore le suivant par ordre de grandeur, etc. ; 
lit<», est, le premier qui suive tons les Mv (c'est-a-dire le suivant 
par ordre de grandeur), egal a 

etc . 
lim Mv, 
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La grande question etait de savoir s'il existe , en dehors des 
alephs, encore d'a utres puissances d' ensembles ; il y a dej a deux 
ans  que je su i s  e n  possession d' une demonstration d e  ce qu' il n'en 
11 x i ste pas, si bien que , par exemple, u n  aleph determine cor­
respond, comme nombre card i nal , au conti nu lineaire ari thme­
t. i 11 11e (la total ite (" ) de tous Jes nombres reels ) .  

En partant du concept d' une multiplicite (" ) determ i n ef' 
d ' obj ets (un systeme , une cl asse (•· ) ) ,  il m' est apparu necessairf' 
d 1• d i stinguer d e u x  sortes de multiplicites ( il s 'agit touj ours df' 
multiplicitf�s definir,s) .  

E n  efTet, u ne m ulti pl ic ite pent etre ainsi  constituee que l' hypo­
t. hi�se d'une (( ex i stenl'e simultanee ) )  (d ) de tous ses elements 
conduit a une contradiction, de telle sorte qu'il est i m possible de 
< ·o n cevoi r cette m ultiplicite com me une unite, comme « un obj et 
acheve ». . Je n omme d e  telles multiplicites multiplicites abso­
lument infinies 0 1 1  inconsistantes. 

Par exem ple ,  on se persuadera facilement que la << elasse (c) 
de t.out ce qui  est pe nsable » est une telle m ulti plir it.e ; d' autres 
ex emples se presenteront plus tard . 

Si , au contrai re,  l a  totalite ( .. ) des elements d'une multiplicite 
peut etre pen see com me (( existant simultanement )) (<1 ) , de telle 
sorte qu'il soit possi ble  de la t•oncevoir comme « un spu/ obJet »,  j e  
la nomme une m.ultiplicite r.onsi,:�tante o u  u n  << ensemble » (e ) . ( E n  
fran�ais e t  en ital ien c e  eoncept s'expri me avec precision par les 
mots « ensemble >>  (!) et « insieme » ) .  

Deux m ult.iplicites eq uivalentes sont, OU toutes deux des 
« ensembles » ,  ou toutes deux i nconsistantes. 

Toute multiplieite partie d'un ensemble est un ensemble. 
Tout ensemble d'en sembles, si on decompose ces derniers en 

leurs elements , est aussi un ensemble. 
Etant donn e un ensemble M, le concept general qui est 

propre a cet ensemble M et a tous les ensembles equivalents , et 

( •) 'l'otalite : en allemand Gesamtheit. 
(" ) Multiplicite : en allemand Vielheit. 
(c) Clas�e : en allemand Inbegriff. 
(d) " Existence simultanee » : en allemand « Zusammensein » (les guillemets 
sont dans le texte ) .  
( e )  • Ensemble » :  en allemand « Menge » (guillemets dans le texte) .  
(') J1Jn fran<;ais dans le tex.te. 
(•) Le concept general qui est propre a cet ensemble : en allemand der Allge­
mei1tbegri(J, welcher dieser Menge :mkommt. 
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a eux seuls ,  je l 'appelfo son nom bre rardi1w/ 01 1  etworti sa pll is­
sance, et je  I t> desigrw par  111 . J 'a rr ive ma intenan t  de la ma11 iiir1' 
1mi va 11te au systimw de toutes les pu i s1;a 1u·es dont  0 11 verra pl 1111 
f.ard q ue 1" est une m u lt i  p l  i 1 � i ti> i 11co 1 111 ista 1 1te. 

l l rw rn u l t ip l i c ite s 'a ppel le  < <  s implm1w11t ordo1 1 1 1 iH• » fJ IUUHI ii 
existe mitre ses ii lements 11 11 ord re tel ' l 'w,  de deux  q 1wl1 · 1 1 1u11ms de• 
ses {i lements, 1 ' 11 11 soi l  a nt1>r ieur, l 'a u tre u ltiir ieur ,  Pl fJ Ue ,  dt• 
trois  queko1up1es de ses P limwnts, l ' u 1 1 soil It • premier, 11 11 aut.r1• 
au m i l ieu , et que cel n i  fpt i  rtiste soi l. le demier par son rang. 

Si l a  mu lt ip l i c iti> s imp lenumt ordonnbe e11t 1rn ensemble, j 'en­
tends par 110 11 type µ l e  1 ·orwept gim1'ra l 1p1 i  m1glo tw 1 ·et ensemhlt• 
ai1111i que tous les e1 1semble11 ordo1 1 1 1 ii11 .ww1 blabfrs. 1 •t mi x smt ls. 
( Le corwept de  sim ilitude e11t mnploye par moi da 1111 1 1 1 1 11e1111 pl us 
restre in t  q ue chez vous ; j e  nomme semhlabfos deux m u ltiplici l iis 
s implement ordo1 1 11ee11, s i  e l les peu vent. H1·p mistis en corres­
pond a ru·e b i 11 1 1 i voque, de telle sorte 11 ue la re lation entrP l 1is 
rangs soit la merne pour des elements 1·orrespo 11da nts) .  

U1 1e rn ult ipl ic ite est d ite b ien ordo1 1n{ie s i  e l le  satisfait a la  
cond ition que chacune de  ses parties a un prem ier el t�ment ; pom 
abreger, j 'appelle une tel le multipl i l' it1i une « s�;itE> )> (" ) .  

Chaq ue  partie d 'une << suite l> est une  << su ite » .  
Si maintenant une su ite F est un ensembl1 i ,  le type de 

F, je l 'appelle son < <  nom bre ordinal » ou plus brievument. son 
« nomhre » ;  d one, dans la suite, si j u  11arle de nomhres, sans plus, 
i l  s'agira de nomhres ordinaux ,  t ' ' est-a-d ire de  t�·pr-s d 'ensemhfos 
bien ordonnes. 

J e considere mai ntenant le  systeme de  tous l es 1 1ornbre11 Pt le  
tiesigne par n. 

Dans Jes Math. A nnalen, vol .  49, p. :lH>, ( <Ruvres complRtt>.\' , 
I I I , 9, p.  320) ,  il est etahli que, si l 'on a deux nomhres difTertmls 

IX et �. il y en a toujours un qui est le plus petit, l 'autre le plus 
grand, et que, Si } 'on a trois nombres IX ,  f:I , y, tels que IX < r:1, 
� < y, alors oc < y. 

n est done un systeme simplement ordonne. 
Mais i l  resulte aussi facilement des tbeoremes demontres a u  

§ 13 sur les ensembles bien ordonnes que toute multiplicite de 
nombres, c'est-a-dire toute partie de n, contient un plus petit 
nombre. 
( •) • Suite » : en allemand " Folge • (Jes guillemels son l dans le lex le) . 
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Le systeme n constitue done aPec son ordre de grandeur natu­
relle une « suite ». 

Adjoignons encore a cette suite comme element le 0, et 
pla'}ons-le a la premiere place ; nous obtenons une suite !l' : 

0, 1 ,  2, 3, . . . , w0, w0 + '1 , . . .  , y, . . . ; 

on se convaincra f acilement que chaque nombre y de cette suite 
est le type de la suite de tous les elements precedents (0 compris). 
(La suite fl n'a cette propriete qu'a partir de w 0  + 1 . )  

Q' ne peut etre une multiplicite consistante (et par conse­
quent n non plus) ; si 0' etait consistante, en tant qu 'ensemble 
bien ordonne un nombre 8 lui serait associe , qui serait plus 
grand que tous les nombres du systeme n ; mais le nombre 8 
doit etre un element du systeme n qui contient tous les nombres ; 
8 serait alors plus grand que �. ce qui est contradictoire. Done : 
.A. Le systeme U de tous les nombres est une multiplicite inconsis­
tante, absolument infi,nie. 

Comme la similitude des ensembles bien ordonnes entraine en 
meme temps leur equiPalence, a chaque nombre y correspond 
u n  nombre cardinal determine �(y) = y, a savoir le nombre 
cardinal de !'ensemble bien ordonne dont le type est y. 

Les nombres cardinaux qui correspondent en ce sens aux 
nombres transfi,nis du systeme n, je  les nomme des « alephs », et 
j 'appelle M ( tau, derniere lettre de !'alphabet hebreu) le sys­
teme de tous les alephs. 

Le systeme de tous les nombres y qui correspondent a un 
meme nombre cardinal c, j e  le nomme une « classe de nombres », 
la classe des nombres Z(r) . On voit facilement qu'il y a, dans 
chaque classe de nombres, un plus petit nombre y0, et qu'il y a 
un nombre y 1 , situe a l'exterieur de Z(r) , et tel que la condition 

Yo < Y < Y1 

equivaut a l'appartenance du nombre y a la classe de nombres 
Z(c) . Chaque classe de nombres est done un « segment » determine 
de la suite n ( 1) .  
( 1 ) lei est utilise d e  nouveau l e  theoreme deja mentionne plus haut suivant 
lequel chaque rlasse de nombres, done chaque multiplicite partie de n a 
un minimum, un plus petit nombre. 

·1 6 
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Certains nombres du systeme Q forment chacun pris isole­
ment une classe de nombres, ce sont les nombres 11 finis » 1 ,  2. 
3, . . .  , v ,  . . . , auxquels correspondent les divers nombres car­
dinaux « finis " 

1 ,  2, 3, . . . , � • . . .  

Soit w0 le plus petit nombre transfini ; je nomme M0 l'aleph 
rorrespondant, de telle sorte que 

Mo = wu ; 
M0 est le plus petit aleph et determine la ctlasse de nomhres 

Z(M0) = 00• 

Les nombres °' de Z( M0) remplissent la <·ondition 
Wo � � < <»1' 

et cette condition Jes caracterise ; <» 1 est ici le plus petit nombre 
transfini dont le nombre cardinal n'est pas egal a M0• Si l 'on 
pose 

w1 = M1t 
non seulement M 1  est distinct d e  M0, mais c'est I '  aleph immedia­
tement superieur, car l 'on peut demontrer qu' i l  n 'y a aucu1 1  
nombre cardinal entre M 0 et M 1 •  On obtient ainsi la classe 
de nombres 0 1 = Z( M 1 )  immediatement contigue a n0• El l  .. 
comprend tous J es nombres � qui satisfout a la <'Ondit.ion 

W1 � � < to>2 j 
w1 est ici le plus petit nombre transfini, dont le nombre ca1·­
dinal est different de M0 et de M 1• 

M2 est I' aleph immediatement superieur a M 1 et determine J a  
dasse de nombres n2 = Z(M2) suivant immediatement n1 ; elle 
est composee de tous les nombres r c1ui sont � w2 et < <»3, oi1 
w3 est le plus petit nombre transfini, dont le nombre cardinal 
est different de M0, M 1 et M2, etc . . .  Je signale encore : 

00 = M 11 01 = M1 • • • n., = Mv+ i •  
� M,., = M,., 

v' -.0.1.2 . . . .  v 

t ont <'C'la  est fncile a rlem ontrer. 
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Parmi les nombres transfinis du ·systeme n auxquels aucun 
<les Mv (avec v fi ni )  ne correspond comme nombre cardinal, ii y en 
a de nouveau un qui est le plus petit ; nous l' appelons w"'•' et 
nous obtenons ainsi un nouvel aleph : 

M"'• = <;,t.>o' 
'!I i i  peut ausRi ctre uf d i n i  par l 'egalite 

M,.,. = l:; Nv 
'I 0. 1 . 2  . . . . . .  

et. que l 'on reconnait et1·e le nombre c ardi nal immf,/J,iatement supe­
rieur a tous les Nv. 

On voit que ce procMe de construction des alephs et des classes 
do nombres du systeme n qui leur correspondent est absolument 
11ans l imites. 
B. T,,. systeme .i1 dr. lous les alpehs 

N0, M 1 ,  • • •  N"'•' M.,,. + . ,  . . .  M.,,1 ,  • •  . , 

r1.mxe par ordrr. de grandeur, forme une suite semblable au system.e 
! ! ,  done aussi une sll ite inconsistante, absolument infinie. 

La question se pose maintenant de savoir si ce systeme M 
rontient tous Les nombres cardinaux transfinis. Y a-t-i l ,  en d'autres 
termes, un ensemble dont la puissance n' est pas un aleph ? 

La reponse est negative, et la raison doit en etre cherchee 
dans l' inconsistance, reconnue par nous, des systemes n et n .  

Demonstration. : Prenons une multiplicite determinee V et 
11 upposons qu' aucun aleph ne lui corresponde comme nombre cardi­
nal, nous en concluons que V doit etre inconsistante. 

Car on re.connait facilement (•) que, avec l'hypothese que nous 
avons faite, le systeme n tout entier peut etre proj ete dans la 
rnultiplicite V, t•. ' est-a-dire qu'il doit exister une partie de V, 
11oit V' ,  qui est equivalente au systeme U. 

V '  est inconsistante, puisque 0 l 'est, ii doit  done en etre de 
meme de v [cf. plus haut]. 

Par consequent, toute m.ultiptir.ite consistante transfinie, tout. 
ensemble transfini, doit avoir un aleph determine pour nombre 
cardinal. Done : 
C. Le systeme M de tous les alephs n'est autre que le syst.eme de 
I011.S I.es nombres cardinaux transfinis. 

( •1 Voir Note A de Zermelo. 
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Tous les ensembles sont done « denombrables », en un sens 
elargi, en particulier tous les (( continus ». 

Nous reconnaissons en outre, a l 'aide de C, l'exactitude de ce 
theoreme, enonce dans les Math. Annalen, vol. 46 (<Euvres com­
pletes, p. 285) : 

« Si Q et b sont des nombres cardinaux quelconques, on a ,  
ou bien ll = b,  ou bien ll < b,  ou bien ll > b. » 

Car les alephs possedent, comme nous l 'avons vu, cette pI'o­
priete des grandeurs. 

CANTOR A D E D E K I N D  
Hahnenklee, le 28 aout 1899 

. . .  On doit se demander, d'ou je sais que les multiplicites bien 
ordonnees ou suites auxquelles j 'assigne les nombres cardinaux 

l'to, Mi, . . .  M6lt, . . .  M..,1, • • •  
sont reellement des « ensembles » dans le sens du mot qui a ete 
explique, c'est-a-dire des « multiplicites consistantes ». Ne 
serait-il pas concevable que deja  ces multiplicites-ci soient « in­
consistantes »,  mais que la contradiction qu'il y a a supposer une 
(( existence simultanee (3) de tous leurs elements )) ne se soit pas 
encore fait remarquer ? Ma reponse est que cette question peut 
etre etendue egalement aux multiplicites finies, et que, si l'on y 
reflechit exactement, on aboutit alors au resultat : meme pour 
les multiplicites finies, il n'y a pas de demonstration de leur 
« consistance ». En d'autres termes : le fait de la « consistance » 
des multiplicites finies est une verite simple, indemontrable, 
c'est « l'axiome de l'arithmetique » (dans l'ancien sens du mot) .  
Et,  de meme, la « consistance » des multiplicites auxquelles 
j 'attribue comme nombres cardinaux les alephs, c'est « l'axiome 
de l 'arithmetique transfinie elargie ». 

CANTOR A D E D E K I N D  
Hahnenklee, 31 aout 1899 

Pla9ons les 11 ensembles » equivalents dans une seule et meme 
classe de puissance, '.!es ensembles non equivalents dans des 
classes diflerentes, et considerons le systeme 

( •) Eziatence simultanee : en allemand Zusammensein . 
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S de toutes /es classes concevables. 

Par a, j 'entends a la fois le nombre cardinal et la puissance 
des ensembles de la classe consideree, qui est la meme pour tous 
ces ensembles. ' 

Soit M ll n'importe quel ensemble determine de la classe •· 
J 'affirme que le systeme determine bien defini S n'est pas 

un « ensemble » .  
Demonstration : Si S etait un ensemble, il en serait de meme 

de 

T = � Ma, 
la somme etant etendue a toutes les classes a ; T appartiendrait 
alors a une classe determinee, disons a la classe " o· 

Mais nous avons le theoreme suivant : 
« Si M est un ensemble quelconque de nombre cardinal ll, 

on peut toujours en deduire un autre ensemble M', dont le 
nombre cardinal a'  est plus grand que a . » 

J 'ai demontrc ce theoreme dans le premier volume des 
Comptes rendus (a) de l '  « Association des mathematiciens alle­
mands ))  ((Eu pres completes, p. 278) , dans Jes cas qui sont pour 
nous les plus familiers, savoir lorsque a est egal a lt0 (denombra­
bilite au sens USUel du terme) ,  OU est egal a f, C etant la puis­
sance du continu arithmetique, et cela par un procede uniforme. 
Ce procede se laisse etendre sans aucune difficulte a un ll quel­
conque. La signification de cette methode s'exprime simplement 
par la formule 

2• > a. 
Soit done a:i n'importe quel nombre cardinal plus grand que 

a 0• Alors T, de puissance a0, contient comme partie !'ensemble 
jlf a� . de puissance ll� plus grande, ce qui est contradictoire. 

Done le systeme T, et par suite aussi le systeme S ne sont 
pas des ensembles. ll existe done des multiplicites determinees, 
qui ne sont pas en meme temps des unites, c'est-a-dire des mul­
tiplicites telles qu'une reelle « existence simultanee (b) de tous 

( •) Comptes rendus de l' « Association des mathematicie1is allemu.nds , ,  : e� 
allemand Berichte der « Deutscken Matkematikerpereinigung >>. 
(I>) Existence simultanee : en allemand Zusammensein. 
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leurs elements » est impossible. Ce sont eelles-la que je  nommt', 
« systeme ineonsi stants » ,  et les autres « ensembles » .  

D E D E K IN D  A CANTOR 

29 aof1t 1899 

J'heoreme de la theorie des systemes. 

Si le systeme U est une partie du systeme T, et celui -ei unt> 
partie du systeme S,  et si S est semblable a U, S est alors ausi;; i 
semblable a T. 

Demonstration (a ) : Le theoreme est trivial si T est iden­
t ique a s OU a u. D ans le cas eontraire, OU T est une vraie partie 
de S, soit A le systeme de tous les elemep.ts de S qui ne soot pas 
eontenus dans T. On a done (avee la notation de nedekind , 
Cantor, S<'hroder) : 

S =--= IJR(A ,  T) = (A ,  T) = A  + T. 

Par hypotMse, ,.,. est semblable a la partie propre l' de T ·; 
ii y a done une application semblable rp de S dans lui-meme, 
par laquelle S vient sti r  S'  = rp(S) = U ; soit A0 la < <  ehaine 
de A ;i (b) ( § 4 de mon memoire : c< Que sont et a quoi servent 
lei;; nombres ? 1 " ) » ) , on a :  

<·o rn m e  A 0 est une partie de S, A;1 = rp(A0)  est une partie de 
S' "= rp(S) = ff, done A;, est aussi une partie propre de T, par 
suite A et A;. n'ont aucun element commun, et A 0  est aussi 
une vraie parti e de S. Soit B le systeme de tous les elements 
dt> S qui n e  sont pas <'Ontenus dans A 0, on a 

S = A  + T = A 0 + B, T = A� + B, 

(") Voir note H de Zermelo. 
(h) Voir note C de Zermelo. 
(cl • Que sont et a quoi ser!lent les nombres ? " : en allemand •< Was siml 
und was sollen die Zahlen ? • 
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ou A�, comme partie de A 0, n'a aucun element commun avec B. 
Definissons alors une application lji de S, en posant : 

lji(8) = rp(8) ou lji(8) = 8 

suivant que l 'element 8 de S est contenu dans A 0  ou dans B. 
Cette application lji de S est semblable ; car si 81 , 82 sont des 
elements diff erents de s,  OU bien ils sont contenus dans A 0 ; 
alors lji(81) = rp(81) est different de lji(82) = rp(82) parce que rp 
est une application semblable de S (ce qui est utilise ici pour la  
premiere et seule fois) ; ou  bie11 1 i l s  sont contenus dans B ; 
alors lji(81) = 81 est different de lji(82) = s2 ; ou encore l 'un des 
deux elements 81 est contenu dans A o, l 'autre S2 dans B ;  alors 
lji(81) = rp(81)  est different de lji(82) = 82, parce que lji(81)  est 
rontenu dans A� et 82 dans B. 

Par rette application semblable lji ,  S = A 0 + B est appl ique 
sur 

·�(S) = lji(B) + �(A 0) = rp(A 0) + B = T, 

parce que ·� (A 0) = o:p( A 0) = A� et tji(B) = B, C. Q. F. D . 

CA NTOR A D E D E K I ND  

H ahnenklee, 30  aout1899 

Grand merci pour votre aimable lettre que j ' ai re<;ue encore 
hier soir, en particul ier pour l 'expose de la demonstration simple 
que vous avez faite , avec les moyens de votre ouvrage : « Que 
sont et a quoi servent les nombres >> , du theoreme C (et par 
Ja meme du theoreme B )  de mon memoire (" ) .  La forme mise a 
i•) [Cantor se ref ere ici a son memoire de 1 895 et 1897 : " Contribu tions a la 
fondation de la theorie des nomhres transfinis "·  Les enonces des theoremes 
A, B,  C, D ,  E se trouvent page '.!85 des <Euvres completes. Les voici 
(comme Cantor le rappelle h1i -mPme un peu plus loi n .  pour Jui « part ie • 
veut dire « partie propre >•) : 
A. « Si Cl et 6 sont deux nombres cardinaux que/r·o11q11es ,011 a, ou bi 11 It = 6, 
OU bien Cl < •. O U  b ien It > b. )) 
B. << Si deux ensembles M et X sont tels que M est equivalent a une partie N 1 
de N, et que N est equivalent a une partie M 1 de .M, M et TV sont equivalents ».­
C. 11 Si M1 est une partie d' un en�mble M, M2 une partie de l'ensemble M1 ,., si .Ill et M 2 sont equivalents, M 1 est equivalent aux ensembles M et M 2• » 
D. • Si, pour deux ensembles M et N, la condition sui"ante est remplie : .V 
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part, cette demonstration coincide (si j e  ne m� trompe) avec 
celle communiquee d 'abord par Schr · ·der a l 'automne 1896 a la 
Reunion des savants (b) de Francfort-sur-le-Main, et publiee un an 
et demi apres dans un memoire de la Leopoldine , que le jeune 
M. Felix Bernstein a redonne independamment au seminaire de 
Halle, aux alentours de Paques 1897.  Ce serait cependant tres 
utile si, avec }es memes methodes, YOUS demontriez aussi le theo­
reme principal A (dont on deduit facilement les autres B, C, D, E 
comme des corollaires) .  

Voyons clairement ce qui resterait a faire a cette fin en plus 
de la demonstration deja faite de B ! 

D'un point de vue purement logique,  avec deux ensembles .l'/ 
et N, on peut rencontrer quatre cas s'excluant mutuellement : 
I . II y a une partie de N, qui est equivalente (avec votre termi­
nologie « semblable ll) a M, et ii n'y a aucune partie de M qui 
soit equivalente a N. 
I I .  11 n'y a aucune partie de N qui soit equ ivalente a M, mais 
ii y a une partie M 1 de M qui est equivalent, a N. 
I I I .  11 y a une partie N 1 de N qui est equivalente a M, et il y a 
aussi une partie M 1 de M qui est equivalente a N ( 1 ) . 
IV. II n'y a aucune partie de N qui soit equivalente a Jf, ni 
aucune partie de M qui soit equivalente a N. 

Si l'on designe par ll et 6 les nombres cardinaux de M et If, 
on a ,  d 'apres la definition que j 'ai donnee du « plus petit >> et du 
« plus grand >> 

dans le cas I : 
dans le cas I I  : 

ll < 6 ,  
ll > 6 .  

Done , ce qui est a demontrer, c'est que, aussi bien dans l e  
eas I I I  que dans l e  cas IV ,  les ensembles M et N sont equivalents , 
done que ll = 6 .  Dans le cas I I I ,  ce resultat a ete etabli par vous, 
et par MM. Schroder et F. Bernstein , aver la  demonstration di-

n'est equ ivalent ni a M, ni a une par1ie de 1lf, ii f'.riste alors une partiP Xi 
de N qui est equi1,alente a M. ,. 
E. " Si deux ensembles 1lf et N ne sont pas equivalents ,  et s' il existe uriP. 
partie N 1 de N qui est equivalente a M, il n'y a alors aucune partie de M qui 
soit equivalente a N. ll ] 
1 1) N. B. - Quand je parle d'une " partie », je veux toujours dire une 
" partie propre '" 
tb) Reun ion des savant-S : en allemand .Vaturforsrher11t'rsammlung. 
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recte du theoreme C. It reste done a demontrer le theoreme suif.Jant : 
« Si deux ensembles M et N sont tels que M n'est pas equi­
valent a une partie de M (dans votre langage une « partie propre ») , 
ni N a  une partie de M, alors M et N sont equivalents (et done 
tous deux des ensembles finis) .  >> 

Schroder dit expressement qu'il ne sait pas demontrer ee 
theoreme ; quant a moi , j e  n'ai pas reussi davantage a en donner 
une demonstration avec les moyens simples que vous avez uti­
l ises pour ]a demonstration de C et B ; je peux seulement Je 
demontrer indirectement a partir de A, dont j 'ai esquisse Ja 
demonstration dans ma Jet tre du 3 aoiJ.t. 



COMMENTAI RES ET NOTES DE ZE RMELO 
AUX LETTRES DE 1899 (•) 

La partie reprod u ite il ' i  de la  t·orrespondauce (j m1e1 u' ici i 1 1 ii­
dite) des deux savants forme un romplement essentiel et i nd is­
pensable aux travaux de Cantor, surtout par1·e que celui-ci  y 
ex prime ses dernieres idees sur le systeme de lou.o; les nomhres 
ordinaux et de tous Jes alephs, ainsi  que sur Jes totalittis 11 consis­
t.antes » et 11 i nconsistantes "· D e  m c\me les d iscussions sur  l t i  
11 theoreme d e  ! ' e q u i valence n et la q uestio n  de la  1 1  compara­
bilite > >  d ' ensemhles quekon ques pourrai ent i ntiiresser le l ecte u r  
moderne,  su rtout l ' essai de  demonstration d u  theoreme s u i v a n t  
lequel toute pui ssanee e s t  un aleph. La demonstration  <1 1w 
donne Dedek i n d  du theoreme d e  l ' e q ui valenee ( <1 u i ,  ii y a peu cfo 
temps, etait encore i nconnue, et se tro u ve i m pri mee ici  pour la 
premiere fois)  peut aujourd ' h u i  eneore i\tre l 'onsideree corn nw 
classique,  cependant que l a  tentati ve de Cantor d 'etahl ir q ue 
toute puissance est un aleph a vis iblement tile rec·o n n u e  par la 
suite comme insuffisante par ] ' auteur lu i -meme. 
A) C' est j ustement ici  q ue se tro u ve la  fa i bl esse de la  demom1-
tration esqui ssee. Que l 'on puisse 1 1  proj eter n d a ns toute mult i ­
plicite V ,  dont le  nqmbre cardinal n'est pas u n  aleph , la suite dti 
nombres n tout entiere, eela est non /J(M' demontr1:', mais  t i rii 
d 'une intuit ion assez vague.  Visiblement Ca ntor se reprcsente Im; 
llOIBhres d e  !! mis en corresponda n<·e aYCI' d es clcmenti; lllH'· 
cessifs et arbi traires d e  V d e  maniere a ce qtw c ·haque Mcment. 
de V ne soit util ise qu' une seule foi.-;. Ou bint , a vet· c·e proc(ldii ,  
o n  parviendrait a epui ser tons. J e s  elements de v '  e t  v serait alors 
mis en correspond ance aver une sertion de la suite des nombre11 : 
sa puissance serait done Un aleph, <'Olltl'a iremtrnt a l 'hypoth(•11cl : 
ou alors V resterait incpuisable et ('()Iltiendrait  done'. une partici 
equivalente a n  tout entier, done i n<·onsi11tante. f t • i  l ' on appl i 11 ne 

(& )  <Euvre.s completes rlt> Can t or. Jiage 1, 5 1 .  
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done !' intuition du temps a un  procede qui depasse toute intuition 
et l'on imagine un etre, qui pourrait faire des choix successif/)· 
arbitraires, et par consequent definir une partie V '  de V qui , 
par les conjitions posees, n'est preciseme'l.t pas definissable. C'est 
seulement par application de l' « axiome du choix » ,  qui postule 
la possibilite d'un rhoix simultane et que Cantor appl ique par­
tout inconsciemment et instinctivement, mais ne formule nulle 
part expressement, que V' pourrait etre defini comme partie de V. 
Meme alors, i i  resterait toujours les scrupules engendres par le 
fait que la demonstration opere avec des multiplicit es " i nconsis­
tantes », peut-etre meme avec des concepts contradictoires et 
serait deja pour cette raison logiquement inadmissible. C'est ainsi 
que des scrupules de cette sorte ont determine l 'editeur, quelques 
annees plus tard , a fonder sa demonstration du theoreme du bo11 
ordre ( Math. A nn. ,  59, p. 524, 1904) sur l'axiome du rhoix seu­
lement, sans utiliser des multiplicites inconsistantes. 
B)  La presente demonstration du theoreme formule ici, et 
identique en fait au « theoreme d'equivalence » de Schroder­
Bernstein, opere de fa�on purement logique avec les concepts de 
la  theorie des « chaines >> de Dedekind, et n'est pas essentiellement 
d ifTerente de <'elle que l'editeur a publiee en 1908, sans avoir 
''onnaissPnce de r.elle de Dedekind, dans les Math. A nnalen, 
vol. 65, pp. 271 -272. Pourquoi ni Dedekind, ni Cantor ne se sont 
decides a l 'epoque a publier cette demonstration dont l ' impm·­
tance est certaine, 1 · 'est ee qui , aujourd'hu i ,  n' est pas hien compre­
hensible. 
C) Si un systeme ( '"' ensemble) S est applique de fai;on biun i ­
voque ( «  semblable ») sur une partie de lui-meme S ' ,  e t  si A el!t 
une partie quelconque de S, Dedekind entend alors par << chaine 
de A »  ! ' intersection de toutes les parties A1 de S qui 1) contien­
nent A lui-meme et 2) avec chacun de leurs elements s contien­
nent toujours aussi l'element image s' .  Cette « chaine » A0 n'est 
alors pas autre chose que la reunion des ensembles A, A' ,  A" , . . . , 
qui s'obtiennent a partir de A par l'emploi repete de l 'appli­
cation cp de S s u r  S'. 
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A VERTJSSEMENT DE L'EDITEUR 

Cette reuvre posthume de Jean CAVAILLES a ete ecrite en 1940 ou 1941 
et fut remise a la Re11ue Philosophique vers Septembre 1941 . Mais elle ne 
put paraitre alors, cette Revue ayant ete interdite par Jes Allemands. 

Nous devons cette publication a Madame LAUTMAN qui consen·a 

pieusement l'e xemplaire , annot e par CAVAILLts, et qu'il avait con fie a 
son ami LAUTMAN. LAuuuN, comme CAVAI LLES, devait payer de sa vie 
sa foi en son ideal . 

Nous remercions egalement Messieurs H enri CARTAN et CHEVALLEY, 
fideles amis de Jean CAVAI LLES, qui ont bien voulu revoir et corriger les 

epreuves de cette etude. 



Le probleme du continu reste comme au temps de Leibniz, une 
« croix » ou la croix de la philosophie mathematique. 

II semblait que l 'arithmetisation effectuee au x 1 x0 siecle reussissait 
a en donner une definition depourvue de tout element intuitif. Mais, 
pour une critique plus avertie, le doute subsiste d'une part si une telle 
pretention est justifiee, c'est-a-dire si I 'effectif de la definition n'utilise 
pas subrepticement des intuitions sensibles, d'autre part s'il n'y a pas 
la plutot representation que reduction, c'est-a-dire si, en fait, ne reste 
comme base une image geometrique latente, fondant l'originalite et 
! 'unite du represente par rapport aux relations arithmetiques acciden­
tellement reunies pour Jui dans un enchainement extrinseque. 

Si !'on veut considerer « un nombre irrationnel quelconque entre 
0 et 1 '' ou la totalite des nombres irrationnels de cet intervalle, I 'arbi­
traire de la Joi d'engendrement suffit-il a epuiser le contenu de la notion, 
c'est-a-dire Jes moyens qu'elle offre a une utilisation mathematique ? 
II ne semble pas : on voit bien Ia difference avec Jes cas ou Jes nombres 
en question sont donnes par un procede de calcul. En fait dans ! 'analyse 
habituelle, !'imagination spatiale reste aussi bien un guide pour I 'enri­
chissement des procedes et le developpement des raisonnements qu'une 
garantie pour leur evidence 1• Pourtant c;'avait ete !'intention decisive 
des creations de Cantor et de Dedekind d'eliminer le geometrique de 
!'analyse grace a la notion d'ensemble. On se rappelle la phrase celebre 
de Dedekind : « Les nombres sont des libres creations de ! 'esprit 
humain . . . .  Grace a !'edification purement logique de la science des 
nombres et grace au domaine continu des nombres qu'elle nous procure, 
nous sommes en etat d'analyser nos relations de I'espace et du temps 
en Jes mettant en relation avec ce domaine des nombres 2• " 

II s'en faut que le programme. ait pu etre rempli. D'une p art Jes 
difficultes internes de la notion d'ensemble et des procedes de son utili­
sation, d'autre part la separation apparue des Jes premiers travaux de 

1. Cf. Jes remarques de P. BERNAYS a Ce sujet dans !es Entretiens de Zurich (dee. 1938, 
pp. 135-136 et 152 ) .  

2. Was sind und was sollen die Zahlen ? Preface de la 1'• ed. ,  p .  1 .  
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Cantor entre theorie cardinale et theorie ordinale en ont rendu long­
temps !'execution problematique. La critique contemporaine dissocie 
l'axiome de choix et l 'hypothese du continu du groupe des autres 
axiomes de la theorie ; et par ailleurs, prise des memes scrupules devant 
les demarches naives que Dedekind confondait sous les vocables 
pour Iui apparentes de logique et d'arithmetique, elle s'efforce, en 
continuant son reuvre, de preciser des criteres applicables a une pensee 
controlante dont le developpement canonise servirait d'assurance a 
une partie des mathematiques. Telle est la direction dans laquelle 
des travaux recents de GOdel, Church, Kleene ont realise de sensibles 
progres. Plus recemment, par des procedes analogues quoique plus 
etendus, GOdel a pu demontrer qu'il n'y a pas contradiction entre le 
groupe B forme par l'axiome de choix et l'hypothese du continu et le 
groupe A des autres axiomes, faisant ainsi df!cidement franchir a la 
philosophie mathematique une etape . que nous allons essayer de 
marquer. 

La comparaison de la puissance des ensembles apparalt des la nais­
sance et comme element decisif de la theorie. Deux ensembles ont 
meme puissance s'il existe entre leurs elements une correspondance 
univoque et reciproque. Ainsi, a son grand etonnement, Cantor aper­
�oit que } 'ensemble des points d'une droite et celui des points d'un plan 
<0nt meme puissance. En revanche la puissance de I' ensemble des entiers, 
egale a celle de !'ensemble des nombres rationnels, est plus petite que 
celle de ! 'ensemble des nombres reels, c'est-a-dire que d'une part l'hypo­
these d'une correspondance bi-univoque entre ces deux ensembles 
mene a une contradiction, que d'autre part le premier est une partie 
du second. Ce resultat particulier amene done non seulement a definir 
la relation d'inegalite entre Jes puissances (un ensemble A est de puis­
sance inferieure a un ensemble B lorsque d'une part l 'egalite est impos­
sible et que d'autre part A a meme puissance qu'une partie de B) 
mais encore a construire une echelle indefinie de puissances superposees. 

Le continu OU } 'ensemble des nombres reels peut et:-e considere 
comme ! 'ensemble des fractions decimales illimitees c'est-a-dire de 
suite indefinies formees de nombres entiers. C'est done I' ensemble des 
parties de !'ensemble des entiers (ou des fonctions y prenant Jes valeurs 
0 et 1 ) .  Si at0 designe la puissance de celui-ci, celle du continu sera 
c = 21to. Et l'on peut poursuivre en prenant I' ensemble des parties du 
continu (ou des fonctions numeriques definies sur le continu) : ii aura 

pour ·puis!\ance : 2c = 22"'• > 21to etc. . . .  La structure des ensembles 
ainsi compares reste inconnue : des !'ensemble des nombres reels ii 
n'y a aucune Joi d'engendrement ; c'est Ia notion du quelconque qui 
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donne sa base logique a !'unite de !'ensemble et a la realite de sa puis­
sance. On con�oit qu'elle ait eveille des doutes, que nombre de mathe­
maticiens n'aient voulu voir dans le continu qu'une virtualite pure 
l'aimt rejete hors des existences mathematiques pour lesquelles sont 
valables Jes raisonnements classiques. Mais c'etait deja amputer une 
bonne partie de !'analyse, tout autant que ruiner la theorie cardinale. 

Dans la meme serie de memoires, en etudiant Jes discontinuites d'une 
fonction, Cantor etait amene a creer la theorie ordinale pour numeroter 
Ies derives successifs d'un ensemble de points. L'operation fondamen­
tale est ici celle du nombrement qui se definit par les etapes memes 
de son execution progressive : si nous supposons obtenu un systeme 
de resultats, le nouvel acte consiste a poser a son tour ce systeme comme 
resultat ou nombre ordinal . Ainsi pourrait-on compter dans le fini : 
l'objet 2 sera la collect�vite l 1 1  posee apres 1 ,  3 la collectivite l 1 ,  2 1 ou 
l 1 , l 1 1 l  et ainsi de suite. La collectivite sans fin l 1 ,  2, 3, . . .  j definit un nou­
veau nombre ordinal 000 qui, a son tour, entre dans une collectivite 
l 1 ,  2, 3 . . .  , 00ol , denotee par 00o + 1. Le processus abstrait ainsi defini 
ne comporte aucune limitation. En meme temps ii dote Ies ordinaux 
de trois proprietes caracteristiques : 

1° la relation d' inclusion etablit entre eux un ordre (relation non 
reflechie, dissymetrique, transitive) : on voit que l 1 ,  2 1 est contenu 
dans 1 1 ,  2, 3j done 3 precede 4 etc . . .  ; de meme tout nombre fini est con­
tenu dans 1 1 ,  2, 3 . . .  j c'est-a-dire 00o, done precede 00o qui a son tour 
precede OOo + 1. Cet ordre est un hon ordre, c'est-a-dire que toute 
partie, isolee par une propriete quelconque dans la suite ordonnee, 
possede un premier element (on voit immediatement que toute partie 
est elle-meme bien ordonnee). Ainsi 000 est le premier element dans la 
suite des ordinaux transfinis (c'est-a-dire non finis), ii succede imme­
diatement aux ordinaux finis. 

20 Tout ensemble bien ordonne est semblable a Ia suite complete, ou 
segment, des ordinaux precedant un certain ordinal (la similitude est 
une correspondance bi-univoque qui conserve l'ordre entre Jes elements 
homologues) : ii sera nombre par cet ordinal. Comme aucun segment 
de la suite des ordinaux n'est semblable a un autre segment de la 
meme suite, ce nombrement pour tout ensemble ordonne est determine 
de fa�on univoque. 

30 Les ordinaux peuvent etre ranges en classes, d'apres Ieur puis­
sance (la puissance du systeme qu'ils representent) : la classe I com­
prend Jes ordinaux finis (en realite ii devrait y avoir autant de classes 
que d'ordinaux finis) ,  la classe I I ,  Jes ordinaux ayant la puissance du 
denombrable. A partir de la classe 1 1 ,  on distingue deux especes d'ordi­
naux : ceux qui ont un predecesseur immediat, c'est-a-dire qui repre-

1 1  
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sentent un systeme ayant un dernier element : on peut les ecrire 
ex + n (n etant un entier fini) et on les nomme ordinaux de premiere 
espece ; les ordinaux de seconde espece representent un systeme n'ayant 
pas de dernier eie·ment ; on les considere aussi comme limite superieure 
du systeme qu'ils posent : l.Is viennent en effet dans l'ordre immedia­
tement apres lui. Et, quand ils appartiennent a la classe I I ,  on peut 
leur faire correspondre une suite, semblable a <i>o, d'ordi_naux plus 
petits qui les caracterise de faQon univoque et qui est appelee leur 
suite f ondamentale. On voit aisement que la classe I I a une puissance 
superieure a celle de la classe I : en effet le systeme de ses elements mis 
en ordre 

I 000, 000 + 1, . . . . n oo0, . . . . .  ooa<•>o, . . . . . j 
definit un nombre ordinal qui ne peut faire partie du systeme, sans 
quoi il y aurait deux segments differents semblables. On l'appelle w1 et 
on designe sa puissance par N1 : N1 > N0• Les ordinaux superieurs a 
001 et ayant pour puissance M1, constituent la classe I I I, et ainsi de 
suite. Les alephs : N1, N2, M3 . . . . ainsi engendres forment une nouvelle 
echelle de puissances. 

La difficulte fondamentale devant laquelle se trouvait place Cantor 
etait evidemment de preciser le rapport entre ces deux series de puis­
sances. Meme depart, le denombrable Mo ; mais des le continu et N1, 
Cantor, malgre son acharnement a trouver une solution, devait s'avouer 
desarme. L'hypothese la plus simple etait d'identifier Jes deux suites, 
en posant : 

(hypothese du continu) 
et en general 

2�n = Mn+t (hypothese generale du continu). 

Ainsi se trouverait unifie l'edifice des ensembles et assuree une domi­
nation de tout ensemble naturel (c'est-a-dire presente par les problemes 
d'autres theories mathematiques) grAce au procede rationnel du nom­
brement. Mais dans l'etat primitif de la theorie ii etait meme impossible 
d'affirmer que les puissances de deux ensembles quelconques soient 
comparables. 

Un progres decisif pour cette question fut accompli en 1904 par 
Zermelo.  C'est une experience intuitive courante que des ensembles 
naturels puissent etre ordonnes de faQons differentes. Ainsi I'ensemble 
des nombres rationnels, ranges par ordre de grandeur croissante, est 
ordonne mais non bien ordonne (par ex. la partie constituee par les 

1 
nombres rationnels dont le carre est > - n'a pas de premier ele-· 2 
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ment). Mais si, apres les avoir mis sous forme de fraction irreductible, 
on Jes range d'apres la grandeur de la somme du numerateur et du 
denominateur, et, pour une ·meme somme, d'api:es leur grandeur, on 
obtient un ensemble bien ordonne semblable a la suite des ordinaux 
finis, done nombre par w0• On pourrait aussi les ranger d'apres la 
grandeur du numerateur, puis, a numerateur egal, d'apres celle du 
denominateur : on obtiendrait !'ensemble bien ordonne 

1 1  1 2 2  2 3 3  
1 ' 2 ' '  . . .  ' � · ·  . . . ' 2 ' 3 ' '  . .

. ' -;;, , . . .  ' 3 ' 4  , . . . 
semblable non plus a CUo mais a euo2• Le changement d'ordre ne change 
evidemment pas la puissance d'un ensemble. Done si tout ensemble 
peut etre bien ordonne, en vertu de Ia deuxieme propriete des ordinaux, 
ii sera semblable a un ordinal, done aura une puissance situable dans 
l'echelle des alephs. Par la meme se trouvera generalement assuree la 
comparabilite des puissances de deux ensembles quelconques. 

Tel est le double resultat atteint par Zermelo, avec cependant une 
restriction essentielle : ses deux demonstrations (donnees en 1904 et 
1908) supposent la possibilite, etant donne un systeme d'ensembles 
sans element commun deux a deux, de raisonner sur un ensemble 
ayant avec chaque ensemble du systeme un element commun et un 
seul. C'est l'ensemble de choix qui fut aussitot pris a parti dans des 
discussions que le vague de la notion d'existence rendait confuses. 
Zermelo n'a j amais suppose pour son theoreme du hon ordre qu'on 
puisse construire effectivement !'ensemble de choix, pas plus qu'il n'a 
donne le moyen de bien ordonner un ensemble. Mais ,  etant admis qu'on 
puisse considerer comme donne l'ensemble de choix au meme titre 
que les ensembles initiaux M, ii a prouve qu'on peut considerer comme 
egalement donnee une application des elements de M sur les parties 
de M, qui pose entre Jes elements la relation possedant Jes proprietes 
caracteristiques du hon ordre

. Par la se trouvent manifestes en pleine lumiere a la fois les requisits 
de Ia theorie des ensembles et les difficultes de Ia notion generale 
d'existence pour les objets mathematiques

. 
Les axiomes de la theorie, 

formules initialement par Zermelo Iui-meme, se bornent a affirmer 
soit !'existence inconditionnee de certains ensembles comme ! 'ensemble 
Z comparable a Ia suite des entiers, soit !'existence hypothetique 
d'autres ensembles

. 
« Si !'ensemble M existe, l'ensembie N existe aussi » 

(par ex. I' ensemble des parties de M OU I' ensemble reunion des elements 
de M). L'axiome de choix appartient a cette deuxieme espece

. 
On peut 

s'etonner qu'il ait concentre sur Jui tant d'attaques. Son enonce pre­
sente evidemment le double defaut de lier deux existences sans donner 



260 PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE 

le moyen de passer de la premiere a la seconde (mais l'axiome de 
]'ensemble des parties et celui de !'ensemble reunion sont exactement 
dans le meme cas) et surtout de ne pas caracteriser de faQon univoque 
l'existence subordonnee (ii existe un ensemble de choix indetermine 
tandis que l'ensemble des parties et l 'ensemble reunion sont uniques). 
On s'est applique a separer dans Jes travaux contemporains les 
demonstrations qui en faisaient usage et celles qui pouvaient s'en 
passer. 

Mais le rejeter peut signifier deux choses : ou qu'il est une conse­
quence des autres axiomes, ou qu'il est en contradiction avec eux. La 
premiere possibilite semble devoir etre eliminee apres les travaux de 
Fraenkel. II distingue divers cas suivant Jes puissances respectives du 
systeme S d'ensembles M; sans element commun : ou S est fini et les 
M; quelconques, ou S est denombrable et les M; finis, ou S est denom­
brable ou quelconque avec des restrictions pour Jes M;, ou enfin S et 
les M; sont quelconques. Dans le premier cas seulement ii n'y a pas 
d'axiome : ! 'existence de !'ensemble de choix est demontrable (si S ne 
contient qu'un ensemble M de puissance d'ailleurs quelconque, c'est 
une consequence de la logique classique : intuitivement cela revient 
a dire qu'on peut raisonner sur un exemple, sur un element d'un 
ensemble non vide ; et on . passe au cas oil S contient n ensembles M; 
par induction complete). Les autres cas exigent des axiomes de force 
croissante. Pour des modeles modifies de la theorie des ensembles, 
Fraenkel a demontre l'independance, par rapport au groupe A, de 
l'axiome C1 correspondant au cas 2, et celle par rapport a la reunion 
A + C1 de l'axiome C, correspondant au cas general. Quoique la der­
niere demonstration ait exige quelques changements dans A, ii est 
infiniment peu probable qu'on puisse deduire C, de A + C1 . En 
revanche le probleme de la non-contradiction reste entier. 

De meme pour l'hypothese H du continu : doit-elle etre posee comme 
un axiome, c'est-a-dire est-elle independante non seulement du groupe 
A (comme ii est vraisemblable) mais meme de l'axiome de choix ? 
C'est la une question jusqu'ici toujours ouverte. Sierpinski a consacre 
un Iivre a etudier les consequences de H OU les propositions qui lui 
sont equivalentes, peut-etre avec le secret espoir de trouver parmi elles 
une absurdite. C'eut ete en tout cas le seul resultat qu'une telle recherche 
eut pu apporter sur la question (puisque d'un systeme d'axiomes con­
tradictoires on peut tout deduire). En fait, ni pour son independance 
ni pour sa non-contradiction avec les groupes A et A + C, aurune 
indication n'avait ete fournie avant GOdel. Lusin avait bien tire des 
consequences plausibles d'une autre hypothese 21to = 21t,, mais sans, 
bien entendu, prouver sa non-contradiction avec A ou A + C (ce qui 
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aurait pour consequence de prouver l'independance de H par rapport 
a A ou A +  C). 

Quant a la non-contradiction inteme du systeme A, elle n'est paa 
davantage etablie. Ackermann a seulement demontre celle du systeme 
sans l'axiome d'infinite, ce qui est presque trivial. En fait une demons­
tration de non-contradiction n'a de sens que relativement aux moyens 
qu'elle utilise. C'est un rapport entre une zone absolue de securite et 
le nouveau domaine qu'on veut fonder sur elle. Mais y a-t-il une zone 
de securite absolue ? On sait que Hilbert avait cru la delimiter comme 
le royaume de la pensee concrete et finie, meta-mathematique qu'il 
opposait au developpement entierement formalise de la mathematique. 
En fait des recherches ulterieures ont montre que la separation ne 
pouvait se faire ni en une seule fois, ni de fa9on simple. Godel donne 
un critere pour- l'efficacite des demonstrations de non-contradiction : 
lorsqu'elles s'appliquent a un formalisme contenant l'arithmetique, 
elles ne doivent pas etre formalisables en lui. Or une telle impossibilite 
n'existe sfuoement pas pour lea demarches aituees par Hilbert et ses 
disciples dans la zone intuitive et finie . 

D'une fai;on generale le memoire de Godel de 1931 montre que toutes 
les relations OU proprietes meta-mathematiques COmme : « etre la 
demonstration d'une proposition », « etre une proposition demontrable • 
sont du meme ordre que des relations recurrentes, peuvent etre expri­
mees par elles, si on remplace les symboles et les groupes de symboles 
de formalisme par des chiffres ou numeros comme ii est facile de le 
faire. Ainsi d'une part la pensee qui doit assurer Ies mathematiques est 
elle-meme mathematique, d'autre part si elle domine des theories infi­
nies, eIJe doit depasser leur infinite. La demonstration de Gentzen 
pour la non-contradiction de l'arithmetique ordinaire emploie une 
ind uction t.ransfinie. Paradoxe de la theorie de'! ensembles, qui, apres 
avoir ebranle l'edifice entier par ! 'exorbitant de ses developpements, 
reparalt avec ce meme infini comme instrument indispensable pour 
fonder les part.ies les moins contestees des mathematiques telles que 
l'arithmetique ordinaire. A la verite ii ne s'agit pas de toute la theorie 
des ensembles, mais justement le depart est instructif entre la portion 
abstraite - oti se situent les paradoxes - et certains domaines des 
nombres transfinis dont les travaux recants de Gentzen, de Church 
et de son ecole montrent qu'ils possedent et procurent une aussi 
grande securite que celle qu'exigeaient Hilbert et les plus resolus fini­
tistes. lei le regulier prolonge l'intuitif concret, le calculable le fini. 

La separation s'opere a l'interieur des ordinaux de la classe I I .  
L a  demonstration d e  Gentzen n'utilise que l e  segment denote par le 
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nomhre e:g, le premier ordinal :i: tel que :r = :i:. Si on represente Ies 
ordinaux par les moyens que nous fournit l'arithmetique courante : 
somme, produits, elevation A la puissance, e0 est le premier nomhre qui 
echappera a cette representation. La formule 

ot = koCJ>Z1 + "1 (l)zt + . . . . . + kn-1 (1)2't1 + kn 
(ou x1 > x8 > . . .  > x. sont des ordinaux < ot et ou ko, lei, . . . kn sont des 
entiers finis) ne peut servir pour lui. II est justement le systeme ordon-
ne de ces nomhres, ou la limite de la suite fondamentale Cl>, 6>6>, 6>6>6>1 • • 
Gentzen fait appel A une induction transfinie etendue a ce segment. 
Son principe - quel que soit le segment - est l'axiome du hon ordre. 
La proposition : « tout systeme d'ordinaux possedant une certaine 
propriete p a un premier element » entraine immediatement : « si le 
fait que tous les ordinaux precedant un ordinal ot possedent une pro­
priete a pour consequence que ot la possede, alors tous les ordinaux 
possedent cette propriete » (en effet ii y aurait sans cela un premier 
ordinal � parmi ceux qui ne la possedent pas, et comme tous ceux qui 
le precedent en. sont pourvus, ii devrait aussi la posseder). Mais Gent­
zen 1 et, apres lui , Bernays Ee sont attaches a montrer que ! ' util isation 
du principe en tant que limite au segment e:0 revet un caractere parti­
culier et quasi fini, pourrait-on dire, qui tient a la simplicite de ces 

premiers ordinaux . .  Bernays 2, grA.ce aux nomhres Jlf'emiers, a fourni 
une ingenieuse demonstration du principe d'induction complete pour 
le segment E1J par le moyen de l'induction ordinaire. On a deja vu que 
CJ>o2 representait un certaili. ordre des nomhres rationnels finis. lei ii 
s'agit . de superposer des ordres d'entiers fmis : l"ordre 0 Sera l'ordre 
nature!. L'ordre 1 ( <) est etahli d'apres l'exposant du plus grand 1 
(dans l'ordre nature!) des facteurs premiers qui n'ont pas le meme 
exposant dans deux nomhres. Ainsi 8 < 3 puisque 3 a l'exposant 0 1 
dans le premier nomhre. Avec cet ordre les nomhres se trouvent ranges 
comme suit : 1, 2, 22, • • • • 2n, . . . .  

3, 3 . 2, 3 . 22, 
31, 31 . 2, 32 . 22, 

5, 5 . 2, 5 . 21, 

1. O B N TZ E N  (0.) ,  Die Wide(spruchsfreilieit der rein.en Zahlenl!..orie (Math. Ann.,  111 
( 1 936) ,  pp. 4 93-565. 

2 .  Le ledeur se reportera. utilement a l'expose donntl par BERNAYS  lui-m�me dans : HILBERT  ( D . ) ,  B E RNAYS  (P. ) .  Grundlagen Mr Mal!..matik, Bd 2. Berlin, Springer, 1 939, 
pp.  360 et "niv .  
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On voit qu'on a ainsi un hon ordre, ou chaque suite introduite par 
un nouveau facteur premier doit se dilater en quelque sorte de toutes 
Jes suites semblables aux suites qui la precedent. c.>o sera coordonne a 
3, 2 00g  a 32, • • • <»n2 a 5 et fmalement 00;,(J)o a toute la suite. 

L'ordre 2 rangera les noml>res d'apres la grandeur naturelle des 
exposants du nombre premier le plus grand dans l'ordre 1 qui n'a pas 
le meme exposant dans deux nombres. Ainsi cette fois nous aurons : 

11 < 7 OU 11 .  7. 2 < 72 2 2 
puisque 7 est le troisieme nombre premier, 1 1  le 4e et qu'on a dans 
l'ordrf! 1 :  4 < 3. 

· 
l 

L'ordinal ooJ(J)ow0 denote cet ordre, etc . . . .  Bernays demontre que si 
le principe d'induction vaut pour l'ordre n ii vaut pour l'ordre n + 1 .  
Comme i i  vaut pour I'ordre 0 ,  qui est l'ordre nature!, cette induction 
complete ordinaire fonde bien !'induction transfinie pour le segment 
s;,. Bernays et Gentzen se hornent la pour l'arithmetique ordinaire. 
Mais ii faudrait aller plus loin si l'on voulait par exemple assurer, 
comme I'espere Gentzen, par le meme procede la non-contradiction de 
l'analyse. Jusqu'ou peut s'etendre dans Ia classe II cette definition 
quasi finitiste des nombres ordinaux, tel est done un probleme inte­
ressant a la fois la technique meta-mathematique et en elle-meme la 
notion de transfini . 

Deja au debut du siecle on avait essaye divers algorithmes pour assu­
rer une notation uniforme au moins a un segment de ces nombres. 
Ainsi , en 1 908, 0. Veblen 1 par nne generali sation des fonctions donnant 
!es nombres e:,, : on voit que si on pose y1 = oor1, y2 = 00"'•, . . . la 
limite superieure de ooYn = lim . Yn+i · Le ..c1•me nombre obtenu par 
ce procede est appele e:,,. Mais les fonctions introduites par Veblen ne 
repondent pas exactement aux exigences d'un point de vue finitiste. 
On se souvient qu'en 1905 Borel et Lebesgue avai.ent discute sur les 
notions de nommable et d'effectif. « Un objet, disait Lebesgue, est 
defini ou donne quand on a prononce un nombre fini de mots s 'appli­
quant a cet obj et et a celui-lil. seulement 2• » Le vagu e de cette exigence 
- qui devait l i miter le domaine de la mathematique authentique -
tient a ! ' indetermination des mots. Si parmi ceux-ci ligurent << tous Jes 

obj ets qui . . . ii y a  un obj et qui . . .  » ,  ou est la finitude ? Le developpement 
des formalismes, en particulier grace aux methodes de Godel, permet 
d'eviter cet ecueil. En obligeant un calcul a etre effectif, Lebesgue se 

1. VEBLEN  (0. ) ,  Continuous increasing functions of finite and transfinite ordinals. ( Tran•. 
Amer. Math. Soc., vol . 9 (1 908 ) ,  p p .  280·2�2) .  

2 .  LEB ESG U E  ( H . ) ,  Sur les functions reprt!sentables analytiquement (Journ . de Math. pures 
el appl . ,  1 905, p.  205) .  
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trouvait amene a le transformer en calcul efTectue, s'il voulait chasser 
l' indetermine de « un calcul ». Mais c'etit ete rendre impossible tout 
progres. Les notions correlatives de calcul regulier et de fonctions quasi 
recurrentes introduites grA.ce aux travaux de GOdel echappent a ce 
dilemma. 

Un calcul est regulier s'il s'accomplit dans un systeme formel OU sjgnes, 
groupes de signes, c'est-a-dire formulas, et suites de formulas sont rigou­
reusement numerotables de faQon recurrente, ou, bien plus, des fonc­
tions OU des relations recurrentes permettent de donner, pour toute 
equation dont le deuxieme membre est un nombre nature], le numero 
de eette equation dans le formalisme, pour toute fonction /(x) = m, le 
numero de I'equation lorsque x prend la valeur particuliere n (n etant 
un entier fini). II y a  par le moyen de ce numerotage et de ces relations 
recurrentes un contrOle permanent de l'efTectivite du calcul : chacune 
de oes etapes tombe sous nos prises puisque nous sommes surs de . 
l'atteil;ldre au moyen d'une suite canonique de demarches . .  La deter­
mination reside dans le processus de recurrence. A la verite celui-ci 
n'est pas fixe une fois pour toutes, ce qui evite justement de horner les 
mathematiques aux mathematiques actuelles. Mais une fonction 
par ex.ample sera dite regulierement calculable, si, pour elle, ii est pos­
sible d'edifier un formalisme special qui reponde aux conditions posees. 

Les fonctions regulierement calculables coincident avec Jes fonc­
tions dites generalement recurrentes OU quasi recurrentes 1 dont Her­
brand avait eu le premier l' idee. On connatt le schema de la recurrence 
ordinaire pour Jes fonctions a une variable x : deux equations donnant 
l'une la valeur de Ia fonction pour x = 0, I'autre pour x = n + 1 
(n etant un entier fini) au moyen d'expressions ou n'entrent que des 
fonctions recurrentes deja introduites et (dans la deuxieme equation} 
la valeur de la fonction pour x = n. II se produit ainsi une edification 
progressive de structures fonctionnelles a partir de l'unique fonction 
du suivant sn = n + 1. Par exemple les equations de definitions de 
]'addition et de la multiplication seront : 

a + O = a  a X 0 = 0 
a + sn = s(a+n) a X sn = a X n + a. 

La generalisation, envisagee par Herbrand et precisee par Godel 
et K.leene, consiste a poser un systeme d'equations simultanees oti 
interviennent difTerents signes fonctionnels f de telle sorte que, par 
simples substitutions iterees, on puisse determiner de faQon univoque 

t .  Nous empruntons cette denomination II. BBRKAYS qui donne un excellent expose de la 
question dans un supplement au t. II de ses Grundlaren tl. MathemaJilt (en collaboration avec 
H1LHRT) Berlin, Springer, 19'0 (pp. 392-,21) .  
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la valeur de / (en general a plusieurs arguments) pour toute valeur 
donnee du systeme de ses arguments. La longueur et la complication 
du calcul sont arbitraires : ils font intervenir Jes autres / et Jes valeurs 
de / pour d'autres systemes de valeurs de ces arguments. L'important 
est que n'apparaissent comme operations que les trois especes de subs­
titutions : substitution d'un systeme de valeurs numeriques pour un 
systeme d'arguments dans une fonction, substitution dans une expres­
sion, a la fonction /, de sa valeur pour un systeme donne d'arguments, 
substitution dans une expression A, a !'expression partielle B, de 
!'expression C si ! 'equation B = C a pu etre deduite. Ce sont exacte­
ment Jes memes operations qui regissent Jes formalismes du calcul 
regulier : Church et Kleene ont montre 1 qu'elles peuvent toujours 
s'efTectuer sous Jes conditions precedentes de numerotage et que reci­
proquement ces conditions, pour de tels formalismes, ne constituent 
pas autre chose que le systeme E des equations de definition d'une 
fonction quasi recurrente. 

II est nature! d'employer Jes nombres transfinis a ordonner Jes degres 
de complication des fonctions quasi recurrentes. L'idee de Church et 
de Kleene I a ete inversement d'utiliser celles-ci pour une definition 
des ordinaux constructibles. La notion de constructibilite, remarque 
Church 3, doit etre dans une certaine mesure absolue ,  e 'est-a- d i re i nde­
pendante de la reference a uh systeme formel donne si nous voulons 
garder son caractere intuitif a la representation qu'elle precise. Puis­
qu'elle renvoie A un progres a etapes j alonnables depuis Jes nombres 
finis, on peut considerer qu'elle pose Jes exigences suivantes : definir 
pour tout nombre ot un systeme de notations tel que : 

a) ii donne une notation unique A tout ordinal � precedant ot. 
b) ii procure 3 processus efTectifs grAce auxquels : 

1° la notation d'un ordinal ot etant donnee (done de tout ordinal 
< ot) on puisse determiner s'il est de premiere ou de deuxieme espece. 

20 pour un ordinal de premiere espece on ait la notation de son pre-

I .  C11 u 11 i : 1 1 ,  An insolvable /'rob/em of number tlteory (Anter. journal of mall&. 58 (1936) 
pp. :!'15-:!6:1 ) ; - K LE E N E. A tlteury of positi1·e integers in formal logic ( ibid. 67 (1 935) , pp. 153· 
I ;:1 el  21 9-2 \ t, ) ,  

t.  C11 1d1 1 : 1 1  ( .\ . ) e t  KLEE N E  ( S .  C . ) ,  Formal definitions i n  the theory o f  ordinal number• 
Ftt11dume11I« matliematicae, 28 ( I Y:l i ) ,  pp.  1 1 -2 1 ) .  

K L t:t: '  o: ( S .  C . ) ,  0 11  notation fur ordinal numbers ( Tlte Journ. for Symb. Log.,  3 (1 938), 
pp. 1 50-155) .  

:1. C11 1 1  n c u  (A. ) ,  Tlte eu11structive second number class (Bull. of  Amer. Math. Soc., vol. 44 ( I Y:IK ) ,  pp.  224 -2:12 ) .  
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decesseur immediat. 
30 pour tout ordinal y de deuxieme espece on ait une methode, 

dl'e< ' t ive  auss i ,  pour !'akuler la notation <le c haque terme d ' u ne su ite 
fondamentale definissant y. 

Ces exigences ont egalement pour consequence qu'etant donnes 
deux ordinaux < oc on ait un proeessus effectif pour determiner Iequel 
est le plus grand et .:iue, pour tout ordinal de deuxieme espece < ot, 
on ait un moyen de choisir une suite fondamentale parmi toutes celles 
qui le definissent. II est bien entendu que le systeme de notations doit 
etre fixe chaque fois pour le nombre particulier a construire. 

Toute Ia definition repose comme on le voit sur la notion de processus 
effectif mais celle-ci est maintenant eclaircie grAce a la tMorie des 
fonctions quasi recurrentes ou regulierement calculables. Ou bien, en 
effet, le processus porte sur des valeurs numeriques : ii devra alors 
utiliser une suite de fonctions quasi recurrentes. Ou bien ii consiste 
dans un enchainement de formules et, grAce au procede GOdel de 
numerotage recurrent, nous sommes renvoyes au cas precedent. Ainsi 
les trois operations de substitution peuvent-elles egalement donner 
une forme canonique a toute definition generale des nombres ordinaux 
constructibles. Aussi bien ceux-ci coincident-ils avec les ordinaux 
definissables dans le formalisme de la conversion (c'est-a-dire de ces 
trois operations) etabli par Church et Kleene. On voit en effet que ce 
formalisme permet de representer le nombre 0, etant donne un nombre, 
celui qui le suit, enfin etant donnee une suite d'ordinaux representee 
par une fonction f appartenant au formalisme et coordonnee a la suite 
des entiers (/(0), /( 1 )  . . .  f(n) . . .  ) , la limite superieure de cette suite. 
On montre ensuite que Jes exigences de Ia constructibilite sont bien 
satisfaites : Church et Kleene construisent des fonctions telles que 
K(n), egale a 1 si n est de premiere espece, egale a 2 si n est de deuxieme 
espece . 

Toutes les fonctions ordinaires, addition, multiplication, elevation 
a la puissance sont representables dans le formalisme. Tous Jes nombres 
jusqu'a e:0 sont done constructibles, bien plus tout nombre e:"', si oc· 
est lui-meme constructible : done tous les nombres du segment deter­
mine par le premier nombre x tel que e:,, = x. Cependant les nombres 
constructibles ne forment qu'une infime minorite dans la classe I I  : 
en effet leur ensemble est non seulement denombrable, mais enume­
rable puisqu'on peut numeroter leur definition dans le formalisme 
Church- Kleene. Or la classe I I  a une puissance superieure au denom­
brable : les nombres de la classe I I  non constructibles forment un 
ensemble ayant lui-meme la puissance de la classe I I .  II est' d'ailleurs 
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impossible par essence de preciser oil se fait la separation : le plus petit 
nombre non constructible µ. est evidemment de deuxieme espece, 
mais si l 'on pouvait lui assigner une suite fondamentale, comme elle 
est par hypothese composee de nombres constructibles, µ. le serait 
egalement. 

Tel est le point extreme jusqu'ou s'avail.ce pour le moment une 
exploration finitiste de la classe I I . Aussi bien, quelles que soient les 
modifications ulterieures, Jes conditions de constructibilite ne peuvent 
permettre d'aller sensiblement plus loin, puisque liees au denombrable. 
Mais la partie non denombrable de la classe reste-t-elle comme une 
virtualite, exterieurement et anterieurement a laquelle se determinent 
Jes objets mathematiques veritables ? La definition precise du calcul 
efJectif d;une fonction, les developpements formels qui y sont rattaches 
presentent intrinsequement un interet mathematique incontestable. 
II est en outre possible que le sens meme de certains problemes exige 
que Jes etres qui y interviennent soient soumis a des conditions de 
constructibilite. Philosophiquement on peut se demander pourquoi 
! 'extension d'evidence obtenue au-dela du fini s'arreterait a cette 
etape. En particulier pour la theorie generale des ensembles, ii ne 
saur\lit etre question de lier la demonstration de sa non-contradiction 
aux conditions precedentes. Cependant le theoreme publie recemment 1 
a ce sujet par Gtidel s'appuie sur des raisonnements dont la parente 
avec les developpements effectifs au sens Church se traduit par leur 
insertion possible dans un systeme intuitionniste. En effet ils n'utili­
sent pas de definition non-predicative . Or comme le montrait GOdel 11 
a propos du formalisme intuitionniste codifie par Heyting et .. d'une 
arithmetique intuitionniste qu'on y peut joindre (definie par des 
axiomes que Herbrand a formulas) le rejet du tiers exclu ne change 
pas le volume des propositions demontrables : toute proposition demon­
trable avec le tiers exclu etant traduisible en une proposition demon­
trable dans le formalisme intuitionniste. C'est seulement avec Jes 
definitions predicatives qu'apparaissent les differences essentielles. 
Ainsi l 'actuelle demonstration peut-elle etre consideree comme cons­
tructive « au sens que si une contradiction se manifestait dans le sys­
teme A +  B, elle peut etre actuellement manifestee dans le systeme As. 

Le raisonnement consiste a fabriquer, en n'utilisant que les axio mes 

I .  Consistency proof for the general ized continuum hypothesis ( Proc. of Ike National Aca­
demy of Sc. of the U. S. A . ,  n n .  1 939, pp. 220-224 ) .  Le lecteur se reportera utilement au 
memoire de tr; o E L, The consisttJncy of the axiom of choice and of ti.e generalized continuum 
hypothesis with the axioms of set theory ( Princeton,  1940) ,  et a I 'arlicle de Gii o E L, What is 
Cantor's continuum problem "! ( The Amer. Math. Monthly, 54 ( 1 947 ) ,  pp. 51 5-525). 

2. Ergebnisse eines math. Kolloquiums (MENGER) ,  1933, heft 4,  p.  35.  
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du groupe A, un modele de theorie des ensembles dans lequel l 'axiome 
de choix et l'hypothese du continu se trouvent verifies. Le principe est 
de substituer A !'indetermination radicale de I' ensemble des parties d'un 
ensemble, une edification progressive de cet ensemble en supposant 
formalisees toutes les defmitions possibles de parties. Si l'on considere 
un systeme formalisable ou formalise de la theorie (par adjonction 
du formalisme logique aux axiomes), une partie d'un ensemble M 
ne sera determinee effectivement que par une fonction proposition­
nelle etendue a M, c'est-a-dire par une proposition formelle portant 
sur un individu variable parcourant tout !'ensemble : la partie sera 
constituee par les elements de M pour lesquels la proposition est vraie. 
On pourra done definir autant de parties de M qu'il est possible d'eta­
blir de fonctions propositionnelles portant sur M. Or une fonction pro­
positionnelle ne consiste que dans un certain assemblage de signes en 
nombre restraint, que l'on a determines une fois pour toutes : les com­
plications des architectures que l'on peut fabriquer avec eux ne 
depassent pas une infinite denombrable. 

Si on part, comme ensemble initial par example, de la suite des 
entiers, on pose ainsi l'ensemble M1 des parties definissables par toutes 
Jes fonctions propositionnelles possibles portant sur M. Puis A nouveau 
l 'ensemble M1 des parties definissables sur M1 de la m�me fa9on. Le 
procede est considere comme se poursuivant ainsi transfiniment : 
l'ensemble Mw0 et, de fa9on generale, tout ensemble denote par un 
ordinal de deuxieme espece sera la reunion de tous les ensembles qui 
le precedent. Qu'il soit d'ailleurs denote par un ordinal de premiere 
ou de deuxieme espece, tout ensemble contient comma elements 
tous les ensembles qui le precedent et ii est lui-m�me A la fois element 
et partie d'un ensemble qui le suit. On dit qu'il est d'ordre ct s'il est 
element de Mex + t - Mex. 

Le modele envisage comprend tous les ensembles dits constructibles 

figurant ainsi dans l'ensemble Mw 1• On y peut demontrer en effet (o) 
une sorte d'axiome de reductibilite qui emp�che les axiomes de Zer­
melo-Fraenkel ou de Von Neumann d'exiger !'existence d'ensembles 
situes hors de Mw Ces axiomes (ceux de !'ensemble des parties ou de (o) 
la reunion) sont de la forme : « ii existe un ensemble a tel que tous ses 
elements z soient definis par une certaine fonction propositionnelle 
'P (z) » ;  done si les z appartiennent A I'  ensemble Mex, a appartiendra A 
Mex+i· Mais GOdel etablit le theoreme fondamental T :  si un ensemble 

t. Nous simpliflons : pour atteindre des ordinaux assez grands ii faut poser un axiome dit 
de remplaument. Le modele pour la th6orie ainsi compl6t6e doit 1'6te.ndre jusqu'a Mn, .0 
6tant le premier ordinal inaeceuible. 
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ronstrurtible est partie d'un ensemble Mw son ordre est i n f  i\rieur a . .. 
w + 1• Com me Mw est la reunion de tous Jes l\l w  pour ot = 'I ,  '.l, . .  n . . .  , .. w .. 
quel que soit le Mc.> auquel appartiennent les x, a appartiendra <X 
toujours a M(o) . Le systeme des elements de M(o) verifie done Jes Co> Co> 
axiomes du groupe A. 

D'autre part leur definition et les demonstrations presentees, en 
particulier celle du theoreme T, sont efTectuees uniquement avec le 
groupe A : elles peuvent se refaire dans une theorie des ensembles ne 
considerant comme objets que les eiements de Mc.>w· Bien plus si 
on prend ceux-ci comme point de depart (et non plus comme tout a 
l'heure la suite des entiers), on retrouve exactement les memes 
ensembles ; autrement dit !'operation de construction, telle qu'elle a 
ete definie, est absolue par rapport a la restriction au modele Mw Co> 
Mais, dans ce modele, ii n'y a. pas d'autres ensembles que les ensembles 
constructibles. Or pour eux l'axiome de choix est deduisible des autres 
axiomes : ii est toujours possible de numeroter au moyen des ordinaux 
transfmis tous les elements d'un ensemble (en procedant de proche en 
proche en suivant a partir d'un ensemble base aux elements numerotes 
comme la suite des entiers et en numerotant les fonctions proposition­
nelles a chaque etape d'apres le nombre et l'ordre des signes qui inter­
viennent). II suffira alors de prendre comme ensemble de choix, pour 
un systeme d'ensembles, !'ensemble des elements ayant le numero 1 
dans chaque ensemble du systeme. 

De meme l'hypothese du continu est verifiee : la puissance d'un 
ensemble Mwct est par hypothese Mot, d'autre part, puisqu'il n'y a pas 
d'autres ensembles que Jes ensembles de Mw ceux d'entre eux que Co> 
notre procede construit sur Mwot formant l'ensemble des parties de 
Mw ont pour puissance 2l'fct. Or chacune de ces parties est, en vertu du ot 
theoreme T, d'ordre plus petit que c.>ct+i, leur ensemble etant en 
partie de Mw a done une puissance � Mot+i, done 2l'fct � Mot+i· ot+ t  
Comme 2l'fot > Mat, on  a bien l'egalite cherchee : 2l'fot = Mct+i· 

Ces raisonnements n'utilisent encore que le groupe A d'axiomes : 
B est bien pour ce modele consequence du groupe A. S'il existe une 
contradiction dans la theorie des ensembles, elle doit etre localisee 
dans le groupe A. 

On ne saurait exagerer !'importance de ce resultat. Non seulement 
ii cloture definitivement les controverses auxquelles l'enonce de Zer­
melo avait donne occasion, mais ii acheve !'unification vainement 
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poursuivie par Cantor entre la theorie cardinale et la theorie ordinale 
des ensembles. Tous Ies theoremes ingenieusement rassembles par 
Sierpinski et Lusin par exemple dans Ia theorie des ensembles analy­
tiques, comme consequences possibles de l'hypothese du continu, en 
regoivent confirmation : leur validite peut dependre d'un nouvel 
axiome, elle n'est plus exposee a etre rejetee par l'apparition d'une 
contradiction inapergue. Comme le remarque G()del, ii suffit d'ailleurs 
d'ajouter (pour obtenir a la fois l'axiome de choix et l'hypothese du 
continu) le seul axiome : « ii n'y a pas d'autres objets-ensembles que 
les ensembles constructibles au sens defini plus haut ». Comme element 
initial, on peut se homer a l'ensemble vide, la suite des nombres est 
obtenue immediatement grA.ce a l 'axiome de l'infini. La construction 
du modele Mw prouve que le nouvel axiome ne presente pas de con-e.> 
tradictions avec le groupe A. 

D'autre part une telle adjonction se situe dans la ligne d'evolution 
normale de la theorie : ii est naturel que pour la soumettre aux prises 
de la critique on ait cherche a uniformiser la manipulation concrete 
de ces objets, c'est-a-dire a l'incorporer a un formalisme logique. 
Ainsi se presentent, quoique laissant un champ plus large aux objets­
ensembles, les modifications apportees par Von Neumann et Fraenkel 
au systeme primitif de Zermelo. En particulier l'effort de Fraenkel 
consistait a preciser l'axiome trop vague posant I' existence de certaines 
parties d'un ensemble. « Si une proposition &(z) est definie pour tous 
Ies elements d'un ensemble M, ii existe une partie M.s de M constituee 
par tous Jes elements pour lesquels G;(x) est vraie. » A quoi Zermelo 
ajoutait l'unique eclaircissement : « Une proposition est definie si sa 
validite peut etre decidee sans arbitraire au moyen des axiomes et des 
Jois logiques universelles. » Les Jois Jogiques universelles n'empechaient 
pas Jes antinomies de se manifester. 

Fraenkel fait intervenir la notion de fonction d'un ensemble : 
« S'il existe un ensemble M et deux fonctions donnees cp(z) et o/(z), ii 
existe une partie de M comprenant tous Jes elements x de M pour les­
quels cp(z) est element de o/(z) ou inversement. » La seule difference 
avec I'axiome suggere par Godel reside dans Ia definition de cp(z) et 
o/(z) . Tandis que pour God.el , les fonctions propositionnelles (qui 
remplacent l'unique proposition cp(z) t o/(z)) 1 sont uniquement eons­
tituees avec les symboles logiques, les constantes representant les 
ensembles deja construits et le symbole t., ii intervient chez Fraenkel 
par exemple comme fonction d'ensemble Px, }'ensemble des parties 
de x dont }'existence se trouve posee par un autre axiome. Autrement 
dit }'ensemble des parties joue lui-meme un role dans la definition 
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d'une partie d'ensemble, « exemple classique de moment non predica­
tif » 2 mais necessaire pour conserver toute son ampleur a la theorie. 
Gi:idel cependant l'evite, sans restreindre semble-t-il sensiblement, en 
poursuivant son processus de construction assez loin dans le transfini. 
Du tMoreme T decoule l'enonce de reductibilite, qui assure comme on 
l'a vu la validite aussi bien de l'axiome de separation que de celui de 
!'ensemble des parties. 

Ainsi se manifeste une sorte de reciprocite entre superposition 
transfinie et moment non predicatif : de meme qu'en geometrie pro­
jective, !'intervention d'une nouvelle dimension de l'espace rend inu� 
tiles les axiomes de congruence (en passant de la droite au plan, du 
plan a trois dimensions), de meme !'elevation jusqu'A un ordre trans­
fini suffisamment eleve remplace les definitions non predicatives et 
les justifie par un processus predicatif. C'est l'idee meme qui guide 
Gentzen dans son effort pour demontrer la non-contradtction de I' ana­
lyse classique. L'originalite de GOdel est d'avoir pousse jusqu'a la 
classe c.>w et tlu meme coup affermi ce que l'on croyait depuis l 'echeu 
de la meta-matMmat1que hors des possibilites d'un affermissement 
quelconque. 

Est-ii raisonnable d'exiger ou seulement d'esperer davantage ? 
Les conditions posees par lee finitistes de stricte observance a l'exis­
tence matMmatique manifestent une meconnaissance de ce qui fait 
la realite meme de l'objet. II n'y a pas d'absolu au depart : que dire 
du point, du continu, du nombre entier, sinon qu'ils sont elements et 
origines d'enchainements ou ils prennent leur sens et qui lee depassent ? 
Une intuition irreductible n'est qu'un arret sans pensee. La theorie 
kantienne des matMmatiques obsede encore logiciens et mathemati­
ciens, mais par ce qu'elle presente de superficiel et d'illegitimement 
interpretable en termes psychologiques. Prise d'ailleurs dans son authen­
ticite elle reste inadequate en tant qu'elle confond le moment dialec­
tique de la position du concept et le moment transcendantal de sa 
scMmatisation. La notion de construction dans !'intuition doit con­
cilier !'exigence de domination par le concept avec l'insertion de son 
objet dans une multiplicite qui lui procure une sorte d'independance 
par rapport a tout contenu actuel de pensee. II y a dans l'objet mathe­
matique singulier comme une affinite avec ce qui n'est pas lui, par 
quoi ii echappe a sa definition et justifie le progrel3 hors de lui. Mais 
comment, dans la theorie kantienne du concept, poser en termes 
lntellectuels une liaison qui BE)mble comporter un element irreductible 

1. a t. b signifie a est element de b. 
2 .  FRAENKEL,  Untersuchungen iiber die Grund/agen dcr Mengenlehre (Math. Zeitsclirift, 22 (t925), p. 256) . 
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d'exteriorite ? D'ou l'idee d'une connaissance intuitive ou multipli­
cite et exteriorite subsistent par essence, et d'une construction intui­
tive, qui soumet cette exteriorite a !'unite sans l 'abolir comme telle, 
parce qu'elle reste a la fois a l' interieur et a l'exterieur du concept. 
Sa rationalite virtuelle, Jes liens de celle-ci avec Jes concepts d'un intel­
lect fini sont autant de problemes : on peut se demander ce que com­
porte le concept de quantum comme contenu intelligible independam­
ment de son scheme numerique. Par ailleurs apparalt le malentendu 
qui fait donner Ia construction elle-meme comme representable ; 
c'est la confusion deja  signalee entre proces effectif et proces effectue. 
Puisque le temps de la construction est le temps transcendantal, ii 
devrait echapper a toute representation et par suite a toute condition 
dans l'accomplissement de sa synthese. Mais serait-il encore un temps ? 
et pourrait-on encore parler d'accomplissement ? C'est l'ambiguite 
fondamentale de la philosophie transcendantale de poser Jes conditions 
de la connaissance relativement a une activite synthetique qui serait 
definissable et apprehendable directement dans une connaissance 
echappant elle-meme a la critique : la condition de la representation 
se confondant avec Jes representations de condition. D'ou I' exclusion du 
nombre infini : comment construire dans le temps ce qui suppose une 
infinite d'etapes ? mais c'est justement dissocier c�s etapes de leur 
unique fonction d'elements pour en faire des evenements, Jes objets 
exigeant une representation singuliere et n'existant que par elle. 
Alors la mathematique est impossible et l'eleatisme a raison. 

Si l'on veut deja donner un role au quelconque dans Ia definition 
d'un proces synthetique, aussi bien au quelconque apparaissant dans 
le discernement des etapes, que s'opposant a la singularite de celles-ci 
et du resultat final, ii faut que le proces soit lui-meme defini comme 
regle, unite rationnelle d'une certaine multiplicite, que la reference 
a I' intuition suppose une relativite de cette intuition a d' autres schemes, 
d'autres enchalnements regles. A chaque etape du progres mathema­
tique de nouvelles notions se voient refuser leur droit de cite, parce 
qu'elles ne peuvent procurer de representation dans le systeme intuitif 
preexistant. Ainsi pour le nombre negatif, pour Jes imaginaires, pour 
l'in finiment petit et l'infiniment grand a l'epoque de Kant. La solution 
chaque foi s n'est pas, comme on le croit superficiellement, la decou­
verte d'une traduction dans une intuition spatiale immuable (repre­
sentation des nombres negatifs sur une droite, des imaginaires dans le 
plan) : aussi bien faudrait-il donner un sens a la notion confuse de 
traduction. La solution consiste dans une transformation de la zone 
intuitive c'est-a-dire des regles qui en posent l'emp)oi de pensee, OU )e 
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systeme schematique. L'exemple le plus frappant est le continu nume­
rique avec la definition donnee par Dedekind. Autrement dit l'intui­
tion dans sa quiddite progresse parallelement a l 'enchainement dia­
lectique des concepts. Elle n'est que la manifestation pour la conscience 
empirique, d'une independance relative des methodes et des theories, 
qui permet des elaborations autonomes provoquant par leurs resultats 
rencontres et renversements. Le scheme transcendantal represente le 
pouvoir moteur d'une synthese nouvelle - posterieure a de tels ren­
versements - la force inteme d'une niethode, l'unite sous-jacente 
d'une theorie. Dans la mesure ou ii schematise une intuition , ii fixe la 
theorie dans un aspect rigide, lui procure une sorte d'uniforme dont 
l'intelligibilite meme le fait croire definitif. Ainsi l'arithmetisation de 
)'analyse, et cette intuition du nombre pur dont parle Poincare, 
schema en realite du raisonnement d'induction complete. 

Mais les exigences d'actualisation sont chaque fois relatives a 
l'etage intuitif, c'est-a-dire a la multiplicite inherente au systeme con­
ceptuel mathematique : si la suite des nombres est une intuition, ii 
est aussi impossible de s'y representer tel nombre particulier (comme 

· d'imaginer un chiliogone) que d'y decider leurs proprietes (problemes 
non resolus de l'arithmetique). Les travaux de Church, Kleene sur la 
conatructibilite des fonctions et des nombres transfinis, representent 
une etape posterieure : en utilisant lee fonctions quasi recurrentes, 
en parcourant un segment de la classe II,  ils exigent une intuition 
plus compliquee a quoi s'applique le schematisme des fonctions quasi­
recurrentes. De meme l' induction transfinie non restreinte du theo­
reme de Godel : le scheme est aussi precis puisqu'il permet de demon­
trer, la zone intuitive est constituee par le systeme des schemes (a 
un etage inferieur) du formalisme logico-mathematique de la theorie 
des ensembles. Cantor disait « Je me represente un ensemble comme 
un abime. » Le progres par superposition intuitive a precis� cette intui­
tion dans la multiplicite de� modes d'emploi du signe-ensemble au 
sein des systemes Zermelo-Fraenkel ou Von Neumann : elle est bien 
ici encore mobilite regiee, relation a l'indetermination des problemes 
non resolus. 

Le lien entre cette superposition intuitive et la dialectique du con­
cept reste le probleme fondamental de Ia philosophie mathematique. 
La description est bien connue de ces renversements historiques ou 
le resultat fait eclater la methode et le systeme tout entier dont ii est 
issu : Jes procedes exiges par Ia solution d'un probleme provoquent, 
dans l'actualisation meme qui leur donne un sens, un tel changement 
d'eclairage qu'il faut deja abandonner les notions qui forment leur 
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structure. Mais Jes liaisons. intellectuelles depassent l'histoire empi­
rique : c'est leur developpement dialectique qui assure a la fois le 
mouvement de celles-ci et par elles-memes la permanence de leur vali­
dite. Ce qui marque l 'histoire est la soumission du transcendantal a 
ses etapes : l'obligation du passage est reconnue dans un echec, Ia 
necessite du progres dans l'indetermination d'une decouverte. La neces­
site apparait apres coup. Aucune analyse de la conscience des actes ne 
permet de prevoir, pas plus qu'elle ne procure une permanence quel­
conque. Intuitif est synonyme de conscience effective (ou effectuante), 
transcenciantal de constitutif (ou constituant), relativement a un sys­
teme conceptual donne. Pas plus qu'il n'y a de systeme clos, ii n'y a 
de transcendantal absolu : l'unite formelle est la continuite d'un 
enchainement d'actes, le concret est la nouveaute d'unification d'un 
multiple reconnu encore conceptuellement comme tel. Mais s'il n'y a. 
de multiplicite qu'au depart, toute tentative de regularisation incon 
ditionnee est frappee de caducite : ainsi pour l 'arithmetisme fin 
de Kronecker, pour la theorie weierstrassienne du calcul infinitesimal, 
pour le finitisme hilbertien. 

" 'Ael 6 ilv6p6>7t� lip L6fA.YJTL�&: L " 
Si l'on vent garder la devise de Dedekind, ii faut dilater la notion 

de numeration plus loin que ]'application, plus loin qu'un transfini 
determine, plus loin m�me qu'un nombrement quelconque, pour qu'elle 
marque la solidarite effective d'un developpement regle dont la jus­
tification intelligible est a la fois hors de la condition humaine -
pour etre integrale - et pourtant - au moins en idee - peut-etre 
une de ses caracteristiques essentielles. 


