
HEAPS OF P I E C E S :  I : 
B A S I C  D E F I N I T I O N S  AND C a ~ I N A T O R I A L  LEI~tAS 

G 6 r a r d  X a v i e r  VlENNOT 
U n i v e r s i t 6  de B o r d e a u x  I 

U . E . R .  de M a t h ~ m a t i q u e s  e t  d '  I n f o r m a t i q u e  
T a l e n c e  C e d e x  F r a n c e  

A b s t r a c t .  We i n t r o d u c e  t h e  c o m b i n a t o r i a l  n o t i o n  o f  heaps  o f  p i e c e s ,  
w h i c h  g i v e s  a g e o m e t r i c  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  C a r t i e r - F o a t a ' s  c o m m u t a -  
t i o n  m o n o i d .  T h i s  t h e o r y  u n i f i e s  and s i m p l i f i e s  many o t h e r  w o r k s  in  
C o m b i n a t o r i c s  : b i j e c t i v e  p r o o f s  in m a t r i x  a l g e b r a  (MacMahon M a s t e r  
t h e o r e m ,  i n v e r s i o n  m a t r i x  f o r m u l a ,  J a c o b i  i d e n t i t y ,  C a y l e y - H a m i l t o n  
t h e o r e m ) ,  c o m b i n a t o r i a l  t h e o r y  f o r  g e n e r a l  ( f o r m a l )  o r t h o g o n a l  
p o l y n o m i a l s ,  r e c i p r o c a l  o f  R o g e r s - R a m a n u j a n  i d e n t i t i e s ,  g r a p h  t h e o r y  
( m a t c h i n g  and c h r o m a t i c  p o l y n o m i a l s ) .  Heaps  may b r i n g  new l i g h t  on 

c l a s s i c a l  s u b j e c t s  as p o s e t  t h e o r y .  They  a r e  r e l a t e d  to  o t h e r  f i e l d s  as 
T h e o r e t i c a l  C o m p u t e r  S c i e n c e  ( p a r a l l e l i s m )  and S t a t i s t i c a l  P h y s i c s  
( d i r e c t e d  a n i m a l s  p r o b l e m ,  l a t t i c e  gas  mode l  w i t h  h a r d - c o r e  
i n t e r a c t i o n s ) .  C o m p l e t e  p r o o f s  and d e f i n i t i o n s  a r e  g i v e n  in s e c t i o n s  2,  
3 , 4 , 5 .  O t h e r  s e c t i o n s  g i v e  a summary  o f  p o s s i b l e  a p p l i c a t i o n s  o f  h e a p s .  

1.  I n t r o d u c t i o n  

F o l l o w i n g  some wo rk  o f  F o a t a  [ 2 4 ]  on c o m b i n a t o r i a l  p r o p e r t i e s  
o f  r e a r r a n g e m e n t s  o f  s e q u e n c e s ,  C a r t i e r  and F o a t a  [ 9 ]  i n t r o d u c e d  in 
1969 t h e  m o n o i d s  g e n e r a t e d  by an a l p h a b e t  A w i t h  r e l a t i o n s  ab = b e ,  f o r  
a l l  p a i r s  o f  l e t t e r s  a , b  o f  A such  t h a t  ( a , b )  E C, w h e r e  C i s  a f i x e d  
s u b s e t  o f  A x A. The b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e s e  m o n o i d s ~  e s p e c i a l l y  t h e  
s o - c a l l e d  f l o w  mono id  and r e a r r a n g e m e n t  m o n o i d ,  a p p e a r  n o w a d a y s  t o  be a 
c l a s s i c a l  mode l  in  c o m b i n a t o r i c s  (see f o r  e x a m p l e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
c h a p t e r s  o f  t h e  b o o k s  o f  L a l l e m e n t  [ 3 9 ]  o r  L o t h a i r e  [ 4 0 ] ) .  T h e s e  
m o n o i d s  a r e  s o m e t i m e s  c a l l e d  f r e e  p a r t i a l l y  a b e t i a n  m o n o i d s .  For  s h o r t ,  
we p r o p o s e  t o  c a l l  them c o m m u t a t i o n  m o n o i d s .  

T h i s  model  has been  used  t o  p r o v e  c o m b i n a t o r i a l l y  ( i . e .  w i t h  
b i j e c t i o n s )  some c l a s s i c a l  f o r m u l a e  o f  m a t r i x  a l g e b r a  : t h e  c e l e b r a t e d  
MacMahon M a s t e r  t h e o r e m  in  C a r t i e r - F o a t a  [ 9 ] ,  t h e  i n v e r s i o n  m a t r i x  
f o r m u l a  in  F o a t a  [ 2 6 ]  and t h e  J a c o b i  i d e n t i t y  in F o a t a  [ 2 7 ] .  More  
r e c e n t l y ,  G e s s e l  [ 3 0 ]  has  shown how to  d e d u c e ,  f r o m  t h e  c o m m u t a t i o n  
m o n o i d  m o d e l ,  S t a n l e y ' s  r e l a t i o n  b e t w e e n  c h r o m a t i c  p o l y n o m i a l s  and 
a c y c l i c  o r i e n t a t i o n s  o f  g r a p h s .  V e r y  r e c e n t l y ,  a new a c t i v e  a r e a  o f  
r e s e a r c h  has g r o w n  up in T h e o r e t i c a l  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  u s i n g  c o m m u t a -  
t i o n  m o n o i d s  as an a l g e b r a i c  and c o m b i n a t o r i a l  mode l  f o r  p a r a l l e l i s m  
p r o b l e m s  and c o n c u r r e n c y  a c c e s s  t o  d a t a  b a s e s ,  see  §10 b e l o w .  
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In  t h i s  p a p e r  we i n t r o d u c e  a n o t h e r  mode l  : t h e  n o t i o n  o f  heaps  
o f  p i e c e s .  T h i s  m o d e l  w i l i  a p p e a r  t o  be e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o m m u t a t i o n  
m o n o i d  m o d e l .  A t  t h e  b e g i n n i n g ,  t h e  r e a d e r  may h a v e  c e r t a i n  d o u b t s  
a b o u t  t h e  i n t e r e s t  o f  p r e s e n t i n g  t h i s  new v e r s i o n  o f  t h e  c o m m u t a t i o n  
m o n o i d  w i t h  h e a p s  o f  p i e c e s .  T h e s e  d o u b t s  w i l l  p r o b a b l y  be r e i n f o r c e d  

a f t e r  r e a d i n g  t h e  a b s t r a c t  d e f i n i t i o n s  2 . 1 , 2 . 4 ,  2 . 5  and 2 . 7  b e l o w  w h e r e  
t h e  h e a p s  mode l  seems  more  c o m p l i c a t e d  t h a n  t h e  c o m m u t a t i o n  m o n o i d .  

Once  t h e  r e a d e r  has  o v e r p a s s e d  t h e s e  a b s t r a c t  p r e t i m i n a r i e s ,  
h e a p s  g i v e  a p o w e r f u l  " g e o m e t r i c "  v i s u a l i z a t i o n  o f  t h e  c o m m u t a t i o n  
m o n o i d s .  Many  b a s i c  temmas and  b i j e c t i o n s  become  r e a l l y  s i m p l e .  The 
h e a p s  m o d e l  a p p e a r s  t o  be  r e l a t e d  t o  o t h e r  d o m a i n s ,  as  f o r  e x a m p l e  
S t a t i s t i c a l  P h y s i c s ,  a l t h o u g h  t h e  r e l a t i o n s h i p  w i t h  c o m m u t a t i o n  m o n o i d s  
was n o t  o b v i o u s .  U s i n g  t h e  h e a p s  m o d e l ,  we h a v e  s o l v e d  c o m b i n a t o r i a l l y  
some o p e n  q u e s t i o n s  a b o u t  t h e  d i r e c t e d  a n i m a l s  mode l  i n t r o d u c e d  by  

p h y s i c i s t s  i n  1982 ( s e e  a s u r v e y  in  V i e n n o t  [ 4 7 ] ) .  

Now we g i v e  w i t h  an e x a m p l e  an i n t u i t i v e  i n t r o d u c t i o n  t o  t h e  
n o t i o n  o f  h e a p s .  S u p p o s e  we h a v e  an 8 x 8 c h e s s b o a r d  and  some d i m e r s .  
Each  d i m e r  i s  a p i e c e  o f  wood  w h i c h  can  c o v e r  two  c o n s e c u t i v e  c e l l s  o f  
t h e  c h e s s b o a r d .  S u p p o s e  we p u t  t h e  d i m e r s ~  o n e  by  o n e ,  on t h e  
c h e s s b o a r d .  Each  t i m e ,  o n e  c h o o s e  a " g e o g r a p h i c a l  p o s i t i o n "  f o r  t h e  
n e x t  d i m e r  ( i . e .  two c o n s e c u t i v e  c e l l s  o f  t h e  c h e s s b o a r d ) .  Then  t h e  
d i m e r  i s  p u t  v e r t i c a l l y  a b o v e  t h i s  p o s i t i o n  and  l o w e r e d  u n t i l  i t  
t o u c h e s  t h e  c h e s s b o a r d ,  c o v e r i n g  t h e  two c e l l s  o f  t h e  c h o s e n  g e o g r a -  
p h i c a l  • p o s i t i o n ,  o r  u n t  I i t  t o u c h e s  one  ( o r  two )  o t h e r  d i m e r s  
p r e v i o u s l y  p l a c e d _  P l a c i n g  t h e  new d i m e r  u n d e r  o t h e r  d i m e r s  i s  n o t  
a l l o w e d .  In  o t h e r  w o r d s j  i t  mus t  be p o s s i b l e  t o  r e m o v e  t h e  d i m e r s  o n e  
by  one~ w h i t h o u t  m o v i n g  t h e  o t h e r  d i m e r s ~  a s  i n  t h e  game c a l l e d  
" M i k a d o " .  What i s  s e e n  on t h e  c h e s s b o a r d  i s  t h e  v i s u a l i z a t i o n  o f  t h e  
m a t h e m a t i c a l  n o t  on  o f  heaps  o f  d i m e r s ,  ( s e e  F i g .  1 ) .  

F i g . 1 .  Heap o f  d i m e r s  
( o r  e q u i v a l e n c e  c l a s s  o f  a 

c o m m u t a t i o n  m o n o i d )  

When we c o n s i d e r  s u c h  
h e a p s  o f  d i m e r s ,  we t h u s  f o r g e t  
some i n f o r m a t i o n s  a b o u t  t h e  e x a c t  
o r d e r  o f  p l a c e m e n t s  o f  t h e  
d i m e r s .  F o r  e x a m p l e ,  b e t w e e n  t h e  
two d i m e r s  ~ and  ~ o f  f i g u r e  1, 
one  c a n n o t  t e l l  w h i c h  o n e  was 
p l a c e d  f i r s t .  N e v e r t h e l e s s ,  
l o o k i n g  t h i s  same f i g u r e ~  o n e  c a n  
s a y  t h a t  t h e  d i m e r  m was p u t  
b e f o r e  t h e  d i m e r  B- In  o t h e r  
w o r d s ,  we d e f i n e  t h e  r e l a t i o n  ~ B  
i f f  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  r e m o v e  
t h e  d i m e r  ~ f r o m  t h e  h e a p  
w h i t h o u t  r e m o v i n g  t h e  d i m e r  B- 
The r e l a t i o n  ~ i s  a p a r t i a l  o r d e r  
r e l a t i o n .  A h e a p  w i l l  be a p o s e r  

( p a r t i a l { y  o r d e r  s e t )  s a t i s f y i n g  c e r t a i n  a x i o m s  r e l a t i n g  t h e  o r d e r  
r e l a t i o n  ~ , c a l l e d  " t o  be above ' * ,  and  a n o t h e r  r e l a t i o n  c a l l e d  
c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n .  H e r e  t h i s  r e l a t i o n  i s  d e f i n e d  on t h e  s e t  o f  
" g e o g r a p h i c a l  p o s i t i o n s "  f o r  d i m e r s  ( t h e r e  a r e  2 x S x T = 1 1 2  s u c h  
p o s i t i o n s ) . T w o  p o s i t i o n s  a r e  c o n c u r r e n t  i f f  t h e y  h a v e  one  ( o r  two )  
c e l l s  in  common.  
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I f  we t a k e  as a l p h a b e t  t h e  s e t  A o f  t h e  112 p o s s i b l e  
" g e o g r a p h i c a l  p o s i t i o n s "  f o r  d i m e r s  on t h e  c h e s s b o a r d ,  a wo rd  w o f  
l e t t e r s  in  A is  an e n c o d i n g  o f  t h e  p l a c e m e n t s  o f  t h e  d i m e r s  o f  t h e  heap 
( r e m e m b e r i n g  t h e  o r d e r  o f  p l a c e m e n t s ) .  F o r g e t t i n g  t h i s  e x a c t  o r d e r  
c o r r e s p o n d s  t o  c o n s i d e r  t h e  word  w up t o  t h e  c o m m u t a t i o n s  ab = ba , 
w h e r e  t h e  g e o g r a p h i c a l  p o s i t i o n s  a and b a r e  d i s j o i n t  ( i . e .  n o t  i n  
c o n c u r r e n c e ) .  The heap  o f  d i m e r s  i s  e x a c t l y  t h e  g e o m e t r i c  v i s u a l i z a t i o n  
o f  t h e  e q u i v a l e n c e  c l a s s  o f  t h e  w o r d  w in  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m m u t a t i o n  
m o n o i d .  

T h i s  p a p e r  i s  t h e  f i r s t  o f  a s e r i e s  d e v o t e d  to  t h e  t h e o r y  o f  
h e a p s  and i t s  v a r i o u s  a p p l i c a t i o n s .  I t  c o n t a i n s  two  p a r t s .  In s e c t i o n s  
2~3~4~5  we g i v e  t h e  b a s i c  d e f i n i t i o n s  and  lemmas o f  t h e  t h e o r y j  w i t h  
c o m p l e t e  p r o o f s .  S e c t i o n s  6 , 7 ~ 8 j 9 , I 0  p r e s e n t  a summary  o f  t h e  o t h e r  
p a p e r s  [ 1 5 ] , [ 1 7 ] , [ 5 0 ] , [ 5 1 ]  and r e l a t e d  w o r k s .  

Heaps  a r e  d e f i n e d  in §2,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  heap monoid H ( P , ~ )  
r e l a t e d  t o  a s e t  o f  b a s i c  p i e c e s  P e q u i p p e d  w i t h  a c o n c u r r e n c y  
r e l a t i o n .  

tn §3 ,  we show t h e  e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  t h e  heap  mono ds and t h e  
commutat ion monoids. 

In §4,  we show t h a t  e v e r y  heap m o n o i d  can be r e a l  zed  w i t h  a 
c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  a n a l o g o u s  to  t h e  one d e s c r i b e d  a b o v e  w i t h  d i m e r s .  
B a s i c  p i e c e s  a r e  s u b s e t s  o f  a s e t ,  each  o f  t h e s e  s u b s e t s  b e i n g  e q u i p p e d  
w i t h  a c e r t a i n  c o m b i n a t o r i a l  s t r u c t u r e .  We a l s o  show t h a t  e v e r y  p o s e r  
can  be " r e a l i z e d "  as  a heap o f  p i e c e s .  T h i s  s e c t i o n  i s  j u s t  a 
p r e l i m i n a r y  s t e p  o f  a p r o m i s i n g  a r e a  o f  r e s e a r c h  : s t u d y i n g  posers 
t h e o r y  w i t h  t h e  h e a p s  p o i n t  o f  v i e w ,  in  p a r t i c u l a r  r e a l i z a t i o n s  o f  
f a m i l y  o f  p o s e t s  as a f a m i l y  o f  h e a p s  H ( P , ~ )  . 

B a s i c  lemmas a b o u t  heaps g e n e r a t i n g  f u n c t i o n s  a r e  g ~ v e n  in  §5:  
i n v e r s i o n  lemma ( i n  f a c t  t h e  e q u i v a l e n t  o f  t h e  N 6 b i u s  f u n c t i o n  o f  t h e  
c o m m u t a t i o n  m o n o i d ,  d e f i n e d  by C a r t i e r ,  F o a t a  [ 9 ] ) ,  h e a p s  w i t h  g i v e n  
m a x i m a l  p i e c e s  and t h e  l o g a r i t h m i c  p r o p e r t y  " l o g ( h e a p ) = p y r a m i d  ' ' .  A 
pyramid i s  a heap h a v i n g  o n l y  one m a x i m a l  p i e c e  (as in  f i g u r e  1 ) .  

A f t e r  t h e  work  o f  C a r t i e r ,  F o a t a  [ 9 ]  and F o a t a  [ 2 6 ] , [ 2 7 ]  g i v i n g  
c o m b i n a t o r i a l  p r o o f  o f  c l a s s i c a i  m a t r i x  a l g e b r a  t h e o r e m s ~  and a l s o  
w o r k s  o f  J a c k s o n  [ 3 6 ] ,  S t r a u b i n g  [ 4 6 ]  and s i m p l i f i c a t i o n s  o f  Z e i l b e r g e r  
[ 5 1 ] ,  we p r e s e n t  in  D u l u c q ,  V i e n n o t  [ 1 8 ]  an u l t i m a t e  s t e p ,  u n i f y i n g  a l l  
t h e s e  b i j e c t i o n s  as s i m p l e  c o n s e q u e n c e s  o f  a few b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  
h e a p s .  A summary  i s  g i v e n  in  §6.  

A f t e r  F l a j o l e t  [ 2 2 ] ,  t h e  a u t h o r  has p r o p o s e d  in  [ 4 7 ]  ( s u r v e y  in  
[ 4 8 ] )  a c o m b i n a t o r i a l  t h e o r y  o f  f o r m a l  o r t h o g o n a l  p o l y n o m i a l s  w i t h  
w e i g h t e d  p a t h s .  Some p a r t  o f  t h i s  t h e o r y  can  be s i m p l i f i e d  and 
r e i n t e r p r e t e d  w i t h  heaps  o f  p i e c e s .  T h i s  i s  s u m m a r i z e d  in  §7.  C l o s e l y  
r e l a t e d  i s  a p r o p e r t y  o f  A n d r e w s  [ 2 ]  a b o u t  t h e  " r e c i p r o c a l "  o f  t h e  
f amous  R o g e r s - R a m a n u j a n  i d e n t i t i e s .  A n d r e w ' s  i n t e r p r e t a t i o n  can a l s o  be 
d e d u c e d  f r o m  h e a p s  b a s i c  p r o p e r t i e s .  
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In §8 we g i v e  some r e l a t i o n s  b e t w e e n  h e a p s  and  g r a p h  t h e o r y  : 
c h r o m a t i c  p o l y n o m i a l s  and  a c y c l  i c  o r i e n t a t i o n s  o f  g r a p h s  f r o m  G e s s e l  
[ 3 0 ]  and  a summary  o f  D e s a i n t e - C a t h e r i n e ,  V i e n n o t  [ 1 5 ]  r e l a t i n g  h e a p s  
and  m a t c h i n g  p o l y n o m i a l s  o f  g r a p h s .  G o d s i l ' s  t r e e - l i k e  p a t h s  [ 3 1 3  f i t  
v e r y  w e l l  w i t h  t h e  h e a p s  m o d e l .  

In  §9 we p r e s e n t  a b r i e f  summary  o f  V i e n n o t  [ 5 0 ] , [ 5 1 ]  g i v i n g  
two  a p p l i c a t i o n s  o f  h e a p s  t h e o r y  i n  s t a t i s t i c a l  p h y s i c s  ; t h e  
c o m b i n a t o r i a l  s o l u t i o n  o f  t h e  d i r e c t e d  an ima l  p r o b l e m  and  a c o m b i n a -  
t o r i a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  d e n s i t y  o f  a g a s  w i t h  h a r d - c o r e  
i n t e r a c t i o n s .  

tn  § 1 0 ,  we g i v e  a f l a v o r  o f  t h e  c o n n e c t i o n s  w i t h  p a r a l l e l i s m  
p r o b l e m s  in  T h e o r e t i c a l  Compute r  S c i e n c e .  

2.  B a s i c  t e r m i n o l o g y  f o r  heaps 

L e t  P be a s e t  e q u i p p e d  w i t h  a s y m m e t r i c  and  a r e f l e x i v e  b i n a r y  
r e l a t i o n  ~ ( i . e .  a~b ~ b~a and  a~a f o r  e v e r y  a~b E P ) .  The e l e m e n t s  o f  
P a r e  c a l l e d  b a s i c  p i e c e s .  The r e l a t i o n  ~ i s  c a l l e d  t h e  c o n c u r r e n c y  
r e l a t i o n .  

D e f i n i t i o n  2 . 1 ,  A l a b e l e d  heap w i t h  p i e c e s  i n  P i s  a t r i p l e  ( E ~ , E )  
w h e r e  ( E : ( )  i s  a f i n i t e  p o s e r  ( i . e . ,  p a r t i a l l y  o r d e r e d  s e t )  w i t h  o r d e r  
r e l a t i o n  d e n o t e d  by  ~ and  e i s  a map e : E ~ P s a t i s f y i n g  t h e  two 
f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  

( i )  f o r  e v e r y  0c,BEE s u c h  t h a t  ~ (00 ~' F. ( ~ ) ,  t h e n  o~ and  I~ a r e  
c o m p a r a b l e  ( i . e  ~;1~ o r  ~ o ~ ) .  

( i  i )  f o r  e v e r y  (x,13EE s u c h  t h a t  Ix<l~ and  I~ c o v e r s  Ix ( i . e .  I x ~ , l ~  =) ~=lx 
o r  ~=1~) t h e n  F. (Ix) ~ E (1~) . 

The  e l e m e n t s  o f  E w i l l  be c a l l e d  p i e c e s .  When ~ B j  we w i l l  s a y  
t h a t  t h e  p i e c e  ~ i s  above t h e  p i e c e  ~. 

R e m a r k  t h a t  P i s  n o t  n e c e s s a r  l y  f n i t e  b u t  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  
s e t  down t h a t  a l l  t h e  h e a p s  we c o n s i d e r  i n  t h i s  t h e o r y  a r e  f i n i t e .  

Example  2 . 2 .  L e t  B = [ 0 , 8 ]  x [ 0 , 8 ] .  A c e l l  ( o r  e l e m e n t a r y  s q u a r e )  i s  
t h e  s e t  o f  p o i n t s  ( x , y )  o f  B s u c h  t h a t  i < x < i + l ,  j < y < j + l  f o r  c e r t a i n  i ,  

j o f  [ 0 , 7 ] .  The  s e t  P o f  b a s i c  p i e c e s  i s  t h e  s e t  o f  s u b s e t s  o f  B f o r m e d  
by  t h e  u n i o n  o f  two  c e l l s  j o i n e d  by  an e d g e .  The c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  
i s  d e f i n e d  by  a~b  i f f  anb  ~ ~ .  A h e a p  E w i t h  p i e c e s  i n  P was v i s u a l i z e d  
on F i g . 1 .  

H e r e  t h e  map ~ i s  t h e  p r o j e c t i o n  a s s o c i a t i n g  t o  e a c h  d i m e r  o f  
t h e  h e a p  i t s  " g e o g r a p h i c a l  p o s i t i o n " ,  i . e .  an e l e m e n t  o f  P ( s e e  t h e  
h e u r i s t i c  i n t r o d u c t i o n  in  § 1 ) .  
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r e l a t i o n  ~ i s  d e f  ned by : 

1; 4~ 5: 
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t h e  s e t  o f  i n t e g e r s  . The c o n c u r r e n c y  
i f f  I j - i l ~ l  f o r  i , j ~ P .  The p o s e t  E 

i s  d e f i n e d  on F i g . 2  by  
i t s  Hasse d iag ram,  
( i . e .  an edge  g o e s  
u p w a r d  f r o m  ~ t o  B i f f  

c o v e r s  ~ ) .  The map 6 
i s  d e f i n e d  on F i g . 2  b y :  
f o r  ~ E  l y i n g  on t h e  
v e r t i c a l  l i n e  x : i ,  t h e n  
~ ( ~ ) = i .  

The r e a d e r  w i l l  v e r i f y  
t h a t  t h e  a x i o m s  ( i )  and 

) 
× ( i i )  a r e  s a t i s f i e d .  

F i g . 2 .  A heap o f  p i e c e s .  

Equiva len t  d e f i n i t i o n s  fo r  heaps 

a) C o n d i t i o n s  ( i )  and ( i i )  can  be r e p l a c e d  by  ( i )  and ( i i ' )  w h e r e  ( i i ' )  
i s  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  

( i i ' )  
f o r  e v e r y  ~ ,BEE w i t h  ~ B ~  t h e r e  ex  s t s  a s e q u e n c e  ~ = ~ 1 ~ - - .  
~ k = B  o f  p i e c e s  o f  E such  t h a t  6 ( ~ t )  ~ 6 ( ~ i + t )  f o r  e v e r y  i ,  
l ~ i < k .  

b) A s e c o n d  f o r m u l a t i o n  i s  ( 
c o n d i t i o n  

and ( i " )  w h e r e  ( i  i " )  i s  t h e  f o l l o w i n g  

(i i")  
t h e  o r d e r  r e t a t  on ~ s t h e  t r a n s i t i v e  c l o s u r e  o f  t h e  
r e l a t i o n  ~ '  d e f i n e d  by : f o r  ~ , B E E j  • ~ ' B  i f f  ~ B  and 6 ( ~ )  

(6) .  

c) A t h i r d  f o r m u l a t i o n  i s  t h e  f o l l o w i n g .  L e t  ~: E ~ P be a map o f  t h e  
s e t  E in P. L e t  G ( E , E , ~ )  be t h e  g r a p h  w h i c h  v e r t i c e s  a r e  t h e  e l e m e n t s  
o f  E and w i t h  an e d g e  b e t w e e n  ¢ and B i f f  ~ ( ; )  ~ ~ ( ~ ) .  Then d e f i n i n g  an 
o r d e r  r e l a t i o n  < on E s u c h  t h a t  ( E , ~ , s )  s a t i s f i e s  c o n d i t i o n s  ( i )  and 
( i i ) ,  i s  n o t h i n g  b u t  d e f i n i n g  an a c y c l i c  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  g r a p h  

G ( E , 6 , ~ )  ( i . e .  an o r i e n t a t i o n  o f  each  edge  such  t h a t  t h e  g r a p h  d o e s  n o t  
c o n t a i n  c y c l e s ) .  

Subheap, L e t  ( E , ~ , E )  be a heap  and F a s u b s e t  o f  E. L e t  6 '  be t h e  
r e s t r i c t i o n  o f  s t o  F. L e t  ~ be t h e  r e l a t i o n  d e f i n e d  on F by  ~ ~ B i f f  
• ~B and s ( ¢ )  f s ( B ) .  L e t  4 '  be t h e  t r a n s i t i v e  c l o s u r e  o f  ~ .  Then  
( F , ~ '  , s ' )  i s  c a l l e d  a subheap. 

D e f i n i t i o n  2 . 4 .  L e t  ( E , ~ , 6 )  and ( E ' j ~ ' , e ' )  be two h e a p s  o f  p i e c e s  in  P 
w i t h  t h e  same c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ .  We s a y  t h a t  t h e y  a r e  i s omorph i c  
i f f  t h e r e  e x i s t s  a b i j e c t i o n  ¢ : E  ~ E' w h i c h  i s  a p o s e t  i s o m o r p h i s m  
( i . e .  ¢ ~  in  E i f f  ~ ( ~ ) ~ ' ¢ ( B )  in  E ' )  ~ and such  t h a t  e = e ' o ~ .  
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D e f i n i t i o n  2 . 5 .  A heap o f  p i e c e s  ( i n  F r e n c h  : empi lement  de p ieces )  i n  
P w i t h  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ i s  a l a b e l e d  h e a p  ( d e f i n i t i o n  2 . I )  

d e f i n e d  up t o  a h e a p  i s o m o r p h i s m  ( o r  e q u i v a l e n c e  c l a s s ~  f o r  
i s o m o r p h i s m ~  o f  l a b e l e d  h e a p s ) .  

In t h e  f o l l o w i p g ,  a h e a p  w i l l  be d e n o t e d  by  one  o f  i t s  
r e p r e s e n t a t i v e  ( E , ~ , ~ )  c.r E f o r  s h o r t .  We w i l l  s o m e t i m e s  use  t h e  
n o t a t i o n  E = ( E ~ e ) ,  We w i l l  a g a i n  s a y  t h a t  t h e  e l e m e n t s  o f  E a r e  
p i e c e s ,  and  c a l l  t h e  o r d e r  r e l a t i o n  ~ as  " t o  be a b o v e " .  The s e t  o f  a l l  
f i n i t e  h e a p s  w i t h  p i e c e s  in  P and  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ i s  d e n o t e d  by 
H ( P , ~ ) .  

Lemma 2 . 6 .  Any a u t o m o r ~ P ~ s m  ~ 2 f  a l a b e l e d  heap  ( E , ~ , ~ )  ! s  t r i v i a !  
( i . e .  i s  t h e  i d e n t i t ~ . m ~ p _ o f  E) . 

P r o o f ,  F o r  a n y  b a s i c  p i e c e  aEP,  e - Z ( a )  i s  a f i n i t e  c h a i n  o f  E ( f r o m  ( i )  
and  t h e  r e f l e x i v i t y  o f  ~) . The r e l a t i o n  ~ : £ o ~  i m p l i e s  t h a t  ~ p r e s e r v e s  
t h i s  c h a i n .  As i t  i s  a p o s e r  a u t o m o r p h i s m ,  we d e d u c e  t h a t  ~ i s  t h e  

d e n t i t y  map.  

L e t  an be t h e  n u m b e r  o f  h e a p S o f  H ( P , ~ )  h a v i n g  n p i e c e s .  F rom 
emma 2 . 6 ,  we d e d u c e  t h a t  t h e  n u m b e r  b n o f  l a b e l e d  h e a p s ,  w i t h  s e t  o f  
a b e l s  a n y  s e t  o f  n e l e m e n t s  as  f o r  e x a m p l e  E = { 1 , 2 , . . . ~ n } ,  i s  

b n = n ! a  n. When e n u m e r a t i n g  h e a p s  ( r e s p .  l a b e l e d  h e a p s )  we w i l !  use  t h e  
o r d i n a r y  ( r e s p .  e x p o n e n t i a l )  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  £ a n t  n ( r e s p .  ~ b n 
t n / n ! ) ,  n~O n>O 

tn f a c t ~  l a b e l e d  h e a p s  a r e  an e x a m p l e  o f  J o y a l ' s  spec ies  [ 3 8 ] .  
H e a p s  a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t ype of  spec ies .  

I ~ f i n i t i o n  2 . 7 .  L e t  E and  F be two h e a p s  o f  H ( P , ~ ) .  t h e  p roduc t  H:E®F 
( o r  s u p e , ' p o s i t i o n  o f  F o v e r  E) i s  t h e  h e a p  H d e f i n e d  by t h e  f o l l o w i n g  : 
i f  E = ( E , ( , s )  , F : ( F ~ g , e ' )  , H = ( H , ~ , e " ) ,  t h e n  

E F H 

( i )  H :E+F ( d i s j o i n t  u n i o n  o f  E and F) 

( i  i )  ~ "  i s  t h e  u n i q u e  map 6 " : H ~ P  w h i c h  r e s t r i c t i o n  t o  E ( r e s p .  F) 
i s  ~ ( r e s p .  ~ ) .  

i )  t h e  o r d e r  r e l a t i o n  ~ i s  t h e  t r a n s i t i v e  
H 

f o l l o w i n g  r e l a t i o n  ~ f o r  ~ , B  E H, • ~ B i f f  

~ , ~  E E and  ~ 
E 

o r  - ~ , B  E F and  ~ B  
F 

o r  - ~ E E , ~ E F  and  ~ ( ~ ) ~  ~ '  ( B ) -  

c l o s u r e  o f  t h e  

Remark  t h a t  E and  F a r e  s u b h e a p s  o f  E®F. 

Such  a d e f i n i t i o n  i s  c o m p a t i b l e  w i t h  i s o m o r p h i s m s  and  t h u s  i s  
w e l l  d e f i n e d  on t h e  s e t  H ( P ~ )  o f  h e a p s .  

T h i s  p r o d u c t  o f  h e a p s  i s  a s s o c i a t i v e  and  H ( P , ~ )  i s  a monoid j  
c a l l e d  t h e  heap monoid,  w h i c h  n e u t r a l  e l e m e n t  i s  t h e  empty heap d e n o t e d  
by  ~ . 
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An e l e m e n t  ~ o f  P wi I I be i d e n t i f i e d  w i t h  a h e a p  r e d u c e d  t o  a 
s i n g l e  p i e c e .  The h e a p  E®~ i s  s a i d  t o  be o b t a i n e d  by  a d d i n g  ( o r  
p u t t i n g )  t h e  ( b a s i c )  p i e c e  ~ above t h e  h e a p  E. Any h e a p  E i s  a p r o d u c t  
( i n  g e n e r a l  in  s e v e r a l  d i f f e r e n t  ways )  o f  i t s  ( b a s i c )  p i e c e s .  Remark  
t h a t  f o r  a n y  two b a s i c  p i e c e s .  

(1)  ~ , B E P ,  ~®B=B®~ i f f  ~ ¢ a ( i . e .  ~ and  B a r e  n o t  in  c o n c u r r e n c y ) .  

The p r o d u c t  o f  h e a p s  i s  a l e f t  and  r i g h t  s i m p l i f i a b l e  p r o d u c t ,  
t h a t  i s  : E e F = E e F '  ~ F=F ~ and E®F=E '®F ~ E=E ~ . I f  E e l = F ,  f o r  ~EP and  
E , F E H ( P , ~ )  j we w i l l  s a y  t h a t  E s o b t a i n e d  by  d e l e t i n g  t h e  p i e c e  ~ f r o m  
t h e  t o p  o f  t h e  h e a p  F. 

D e f i n i t i o n  2 . 8 .  A t r i v i a l  h e a p  s a h e a p  s u c h  t h a t  t h e  o r d e r  r e l a t i o n  
i s  t r i v i a l ,  t h a t  i s  no p i e c e s  a r e  a b o v e  a n o t h e r .  

We w i l l  d e n o t e  by T ( P , ~ )  t h e  s e t  o f  t r i v i a l  h e a p s  o f  H ( P j ~ ) .  I f  
t h e  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ i s  ~ e m p t ~  e v e r y  h e a p  i s  t r i v i a l  and  t h e  h e a p  
m o n o i d  H ( P , ~ )  i s  i s o m o r p h i c  t o  t h e  f r e e  c o m m u t a t i v e  m o n o i d  g e n e r a t e d  by  

P. 

Lemma 2 . 9 .  Any ~ E E H ( P , ~ )  can  be w r i t t e n  i n  a u n i q u e  w a y a s  a 
& r o d u c t  o f  t r i v i a l  h e a p s  E : T I ® o . . ® T p  A g M t i s f y i n 9  t h e  c o n d i t i o n  : 

(2)  f o r  a n y  l ~ j < p ,  a n y  p i e c e s  o f  T j +  i i s  a b o v e  a ~ i e c e  o f  T j  

I t  s u f f i c e s  t o  t a k e  T t as  t h e  s u b h e a p  f o r m e d  by  t h e  m i n i m u m  
e l e m e n t s  o f  E. T h e n  o n e  can  w r i t e  E = T I®E I .  R e p e a t i n g  r e c u r s i v e l y  t h i s  

f a c t o r i z a t i o n ,  we g e t  t h e  u n i q u e  f a c t o r i z a t i o n  s a t i s f y i n g  ( 2 ) .  

T h i s  f a c t o r i z a t i o n  can  be c h a r a c t e r i z e d  in  a n o t h e r  way .  I t  s 
t h e  u n i q u e  f a c t o r i z a t i o n  i n t o  a p r o d u c t  o f  t r i v i a l  h e a p s ,  e a c h  f a c t o r  
h a v i n g  max imum c a r d i n a l i t y .  

3. The C a r t i e r - F o a t a  commutat ion monoid 

L e t  A be a s e t  and  A ~ be t h e  f r e e  mono id  g e n e r a t e d  by A, t h a t  
i s  t h e  s e t  o f  w o r d s  u = a l a 2 . . . a p  w i t h  t e t t e r s  a i in  t h e  s e t  A ( c a l l e d  
a l p h a b e t ) ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  l aw  c o n c a t e n a t i o n  o f  two 
w o r d s  : u = a l . . a  p and  v z ~ l . . ~ q ,  u v z a t . . a p b l . . b q .  The empty  word  {s 
d e n o t e d  by  e .  

L e t  C be a s y m m e t r i c  and a n t i r e f l e x i v e  r e l a t i o n  on A ( i . e .  aCa 

f o r  e v e r y  a E A ) .  

D e f i n i t i o n  3 . 1 .  
f r e e  m o n o i d  by  
r e l a t i o n s  : 

The  c o m m u t a t i o n  mono id  C o ( A , C )  i s  t h e  q u o t i e n t  o f  t h e  
t h e  c o n g r u e n c e  E c g e n e r a t e d  by  t h e  ( c o m m u t a t i o n )  

(3) f o r  e v e r y  a j b  E A w i t h  a C b,  t h e n  ab a c ba .  

The w o r d s  u and  v a r e  e q u i v a l e n t  i f f  one  c a n  t r a n s f o r m  u i n t o  v 

by  a s e q u e n c e  o f  t r a n s p o s i t i o n s  o f  two  c o n s e c u t i v e  l e t t e r s  a and  b s u c h  
t h a t  a C b .  The m o n o i d s  C o ( A , C )  ~ i n t r o d u c e d  by  C a r t i e r  and  F o a t a  [ 9 ] ,  

a r e  a l s o  c a l l e d  f r e e  p a r t i a l l y  a b e l i a n  m o n o i d s .  
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We s u p p o s e  t h a t  t h e  a l p h a b e t  A i s  t h e  s e t  P o f  b a s i c  p i e c e s  
e q u i p p e d  w i t h  t h e  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ .  L e t  C = ~ be t h e  c o m p l e m e n t a -  
r y  r e l a t i o n  ( i . e .  a C b i f f  a ~ b ) .  We a r e  g o i n g  t o  show t h a t  t h e  h e a p  
m o n o i d  H ( P , ~ )  i s  a c o m m u t a t i o n  m o n o i d  i s o m o r p h i c  t o  C o ( P , C ) .  

We d e f i n e  t h e  map ~ : P~ ~ H ( P , ~ )  by  t h e  r e l a t i o n  

(4) f o r  w : ~ l ~ 2 . . . ~ n E P  x ~ (w )  = ~1®~2®.  ® ~ n E H ( P , ~ )  j . . • 

In  o t h e r  w o r d s  ~ i s  t h e  u n i q u e  m o r p h i s m  ( o f  m o n o i d s )  s u c h  t h a t  
f o r  ~EP, ~ ( ~ )  i s  t h e  h e a p  i d e n t i f i e d  w i t h  t h e  b a s i c  p i e c e  ~ 

L e t  ( E , ( )  be a p o s e t  h a v i n g  n e l e m e n t s .  A n a t u r a l  l a b e l i n g  o f  
t h e  p o s e t  ( E , ( )  i s  a b i j e c t i o n  f : E 4 [ n ] = { 1 , 2 , . . . , n }  s u c h  t h a t  

(5)  f o r  e v e r y  (x,B E E, ~<1~ =~ f( ix) ({(B)- 

A n o t h e r  e q u i v a l e n t  d e f i n i t i o n  i s  t h e  s o - c a l l e d  / / n e a r  e x t e n s i o n  
o f  a p o s e t .  

Lemma 3 . 2 .  L e t  ( E , ~ , e . )  be a h e a p  o f  H ( P , ~ ) .  F o r  u = ; 1 - - - ~ n  E t p - l ( E ) ,  
l e t  X ( u )  = f be t h e  l a b e l i n g  f : E - , [ n ]  d e f i n e d  by e ( f - l ( i ) )  = (x i .  The  map 
)~ i s  a b i  j e c t i o n  b e t w e e n  t h e  s e t  o f  w o r d s  l p - l ( E )  and  t h e  s e t  .@(E) 
o f  n a t u r a l  l a b e l  in,qs o f  E. 

P r o o f .  a) F rom t h e  d e f i n i t i o n  2 . 7  o f  t h e  p r o d u c t  o f  h e a p s ,  t h e  h e a p  E : 
~ t ® ~ 2 ® . . . ® ~ n  i s  o b t a i n e d  by  a d d i n g  v e r t i c e s  s l , s 2 , . . . S n  t o  t h e  e m p t y  
h e a p ,  w i t h  t h e  map 6 d e f i n e d  by  ~ ( s i )  = e i ,  and  t h e  o r d e r  r e l a t i o n  
d e f i n e d  by  

(6) ( i s  t h e  t r a n s i t i v e  c l o s u r e  o f  t h e  r e l a t i o n  M d e f i n e d  by  s i  M s j  
i f f  i ( j  and  ~ i  ~ ~ j -  

T h u s  t h e  map f : X ( ~ ] . . ~ n )  d e f i n e d  by f ( s i )  : i i s  a n a t u r a l  l a b e l i n g  o f  
E. 

b) C o n v e r s e l y ,  l e t  f :  E -~ I n ]  be a n a t u r a l  l a b e l  i n g  o f  E. L e t  
t l = f - l ( i )  E E ( l ( ; i ~ n )  and  B i = ~ . ( t i ) .  L e t  F be t h e  h e a p  F : I P ( B I . . . I ~ n ) .  We 
c a n  i d e n t i f y  t h e  v e r t i c e s  o f  t h e  two h e a p s  E and  F. We show t h a t  t h e s e  
h e a p s  a r e  i s o m o r p h i c .  I f  s ~ t ,  t h e n  f r o m  h e a p  a x i o m  ( i i ' ) ,  t h e r e  

E 

e x i s t s  a s e q u e n c e  t i  = s ~ . . .  ~ t  i = t o f  v e r t i c e s  o f  E s u c h  t h a t  f o r  
1 E E k 

t~' t i  . As t h e  map t i , i  i s  a n a t u r a l  l a b e l  i n g  o f  E, t h e n  j , l ( j < k ,  tll j+1 

i l ( . . . ( i  k .  F rom t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  p r o d u c t  I~1®S2® . . .  ®an ~ we 
d e d u c e  t i  ( t i and  t h u s  s ( t .  The h e a p s  E and  F a r e  i s o m o r p h i c  and  

j F j + l  F 

I ~ 1 ® . . . ® B n  E W } ' I ( E ) .  

C o m b i n i n g  a) and b) t h e  map X i s  a s u r j e c t i o n  f r o m  ~ ' i ( E )  o n t o  
.@(E). As i t  i s  o b v i o u s l y  an  i n j e c t i o n ,  t h e  lemma i s  p r o v e d .  

r3 
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L e ~  3 , 3 .  For  e v e r y  heap  E £ H ( P , ~ ) ,  t h e  s e t  of__.wprds ~ - I ( E )  i s  an 
e q u . i v a l e n c e  c l a s s  f o r  t h e  c o m m u t a t i o n  r e l a t i o n  ~c .  

P r O O f .  a) I f  ~ and ~ a r e  two b a s i c  p i e c e s  n o t  in  c o n c u r r e n c y ,  t h e  two 
h e a p s  ~®~ and  ~®~ a r e  t r i v i a l  ( d e f i n i t i o n  2 . 8 . )  Thus  ~®~=8®~. 
F o r  u , v  ~ P ~  we d e d u c e  t h a t  u ~c v i m p l i e s  ~ ( u )  = ~ ( v ) .  

b) C o n v e r s e l y  l e t  U : ~ l . - . ~ n  and v : B I . . . B n  be two w o r d s  such  
t h a t  l ( ~ l . . . ~ n ) = ~ ( B 1 . . . ~ n )  i s  t h e  heap E. As in t h e  p r o o f  a) o f  lemma 
3 . 2 ,  l e t  s i ~ . . - , s n  be t h e  v e r t i c e s  o f  E = ( E , ~ , 6 )  w i t h  e ( s i ) = ~  i .  From 
( 6 ) ,  t h e  v e r t e x  s i o f  E i s  m i n i m a l  ( f o r  4) i f f  no p i e c e s  ~ j ,  l ( j < i  a r e  
in c o n c u r r e n c y  w i t h  ~ i~  t h a t  i s  ~ i  commutes  w i t h  a l l  t h e  l e t t e r s  
l o c a t e d  a t  i t s  l e f t  in  t h e  wo rd  u : ~ l . . ~ n -  We can  w r i t e  u ~c u l u l  
w h e r e  u l  i s  t h e  wo rd  c o n t a i n i n g  a l l  t h e  l e t t e r s  ( c o m m u t i n g  two by  two)  
o f  u c o r r e s p o n d i n g  t o  m i n i m a l  e l e m e n t s  o f  E. 

S i m i l a r l y ,  we can  w r i t e  v ac  v~v~  , w h e r e  v t  i s  t h e  w o r d  
c o n t a i n i n g  a l l  t h e  l e t t e r s  ( c o m m u t i n g  two by  two)  o f  v c o r r e s p o n d i n g  t o  
m i n i m a l  e l e m e n t s  o f  E. 

Thus  u t  Ec v t  and ~ ( u l ) = ~ ( V l )  is  t h e  s u b h e a p  E1 o b t a i n e d  f r o m  E 
by d e l e t i n g  a l l  i t s  m i n i m a l  e l e m e n t s  (see lemma 2 . 9 ) .  

By a r e c u r r e n c e  on t h e  common l e n g t h  o f  t h e  w o r d s  u and v ,  we 
d e d u c e  t h a t  u and v a r e  e q u i v a l e n t  m o d u l o  m c 

D 
C o m b i n i n g  temmas 3 . 2  and 3 . 3 ,  we d e d u c e  

P t o p o s i t l o n  3 . 4 .  L e t  H ( P , ~ )  be  a heap m o n o i d  w i t h  p i e c e s  in  P and 
c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ .  L e t  C be t h e  c o m p l e m e n t a r y  r e l a t i o n  o f  ~ .  
The m o r p h  sm £ f  m o n o i d  ~: pX ~ H ( P , ~ )  d e f i n e d  by  (4) i n d u c e s  an 
i s o m o r p h i s m  ~ b e t w e e n  t h e  m o n o i d  H ( P , ~ )  and t h e  c o m m u t a t i o n  m o n o i d  
C o ( P , C ) .  

t may be u s e f u l  t o  r e s t a t e  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h i s  s o m o r p h i s m  
~ : C o ( P , C )  ~ H ( P , ~ ) ,  t o g e t h e r  w i t h  i t s  ma in  p r o p e r t i e s  c o m i n g  f r o m  t h e  
p r o o f  o f  temmas 3 . 2  and 3 . 3 .  

a) L e t  u be an e l e m e n t  o f  C o ( P , C ) . C h o o s e  any  r e p r e s e n t a t i v e  
u = ~ 1 ¢ 2 . . . ~  n o f  t h i s  c l a s s  o f  w o r d s .  Then t h e  heap  ~ ( u ) = ~ l ® ~ ® . . . ® ~  n i s  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c h o i c e  o f  uEu and w i l t  be d e n o t e d  by 6 ( u ) .  

b) C o n v e r s e l y ,  i f  E : ( E , ~ , a )  i s  a heap o f  H ( P , ~ ' ) ,  t a k i n g  any  
n a t u r a l  l a b e l  i ng  f :  E -* [ n ]  o f  t h e  p o s e t  ( E ~ )  j we d e f i n e  a word  
u = u l . . . u n  w i t h  u i = ~ . ( f - l ( i ) ) . L e t  u be t h e  e q u i v a l e n c e  c l a s s  o f  u f o r  ~C. 
Then  t h e  map E -, u i s  t h e  r e v e r s e  b i j e c t i o n  o f  t h e  b i j e c t i o n  
~ :Co  (P,C)  -, H (P,~') . 

c) L e t  5 be a c o m m u t a t i v e  c l a s s  o f  C o ( P , C )  and u : ¢ l . . . ~ n  be one 
o f  i t s  r e p r e s e n t a n t s .  We d e f i n e  a p o s e t  ( [ n ] , ~ )  in  t h e  f o l l o w i n g  way .  
The v e r t i c e s  a r e  t h e  i n t e g e r s  1 , 2 , . . , n .  The o r d e r  r e l a t i o n  ~ i s  d e f i n e d  
by  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n  

(7) i ( j  i f f  t h e r e  e x i s t s  a s e q u e n c e  l ~ i ; : i < . . . < i k : j ( n  such  t h a t  t h e  
l e t t e r s  ~ i  and ~ i  do n o t  commute  ( f o r  l ( j < k ) .  

j j + l  
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D e f i n i n g  t h e  map ~,: i n ]  -* P by 6 ( i ) : e ~ i ~  we h a v e  now a l a b e l e d  
h e a p  E ( u )  : ( [ n ] , ~ , F , ]  w h i c h  i s  a r e p r e s e n t a n t  o f  t h e  h e a p  ~ ( u ) .  T h i s  
l a b e l i n g  f o f  t h e  v e r t i c e s  o f  ~ ( u )  by  t h e  i n t e g e r s  1 , 2 , . . . , n  i s  a 
n a t u r a l  l a b e l i n g .  The  m~p u -~ f i s  a b i j e c t i o n  b e t w e e n  t h e  w o r d s  o f  t h e  
e q u i v a l e n c e  c l a s s  u and  t h e  n a t u r a l  l a b e l  i n g s  ( o r  l i n e a r  e x t e n s i o n s )  o f  
t h e  p o s e t  u n d e r l y i n g  t h e  h e a p  ~ ( F j ) .  

R e m a r k  t h a t  t h e  o r d e r  r e l a t i o n  d e f i n e d  by  (7)  i s  t h e  t r a n s i t i v e  
c l o s u r e  o f  t h e  r e l a t i o n  d e f i n e d  by  C o r i  and  M 6 t i v i e r  f r o m  t h e  d i r e c t e d  
g r a p h  d e n o t e d  by  £ ( u )  i n  [ 1 2 ] .  A l s o ,  t o  g i v e  t h e  l a b e l e d  h e a p  E ( u )  = 
( [ n ] , ~ , 6 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  g i v e  t h e  s o - c a l l e d  "dependency g raph"  o f  t h e  
w o r d  u i n t r o d u c e d  by  P e r r i n  i n  [ 4 3 ] .  

I f  we r e s t a t e  lemma 2 . 9  in  t e r m s  o f  c o m m u t a t i o n  m o n o i d s ,  
we g e t  t h e  c l a s s i c a l  p r o p e r t y  ( s e e  C a r t i e r ,  F o a t a  [ 9 ] )  : 

C o r o l l a r y  3 . 5 .  L e t  u be a w o r d  o f  pX and  C o ( P , C )  be a c o m m u t a t i o n  
m o n o i d .  T h e n  u can  be w r i t t e n  in  a u n i q u e  w&Z u : ~ l . . u p  w h e r e  e a c h  u j  
i s  a b l o c k  o f  l e t t e r s  c o m m u t i n q  two by  twO,  and  f o r  e a c h  p a i r  o_~_f 
c o n s e c u t i v e  b l o c k s  U j U j + t J  any  e t t e r  o f  Uj+  t d o e s  n o t  commute  w i t h  a t  

l e a s t  a l e t t e r  o f  u j .  

T h i s  u n i q u e  f a c t o r i z a t  On i s  c a l l e d  t h e  normal form o f  u in  
[ 4 3 ]  and  V - f a c t o r i z a t i o n  in  C a r t i e r - F o a t a  [ 9 ] .  tn  f a c t  t h i s  c o r o l l a r y  
a l s o  comes f r o m  p a r t  b) o f  t h e  p r o o f  o f  lemma 3 . 3 .  

4.  G r a p h s ,  Heaps and Posers  

L e t  P and  B be two  s e t s  and  l e t  ~ : P ~  ~ ( B )  be a map f r o m  P i n t o  
t h e  s e t  o f  non  e m p t y  s u b s e t s  o f  B. We d e f i n e  t h e  c o n c u r r e n c y  r e  a t i o n  
by  t h e  r e l a t i o n .  

(8)  f o r  a , b  E P , a ~ b i f f  ~ ( a )  n ~ ( b )  t ~' . 

In  t h i s  f u n d a m e n t a l  e x a m p l e  o f  h e a p s ,  t h e  h e a p  m o n o i a  H ( P , ~ )  
w i l l  a l s o  be d e n o t e d  by  H ( P , ~ , B ) .  The s e t  B i s  c a l l e d  t h e  bas is .  The 
s u b s e t  ~ ( a )  i s  c a l l e d  t h e  suppor t  o f  t h e  b a s c  p i e c e  a E P. 

L e t  E = ( E , ~ , 6 )  be a h e a p  o f  H ( P , #  B) and  ¢ E E be a p i e c e  o f  
E. The  s u b s e t  #o£  (~) w i l l  a l s o  be c a l l e d  t h e  suppor t  o f  t h e  p i e c e  ¢. We 
s a y  t h a t  two  p i e c e s  ~ , B  E E ( r e s p .  b a s i c  p e c e s  a~b E P) a r e  d i s j o i n t  
i f  t h e i r  s u p p o r t  a r e  d i s j o i n t .  In  t h e  c o n t r a r y ~  t h a t  i s  6 ( ~ )  ~ 6 (B) 
( r e s p .  a ~ b) t h e y  a r e  s a i d  t o  be i n t e r s e c t i n g .  Two h e a p s  E and  F a r e  

s a i d  t o  be i n t e r s e c t i n g  f f  one  p i e c e  o f  E i n t e r s e c t s  one  p i e c e  o f  F. 

E x a m p l e  4 , 1 .  L e t  B = 2 a n d  P be t h e  s e t  o f  dimers ,  t h a t  i s  t h e  s e t  o f  
s u b s e t s  o f  t h e  f o r m  { i ,  + 1 } ,  iEZ . We d e f i n e  ~ as  t h e  r e s t r i c t i o n  t o  P 
o f  t h e  i d e n t i t y  map o f  ~ ( B ) . T h e  h e a p  d i s p l a y e d  on F i g . 3  i s "  i s o m o r p h i c "  
t o  t h e  h e a p  o f  F i g . 2 .  ( h e r e  t h e  t e r m  " i s o m o r p h i c "  w o u l d  be an e x t e n s i o n  
o f  d e f i n i t i o n  2 . 4  t o  t h e  c a s e  o f  two  h e a p s  w i t h  d i f f e r e n t  s e t  o f  b a s i c  
p i e c e s ~  s e e  b e l o w  j u s t  b e f o r e  r e m a r k  4 . 4 } .  
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F i g . 3 .  A heap  o f  d i m e r s  on 2. 

© 

E x a m p l e  4 . 2 .  L e t  B : [ 0 , 8 ]  x [ 0 , 8 ]  and P as in  e x a m p l e  2 . 2 .  L e t  ~ be 
t h e  r e s t r i c t i o n  t o  P o f  t h e  i d e n t i t y  map o f  ~ ( B ) .  Heaps  o f  H ( P , ~ , B )  
we re  c o n s i d e r e d  in  e x a m p l e  2 . 2  and a r e  v i s u a l i z e d  on F g . 1  o f  t h e  
i n t r o d u c t i o n .  

In f a c t ,  any  heap  m o n o i d  H ( P , ~ )  can  be d e n t i f i e d  w th  a heap  
m o n o i d  H ( Q , ~ , B ) .  Fo r  t h a t ,  we need  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n .  

D e f i n i t i o n  4 . 3 .  L e t  ~ be a c o n c u r r e n c y  r e t a t  on ( i . e .  s y m m e t r i c  and 
r e f l e x i v e )  on t h e  s e t  P. The c o n c u r r e n c y  g r a p h  i s  t h e  g r a p h  G(~)  w i t h  
v e r t i c e s  in  P and w i t h  e d g e s  { a , b }  E A i f f  a ~ b and a ~ b .  

L e t  B = PuA. For  each  a E P, we d e f i n e  t h e  s u b s e t  # ( a )  o f  B by  

(9) # ( a )  = { a }  u { { a , b } E A } .  

The map 
p (a) n~ (b) ~ 
• (B) .  

Any heap  ( E , ~ , e )  ~ H ( P , ~ )  
i s  " i s o m o r p h i c "  t o  a heap (E' ,~ '~#) o f  
H ( Q , ~ , B ) ~  i . e .  t h e r e  e x i s t s  a p o s e t  
i s o m o r p h i s m  ~ :E  ~ E' and a b i j e c t i o n  

~:  P ~ Q " p r e s e r v i n g "  t h e  c o n c u r r e n c y  
r e l a t i o n s  o f  P and Q, s u c h  t h a t  t h e  
f o l l o w i n g  d i a g r a m  i s  c o m m u t a t i v e  

i s  a b i j e c t i o n  b e t w e e n  P and ,u (P)=Q.  Now a ~' b i f f  
L e t  If be t h e  r e s t r i c t i o n  t o  Q o f  t h e  i d e n t i t y  map o f  

E 
E ) P 

E' -~ Q 7 (B) 
7T 

R e m a r k  4 . 4 .  The c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  map p d e f i n e d  by (9) i s  r e l a t e d  t o  
t h e  s o - c a l l e d  l i n e  g r a p h  (o r  m e d i a n  g r a p h )  o f  t h e  c o n c u r r e n c y  g r a p h  
e (~ ) .  

I f  t h e  g r a p h  G(~)  i s  r e p r e s e n t e d  by p o i n t s  o f  ~e j o i n e d  by 
s e g m e n t s ,  t h e n  one can r e p r e s e n t  p ( a )  as t h e  s e t  o f  p o i n t s  f o r m e d  by 
t h e  v e r t e x  a and t h e  m i d d l e  o f  t h e  e d g e s  c o n t a i n i n g  t h i s  v e r t e x  a.  The 
p i e c e s  l o o k  l i k e  s t a r f i s h e s  ( see  F i g . 4 ) .  
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The  m o n o i d  H ( Q , ~ , B )  c o n s t r u c t e d  a b o v e  f r o m  P and  ~ w i l l  be 

c a l l e d  a S t a F f  sh m o n o i d .  

P r e p o s i t i o n  4 . 5 .  E v e r y  h e a p  m o n o i d  i s  i s o m o r p h i c  t o  a s t a r f i s h  m o n o i d .  

Concurrency g r a p h  

F i g . 4 .  A h e a p  o f  s t a r f i s h e s .  

P r o p o s i t i o n  4 . 6 .  Every.p___Aset ( E , ~ )  £ a n  be r e p r e s e n t e d  a s  t h e  u n d e r l y  
p o s e t  o f  a h e a p  ( E , ~ , 6 ) .  

ng 

F o r  t h e  p r o o f  o f  t h i s  p r o p o s i t i o n ,  we n e e d  t h e  f o l l o w  ng 
d e f i n i t i o n s .  

L e t  ( E , ~ )  be a p o s e t  and  9 : ( C i )  iE I be a f a m i l y  o f  c h a i n s .  We 
s a y  t h a t  ~ s t r o n g l y  c o v e r s  E i f f ,  f o r  e v e r y  p a i r  ~ , B  o f  e l e m e n t s  o f  E 
s u c h  t h a t  ~ c o v e r s  ~ ( i . e .  ~ and  B a r e  c o n n e c t e d  by  an e d g e  in  t h e  
H a s s e  d i a g r a m  o f  E) ~ t h e n  t h e r e  e x i s t s  a c h a i n  C i o f  ~ c o n t a i n i n g  b o t h  

and  B . 

L e t  ~ -- ( C i )  iE ! be  s u c h  a f a m i l y  ( a l w a y s  e x i s t s ) .  We t a k e  as  
b a s i s  t h e  s e t  B - - [ . T h e  b a s i c  p i e c e s  a r e  t h e  s u b s e t s  o f  ][ and  ~ i s  t h e  
i d e n t i t y  o f  P = P ( [ ) .  We d e f i n e  t h e  map ~. : E ---e p by  F . ( ~ ) = {  E I , e E C t } .  
The  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~' i s  d e f i n e d  by  ( 8 ) .  

The t r i p l e  ( E , ~ , 6 )  s a t i s f i e s  c o n d i t i o n  ( i )  o f  d e f i n  t i o n 2 j  o f  
l a b e l e d  h e a p  : i f  ~ , B E E ,  £ ( ~ ) ~  6 ( B )  i m p l i e s  t h a t  ~ and  B be o n g s  t o  a 
same c h a i n  C i o f  ~ .  C o n d i t i o n  ( i i )  o f  d e f i n i t i o n 2 ~  f o l l o w s  f r o m  t h e  
s t r o n g l y  c o v e r i n g  p r o p e r t y .  B 

I t  w o u l d  be i n t e r e s t i n g  t o  r e p r e s e n t  some known  f a m i l i e s  o f  
p o s e t s  as  f a m i l i e s  o f  h e a p s  H ( P , ~ , 8 ) _  Is  i t  p o s s i b l e  t o  g i v e  a p o s e t  
c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  p o s e t s  u n d e r l y i n g  h e a p s  o f  a g i v e n  h e a p s  m o n o i d  
Many  q u e s t i o n s  a r i s e  a b o u t  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  p o s e t s  w i t h  h e a p s .  H e r e  
we w i l l  m a i n l y  be i n t e r e s t e d  in  h e a p s  as  a t o o l  f o r  c o m b i n a t o r i a l  

e n u m e r a t i o n  and  c o m b i n a t o r i a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  c l a s s i c a l  r e s u l t s  o r  
i d e n t i t i e s .  N e v e r t h e l e s s  we w i l t  m e n t i o n  t h e  1 o l l o w i n g  p r o p e r t y .  

L e t  E : ( E , ~ , ~ , )  be a h e a p  o f  H ( P , T f , B ) .  F o r  xEB,  t h e  f i b e r  o f  E 
o v e r  x i s  t h e  s e t  d e f i n e d  by 

(10 )  Fx (E) : { Ix E E, x E 1TOF.(IX)} 
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Such  f i b e r s  a r e  cha  ns .  The f a m i l y  { F x  ( E ) } x e  B s t r o n g l y  c o v e r s  
t h e  p o s e t  ( E , ~ ) .  

The  m i n i m u m  c a r d i n a l i t y  o f  t h e  b a s i s  s e t  B s u c h  t h a t  t h e  p o s e t  
( E , ~ )  i s  r e a l i z e d  as  a h e a p  o f  H ( P , ~ , B )  i s  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  o f  c h a i n s  

s t r o n g l y  c o v e r i n g  E. T h i s  n u m b e r  i s  n o t  t e s s  t h a t  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  o f  
c h a i n s  c o v e r i n g  E. T h i s  l a s t  n u m b e r  i s  m o r e  c l a s s  c a l  i n  p o s e t  t h e o r y  
a n d ,  f r o m  D i i w o r t h ' s  t h e o r e m  i s  known  t o  be e q u a l  t o  t h e  max imum 
c a r d i n a i i t y  o f  a n t i c h a i n s  o f  E ( s e t  o f  e l e m e n t s  two  by  two  

n c o m p a r a b l e ) .  

The r e a d e r  may a s k  t h e  i n t e r e s t  o f  i n t r o d u c i n g  t h e  map P ---) ~ ( B )  
n s t e a d  o f  s i m p l y  i n t r o d u c  ng t h e  b a s i c  p i e c e s  as  s u b s e t s  o f  B. We w i l l  

n e e d  b a s i c  p i e c e s  w h e r e  a comb n a t o r  a l  s t r u c t u r e  i s  d e f i n e d  on t h e i r  
s u p p o r t .  An i m p o r t a n t  e x a m p l e  w i l l  be h e a p s  o f  c y c l e s .  H e r e  P i s  t h e  
s e t  o f  a l l  c y c l e s  o f  B ( i n  t h e  s e n s e  o f  c y c l e  o f  p e r m u t a t i o n  : t h a t  i s  
a c i r c u l a r  p e r m u t a t i o n  on a s u b s e t  o f  B ) .  The map ~ a s s o c i a t e s  t o  a 

c e s .  An e x a m p l e  i s  d i s p l a y e d  on F i g . 5 .  
s d e f  ned  by  t h e  f i b e r s  ( c o r r e s p o n d i n g  

c y c l e  i t s  u n d e r l y i n g  s e t  o f  v e r t  

The  o r d e r  ~ b e t w e e n  t h e  c y c l e s  
t o  t h e  v e r t i c a l  l i n e s ) .  

I 2 3 5 6 

F i g . 5 .  A h e a p  o f  c y c l e s  on ~. 

5. Heap Generat ing f u n c t i o n s  

L e t  H ( P , ~ )  be a h e a p  m o n o i d  w i t h  b a s i c  p i e c e s  in  P and  
c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ .  L e t  ~ [ [ X ] ]  be t h e  a l g e b r a  o f  f o r m a l  p o w e r  
s e r i e s  w i t h  v a r i a b l e s  i n  a s e t  X ( n o t  n e c e s s a r i l y  f i n i t e )  and  w i t h  
c o e f f i c i e n t s  in  t h e  c o m m u t a t i v e  r i n g  ~ .  We d e f i n e  a v a l u a t i o n  ( o r  
w e i g h t  f u n c t i o n )  as  a map v : P ---) ~ [ [ X ] ]  w h i c h  a s s o c i a t e s  t o  e v e r y  
b a s i c  p i e c e  ~EP a p o w e r  s e r i e s v ( ~ )  h a v i n g  no c o n s t a n t  t e r m .  T h i s  l a s t  
c o n d i t i o n  i s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  s u m m a b i l  i t y  o f  h e a p s  g e n e r a t i n g  
f u n c t i o n s ,  In  g e n e r a l ,  m o s t  e x a m p l e s  o f  t h e  t h e o r y  w i l t  be s u c h  t h a t  
v ( ~ )  i s  a m o n o m i a t  i n  v a r i a b l e s  f r o m  X. 

The  v a l u a t i o n  ( o r  w e i g h t )  v ( E )  o r  a h e a p  E = ( E , ~ , G )  i s  t h e  
p r o d u c t  o f  t h e  v a l u a t i o n s  o f  i t s  p i e c e s  v ( E )  = ~ v ( 6 ( ~ ) ) .  

tn  a l l  t h i s  w o r k ~  we s u p p o s e  t h a t  t h e  v a l u a t i o n  v s a t i s f i e s  t h e  

f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  
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(11) 
f o r  e v e r y  monomia l  J~ n the v a r i a b l e s  X, t h e r e  e x i s t s  a f i n i t e  
number o f  heaps E of  H(P,~)  such t h a t  the  c o e f f i c i e n t  o f  J~ in 
the  s e r i e s v ( E )  is  ~ O. 

T h i s  c o n d i t i o n ,  wh ich  s s a t i s f i e d  when the  s e t  P o f  b a s i c  
p i e c e s  is  f i n i t e ,  i m p l i e s  the  summabi l i t y  o f  the heaps g e n e r a t i n g  
f u n c t i o n  ~ v ( E ) .  

P r o p o s i t i o n  5 . 1 .  ( I n v e r s i o n  lemma) L e t  H(P ,~ )  be A heap mono d w i t h  a 
v a l u a t i o n  v s a t i s f y i n f i  ( 11 ) .  The g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  o f  the  w e i g h t e d  
b~aPS o f  H ( P ~ )  i s  g i v e n  ~£ 

(12) v (E) = IFI 
EEH (P,~') ( -1)  v (F) 

FET (P, 'i~) 

where T(P,~ ' )  d e n o t e s  the  s e t  o f  t r i v i a l  heap__#_ ( d e f i n i t i o n  2 . 8 ) .  

(13) 

The i d e n t i t y  (12) is  e q u i v a l e n t  to the  i d e n t i t y  

> IF1 
( -1)  v(E v (F)  = 1 , 

(E,F) 

where the  summat ion  is  o v e r  a l l  pa rs  (E,F) of  HT--H(P,~') x T ( P , ~ ' ) .  

Le t  M(E,F) be the  s e t  of  p i e c e s  fo rmed by the  p i e c e s  o f  F and 
the  max ima l  p i e c e s  o f  E w h i c h  a r e  no t  in c o n c u r r e n c e  w i t h  p i e c e s  o f  F. 
L e t  L be a n o n - e m p t y  t r i v i a 1  heap.  In t he  summat ion  ( 1 3 ) ,  we s e l e c t  
o n l y  p a i r s  (E,F) such t h a t  M(E,F)  = L. We can w r i t e  L=LI®L 2 w i t h  
E=EI®L1 and F=L2(see  F i g . 6 ) .  Thus,  we have the  i d e n t i t y  

( -1)  v (L )  v (E1)  , 

(E,F)EHT E1 L t , L 2 E T ( P , ~ ' )  
M (E~ F) =L L=L 1eL2 

where the  f i r s t  summat ion  of  the  r i g h t  h a n d - s i d e  is  ove r  heaps 
E1EH(P,~  ) such t h a t  a l l  t h e i r  max ima l  p i e c e s  a re  in c o n c u r r e n c e  w i t h  a t  
l e a s t  a p i e c e  of  L. The second  summat ion  o f  the  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  O. 

Thus ,  the  o n l y  n o n - v a n i s h i n g  te rm in (13) is  the p a i r  c o r r e s -  
p o n d i n g  to  M(E,F)  = ~ , t h a t  is  E--~ F--~. I t s  w e i g h t  is  1. 

Q 
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Remark 5 . 2 .  I f  the  r e a d e r  p r e f e r s  a p r o o f  w i t h  b i j e c t i o n s ,  i t  wou ld  be 
p o s s i b l e  to  d e f i n e  a s i g n - r e v e r s i n g  i n v o l u t i o n  on the  s e t  HT. The idea  
is  s i m p l y  to  " t r a n s f e r "  a p i e c e  ~ o f  F on the  top  of  E, or  v i c e - v e r s a  
(see F i g . 6 ) .  We t o t a l l y  o r d e r  the  s e t  P o f  b a s i c  p i e c e s .  For a p a i r  
(E ,F )EHT,  (E,F) ;Z (~ ,~ ) ,w 'e  t a k e  the  s m a l l e s t  p i e c e  o~ o f  M ( E , F ) .  I f  ~ is  

a p i e c e  o f  E, t hen  E:E~elx and we d e f i n e  ~ / ( E , F ) : ( E I , 0 1 ® F ) .  i f  m i s  a 
p i e c e  o f  F, then  F : FI®~ (:re®F1) and we d e f i n e  ~ ( E , F ) : ( E e ~ , F 1 ) .  The 
map ~ ( E , F )  --e (E' , F ' )  i s  an i n v o l u t i o n  such t h a t  

( - t )  F v (E)  v (F )  : - ( - t )  F" v ( E ' ) v ( F ' ) .  

The c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  r e t a t ~ o n  

F i g . 6 .  P r o o f  o f  p r o p o s i t i o n  5 . 1 .  

In te rm of  c o m m u t a t i o n  m o n o i d ,  r e l a t i o n  (12) is  n o t h i n g  bu t  
e x p r e s s i n g  the  M S b i u s  f u n c t i o n  of  t h a t  mono id  (see t heo rem 2 . 4  o f  
C a r t i e r ,  F o a t a  [ 9 ] ) .  M6b ius  i n v e r s i o n  o f  p o s e t s  is  a c l a s s i c a l  c h a p t e r  
o f  C o m b i n a t o r i c s  wh ich  has been p o p u l a r i z e d  by Rota [ 4 2 ] .  C o n t e n t ,  
Lemay, L e r o u x  [ 1 1 ]  p r e s e n t  a s y n t h e s i s  o f  Rota and C a r t i e r - F o a t a ' s  
MSbius i n v e r s i o n .  We g i v e  the  f o l l o w i n g  e x t e n s i o n ~  wh ich  g e n e r a l i z e s  a 
p r o p o s i t i o n  o f  D e s a i n t e - C a t h e r i n e  [ 1 4 ] ,  [ 1 5 ] .  

P r o p o s i t i o n  5 . 3 .  Le t  H(P,~') be a heap mono id  w i t h  a v a l u a t i o n  v s a t i s -  
f y i n g  (11 ) .  Le t  M be a s e t  o f  b a s i c  p i e c e s  o f  P. The g e n e r a t i n g  
f u n c t i o n  o f  w e i g h t e d  heaps o f  H(P,~') such t h a t  the  max ima l  p i e c e s  a re  
i__Dn M i_ss R i v e n  b_Y_. 

(14) , w i t h  

D = 

N 
(E) : - V 

D 

EEH (P ,~') 
M a x i m a l  p i e c e s  M 

IFI 
( -1)  v (F )  and 

IDt \ 
N : 2 ( -1)  v ( F ) .  

FET (P\M j~)  FET (P ~ ' )  
where T(P,~ ' )  d e n o t e s  the  s e t  o f  t r i v i a l  heap_& ( d e f i n i t i o n  2 . 8 ) .  
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I t  w o u l d  be p o s s i b l e  t o  d e f i n e  a s i g n - r e v e r s i n g  i n v o l u t i o n  as  
in  r e m a r k  5 . 2  t r a n s f e r i n g  a p i e c e  ~ f r o m  E t o  F,  by  t a k i n g  M ( E , F )  as  
t h e  s e t  o f  m i n i m a l  p i e c e s  o f  E, n o t  in  c o n c u r r e n c e  w i t h  a n y  p i e c e s  o f  
F,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  s e t  o f  p i e c e s  o f  F w h i c h  a r e  i n  M o r  i n  
c o n c u r r e n c e  w i t h  a t  l e a s t  one  p i e c e  o f  E. The p a i r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
N ( E , F )  = ~ a r e  t h e  p a i r s  i n v o l v e d  in  t h e  s u m m a t i o n  f o r  N. 

A s i m p l e r  p r o o f j  as  s u g g e s t e d  by  A . J o y a t ,  i s  t o  a p p l y  
p r o p o s i t i o n  5 . 1  and  t h e  f o l l o w i n g  lemma. 

L e l l ~ a  5 . 4 .  L e t  N c P and  E E H ( P , ~ ) .  Then  t h e  h e a E  E h a s  a u n i q u e  
f a c t o r i z a t i o n  E = EI®E 2 w h e r e  E1 i s  a h e a p  w i t h  m a x i m a l  P i e c e s  in  N and 

E 2 i s  a h e a p  w i t h  p i e c e s  n o t  in  N. 

The p o w e r  s e r i e  D a p p e a r i n g  as  t h e  d e n o m i n a t o r  o f  g e n e r a t i n g  
f u n c t i o n  (12)  and (14)  p l a y s  an i m p o r t a n t  r o l e  in  h e a p s  t h e o r y .  We w i l l  
c a l l  t h i s  p o w e r  s e r i e  t h e  e x c l u s i o n  power s e r i e  f o r  t h e  p i e c e s  P and  
c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ (and  t h e  v a l u a t i o n  v ) ,  o r  f o r  s h o r t  t h e  
e x c l u s i o n  s e r i e  o f  t h e  h e a p  m o n o i d .  We w i l l  d e n o t e  i t  by D o r  D ( P , ~ )  o r  
D ( P , ~ , v ) .  I f  P i s  f i n i t e ,  D i s  a p o l y n o m i a l ,  t h e  e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l .  

l~Xi l l lnple 5 . 5 .  L e t  A = ( a i j )  be  an n x n  m a t r i x .  L e t  B -- I n ] ,  P be t h e  s e t  
o f  c y c l e s  on B and  ~ : P ~ ~ ( B )  t h e  map a s s o c i a t i n g  t o  a c y c l e  i t s  
u n d e r l y i n g  s e t .  The  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  i s  d e f i n e d  by  (8)  . The  
v a l u a t i o n  o f  t h e  c y c l e  ~ = ( X l . . . x m )  i s  t h e  p r o d u c t  ),ma x x . . a x  x ax  x 

1 2 m-I m m 1 

The  l e t t e r s  X and  a i j  can  be c o n s i d e r e d  as  f o r m a l  v a r i a b l e s  i n  X. T h e n  
i t  i s  a l m o s t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  d e t e r m i n a n t  t o  s a y  t h a t  D ( P , ~ ' )  ~- 
d e t  ( I - ) . A )  . 

T h u s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  o f  t h e  m a t r i x  A c a n  be 
c o n s i d e r e d  as  t h e  r e c i p r o c a l  o f  an e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l .  

S x a n ~ l e  5 . 6 .  L e t  B = ~ be t h e  b a s i s  and  P be t h e  s e t  o f  m o n o m e r s  { i } ,  
i~O and  d i m e r s  { i , i + l } , i  ~ 0 ,  w i t h  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  t h e  i n t e r s e c t i o n  
r e l a t i o n  as  in  §4 .  

L e t  { b k } k  ~ 0 and  { X k } k ~ l  be two s e q u e n c e s  o f  t h e  r i n g  ~ .  The 

monomer  { i } ,  i ~ 0 i s  w e i g h t e d  b i x .  The d i m e r  { i - l j i } ~  i ~ 1, i s  
w e i g h t e d  Xi  x 2 .  

I f  we r e s t r i c t  t h e  b a s i s  t o  be Bn = [ O , n - 1 ] ~  w i t h  p i e c e s  i n  Bn,  
l e t  P n ( x )  be  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l .  T h e s e  p o l y n o m i a l s  
s a t i s f y  t h e  t h r e e - t e r m s  l i n e a r  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  

(15 )  P n + t ( x )  = ( x - b n )  P n ( x )  - :Xn P n - l ( X ) ,  w i t h  P e ( x ) : l ,  P l ( X ) : X - b o .  

F r o m  F a v a r d ' s  t h e o r e m  t h e  s e q u e n c e  { P n ( x ) } n ~ O  i s  a s e q u e n c e  o f  
f o r m a l  o r t h o g o n a l  p o l y n o m i a l s  and  c o n v e r s e l y , a n y  e r t h o g o n a l  p o l y n o m i a  s 
a r e  o b t a i n e d  t h i s  way .  ( s e e  f o r  e x a m p l e  C h i h a r a  [ 1 0 ] ,  V i e n n e t  [ 4 7 ] ) .  

E x a m p l e  5 . 7 ,  L e t  G = (V ,A )  be a g r a p h  w i t h  v e r t i c e s  i n  V and  e d g e s  in  
A. L e t  P = A w i t h  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ be t h e  i n t e r s e c t i o n  r e l a t i o n .  
The w e i g h t  o f  an e d g e  i s  x 2 T h e n  t h e  m a t c h i n g  p o l y n o m i a l  o f  t h e  g r a p h  
G ( s e e  f o r  e x a m p l e  [ 2 0 ] ~ [ 3 2 ] , [ 3 5 ] )  i s  t h e  r e c i p r o c a l  o f  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l .  
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E x a m p l e  5 . 8 .  L e t  G = (V jA )  be a g r a p h  w i t h  v e r t i c e s  in  V and e d g e s  in  
A. The s e t  o f  b a s i c  p i e c e s  i s  p z v  w i t h  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  ~ d e f i n e d  
by : a ~ a and a ~ b i f f  { a , b }  E A ( i . e .  G i s  t h e  c o n c u r r e n c y  g r a p h  o f  
~ ) .  Each  v e r t e x  i s  w e i g h t e d  x .  We p r o p o s e  t o  c a l I  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l  t h e  i n d e p e n d e n c y  p o l y n o m i a l  o f  t h e  g r a p h  G. I t  i s  
l e s s  c l a s s i c a l  t h a n  t h e  m a t c h i n g  p o l y n o m i a l ~  b u t  i t  a p p e a r s  in some 
s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s  m o d e l s  (see  b e l o w  § 9 , b ) .  In f a c t ,  up to  a c h a n g e  
o f  v a r i a b l e ,  t h e  m a t c h i n g  p o l y n o m i a l  o f  t h e  g r a p h  G i s  t h e  i n d e p e n d e n c y  
po y n o m i a l  o f  i t s  s o - c a l l e d  l i n e  g r a p h  . 

We i n t e r p r e t  b e l o w  t h e  l o g a r i t h m  o f  t h e  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  o f  
we g h t e d  h e a p s .  We s u p p o s e  t h a t  t h e  r i n g  ~ i s  t h e  f i e l d  ~ o f  r a t i o n a l  
n u m b e r s .  We need  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n .  

D e f i n i t i o n  5 . 9 .  A p y r a m i d  i s  a heap  h a v i n g  a u n i q u e  m a x i m a l  p i e c e .  

ProPos i t ion  ~ . 1 0 .  L e t  H ( P , ~ )  be a heap  m o n o i d  w i t h  a v a l u a t i o n  v 
s a t i s f y i n . q  ( t l )  . Then  

(16) l o g  v ( E )  = 
IF I  

E£H (P ,Y~) • F 

w h e r e  t h e  s e c o n d  s u m m a t i o n  i s  o v e r .  a l l  p y r a m i d s  o f  H ( P , ~ ) .  

C o n d i t i o n  (11) i m p l i e s  t h e  s u m m a b i l i t y  o f  b o t h  s i d e s  o f  
d e n t i t y  (16)  o 

H e r e  we work  w i t h  e x p o n e n t i a l  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n ~  t h a t  i s  
a b e l e d  h e a p s  : 

v (E) = n ! 
n! 

EeH (P ,~ )  n~O I E l = n  

T h i s  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  i s  t h e  e x p o n e n t i a l  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  
f o r  l a b e l e d  (by  1 , 2 , . . . , n )  w e i g h t e d  h e a p s .  We d e c o m p o s e  such  h e a p s  E 
i n t o  p y r a m i d s  in  t h e  f o l l o w i n g  way . 

We s e l e c t  t h e  p i e c e  ~1 o f  E w i t h  m i n i m a l  l a b e l  ( i . e .  1 ) .  L e t  E 1 
be t h e  s u b h e a p  f o r m e d  by a l l  t h e  p i e c e s  b e l o w  ~1 ( o r d e r  i d e a l ) .  E1 i s  a 
p y r a m i d  and  in  f a c t  E can  be f a c t o r i z e d  E = E l e E ] .  A n o t h e r  way t o  d e f i n e  
Ez i s  t o  s a y  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a u n i q u e  f a c t o r i z a t i o n  E = E I ® E ]  such  t h a t  
E 1 i s  a p y r a m i d  w i t h  m a x i m a l  p i e c e  ~1.  We s e l e c t  t h e  p i e c e  ~2 o f  Et  
w i t h  m i n i m a l  l a b e l  and g e t  a f a c t o r i z a t i o n  E=Et®E~®E2 . R e c u r s i v e l y  we 
h a v e  a f a c t o r i z a t i o n  o f  t h e  heap  E i n t o  a p r o d u c t  o f  l a b e l e d  p y r a m i d s  
w i t h  t h e  p r o p e r t y  

(17) t h e  p i e c e  w i t h  m i n i m a l  l a b e l  i s  t h e  max ima  p i e c e  o f  t h e  p y r a m i d .  

C o n v e r s e l y ,  f r o m  t h e  s e t  { E I , . . . , E  k }  o f  s u c h  p y r a m i d s ~  one can  
r e c o n s t r u c t  E by t a k i n g  t h e i r  p r o d u c t  in  t h e  n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e  
l a b e l  o f  t h e i r  m a x i m a l  e l e m e n t .  
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In  t h e  c o n t e x t  o f  s p e c i e s  o f  J o y a l  [ 3 8 ] ,  o r  o f  F o a t a ' s  "compose 
p a r t i t i o n n e l ' "  [ 2 5 ] ,  a h e a p  i s  an " a s s e m b l y "  o f  l a b e l e d  p y r a m i d s  
s a t i s f y i n g  ( 1 7 ) ,  T h e i r  e x p o n e n t i e l  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  i s  t h e  r i g h t -  
hand  s i d e  o f  ( 1 6 ) .  The p r o p o s i t i o n  comes  f r o m  s t a n d a r d  r e s u l t  on 

a s s e m b l y  o f  s p e c i e s  o r  on " c o m p o s 6  p a r t i t i o n n e l " .  [] 

S / 0  ~ ~ ~  

h e a p  a s s e m b l y  o f  p y r a m i d s  

F i g . 7 .  l o g ( h e a p )  z p y r a m i d .  

In t h e  n e x t  s e c t i o n s ~  we g i v e  a summary  o f  t h e  p o s s i b l e  
a p p l i c a t i o n s  o f  h e a p s  t h e o r y  t o  e n u m e r a t i v e  and  i n t e r p r e t a t i v e  
c o m b i n a t o r i c s .  T h i s  w i l l  be d o n e  in  d e t a i l s  i n  t h e  p a p e r s  
[ 1 5 ] , [ 1 8 ] , [ 5 0 ] , [ 5 1 1 .  

6.  Flow monoid and c o m b i n a t o r i a l  p roo fs  in l i n e a r  a l g e b r a  
( s u m m a r y  o f  [ 1 8 ] )  

We u s e  t h e  n o t a t i o n s  o f  §4 .  The b a s i s  i s  B. The s e t  o f  b a s i c  
p i e c e s  i s  P :- B x B. The p r o j e c t i o n  ~ : p ---e P ( B )  i s  d e f i n e d  by  

(18) f o r  a n y  ( s , t )  ~ P = B x B , 1 f ( s , t )  = s .  

D e f i n i t i o n  G . 1 .  The  f l o w  mono id  i s  t h e  h e a p  m o n o i d  F ( B ) = H ( P , ~ , B )  
d e f i n e d  by  ( 1 8 ) .  

T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  f l o w  m o n o i d  i n t r o d u c e d  by  C a r t i e r ,  

F o a t a  [ 9 ]  : t h e  e d g e s  ( s , t )  and  ( s '  , t ' )  commute  i f f  s ~ s '  . 

The  h e a p s  o f  H ( P , ~ , B )  a r e  c a l l e d  f l o w s .  Such  a f l o w  E i s  
d e f i n e d  by i t s  f i b e r s .  The  f i b e r  F s ( E )  o v e r  s ~ B i s  i s o m o r p h i c  t o  a 
w o r d  o f  B~ w i t h  Bs = { s }  x B . In  f a c t  t h e r e  i s  no o r d e r  r e l a t i o n  
b e t w e e n  two  e l e m e n t s  o f  d i s t i n c t  f i b e r s  and  t h e  f l o w  m o n o i d  i s  
i s o m o r p h i c  t o  a d i r e c t  p r o d u c t  o f  f r e e  m o n o i d s  H ( P , ~ B ) ~  ~ B~ ( s e e  
F i g . 8 ) .  seB 

D e f i n i t i o n  6 . 2 .  A r e a r r a n g e m e n t  i s  a f l o w  E - - ( E ) ~ , £ )  o f  H ( P , ~ , 8 )  s u c h  
t h a t  f o r  e v e r y  s E B~ t h e  f i b e r  Fs (E) d e f i n e d  by ( I 0 )  s a t i s f i e s  

(19 )  I F s ( E )  I = I { ~ e E ,  £ ( e )  : ( t , s ) } l  
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In o t h e r  w o r d s  t h e  number  o f  e d g e s  ( t ~ s )  o f  E c o m i n g  in  s s 
t h e  same as t h e  number  o f  e d g e s  ( s , t )  s t a r t  ng f r o m  s.  

The r e a r r a n g e m e n t s  f o r m  a s u b m o n o i d  R(B)  o f  t h e  f l o w  mono d 
F (B). 

0 @ 

F i g . 8 .  A f l o w .  

The two f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n s  a r e  t y p i c a l  e x a m p l e s  o f  
b i j e c t i o n s  t r a n s f o r m i n g  a heap i n t o  a n o t h e r  heap  o f  b i g g e r  p i e c e s  
o b t a i n e d  by " g l u i n g "  t h e  sma I p i e c e s  (or  c o n v e r s e l y  " b r e a k i n g "  p i e c e s  
i n t o  s m a l l e r  p i e c e s ) .  

A p a t h  ~ o f  B i s  any  s e q u e n c e  e : ( s O , S l , . . . , s  a) o f  p o i n t s  o f  B. 
We c o n s i d e r  t h e  heap mono d SPCy(B)  : H ( Q , ~ , B )  w h i c h  p i e c e s  Q a r e  
c y c l e s  (Oy) on B o r  s e l f - a v o i d i n g  p a t h s  (SP) on B ( i . e .  no two v e r t i c e s  
a p p e a r  t w i c e  in  e)  and  t h e  p r o j e c t i o n  ~ i s  t h e  map a s s o c i a t i n g  t o  a 
p i e c e  i t s  u n d e r l y i n g  s e t  o f  v e r t i c e s  o f  B. A p a t h  e can  be i d e n t i f i e d  
w i t h  t h e  f l o w  ( s O , S l ) ® ( s t , s 2 ) ®  . . .  ® ( s a - l , s n )  , ( p r o d u c t  o f  h e a p s ) .  

A c y c l e  ~ : ( s l  . . . .  , s~ )  (see  t h e  d e f i n i t i o n  a t  t h e  end o f  §4 
and  a l s o  see  e x a m p l e  5 . 5 )  can  be i d e n t i f i e d  w i t h  t h e  r e a r r a n g e m e n t  
( s l , s 2 ) ® . . . ® ( s n _ l , s n ) ® ( s n , s l )  . The s u b m o n o i d  Cy (B )  o f  SPCy(B)  i s  f o r m e d  
by heaps  o f  c y c l e s .  

Propos i t ion  6 . 3 ,  L e t  u , v  E B. T h e r e  e x i s t s  a b i i e c t i o n  b e t w e e n  p a t h s  
o._~f B g o i n g  f r o m  u t o  v and p y r a m i d s  E o f  SPCy(B)  s u c h  t h a t  a l l  # . j e c e s  
a r e  c y c ! e s  o_f_f B, e x c e p t  t h e  m a x i m a l  p i e c e ,  w h i c h  i s  a s e l f - a v o i d i n g  
p a t h  ~ g o i n g  f r o m  u t o  v .  T h i s  b i  j e c t i o n  i s  such  t h a t  t h e  number  o f  
e d g e s  ( s , t )  i__An ~ (o_Er e l e m e n t a r y  A t  e p s )  in  t h e  same as t h e  number  o f  
e d g e s  ( s ~ t )  c o n t a i n e d  in t h e  c y c l e s  and t h e  p a t h s  ~ o f  t h e  p y r a m i d  E. 

T h i s  b i j e c t i o n  i s  p a r t i c u l a r l y '  u s e f u l  f o r  t h e  e n u m e r a t i o n  o f  
c e r t a i n  f a m i l i e s  o f  h e a p s  (see  b e l o w  t h e  d i r e c t e d  a n i m a l  p r o b l e m ) .  

Propos i t ion  6 . 4 .  T h e r e  e x i s t s  an  i s o m o r p h i s m  o f  m o n o i d s  ~ : C y ( B ) - - e R ( B )  
b e t w e e n  t h e  heap m o n o i d  o f  c y c l e s  and t h e  heap  m o n o i d  o f  r e a r r a n -  
g e m e n t s .  M o r e o v e r ,  f o r  any  s , t E B ,  ~ # r e s e r v e s  t h e  number  o f  e d g e s  ( s i t )  
in  each  h e a p .  
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Each  b i j e c t i o n  o f  p r o p o s i t i o n s  6 . 3  and 6 . 4  i s  o b t a i n e d  by 
" b r e a k i n g "  t h e  heap  o f  c y c l e s  (and s e l f - a v o i d i n g  p a t h )  i n t o  i t s  
e e m e n t a r y  c o m p o n e n t s  : t h e  e d g e s  ( s , t )  c o n s i d e r e d  as e l e m e n t s  o f  t h e  
f ow m o n o i d .  

C o m b i n i n g  t h e  a b o v e  p r o p o s i t i o n s  w i t h  t h e  p r o p o s i t i o n s  o f  §5 
g y e s  c o m b i n a t o r i a l  p r o o f s  o f  c l a s s i c a l  i d e n t i t i e s  in l i n e a r  a l g e b r a  
(see  [ 9 ] , [ 2 6 ] , [ 2 7 ] , [ 3 6 ] , [ 4 6 ] , [ 5 2 ] ) .  

L e t  A = ( a i j )  be an n x n m a t r i x  and X = . ,¥ = . =AX. 

Xn Yn 
P a t h s  and c y c l e s  a r e  w e i g h t e d  as in e x a m p l e  5 . 5  by  

v ( e )  = v ( s o j s t )  . . .  v ( s n - l , S n )  and v ( i  j )  = a i j .  

~1 ~ n  
C o r o l l a r y  6 . 5 .  (MacMahon M a s t e r  t h e o r e m ) .  The c o e f f i c  e n t  o f  x 1 . . .  x n 
in  t h e  f o r m a l  s e r i e  1 / d e t ( I - A X )  i s  t h e  same as t h e  c o e f f i c i e n t  o_f_f 

X l  . . .  x in t h e  p o l y n o m i a l  Y l  - - - Y n  

T h i s  i s  a c o m b i n a t i o n  o f  p r o p o s i t i o n  5 . 1 ,  e x a m p l e  5 . 5  and 
p r o p o s i t i o n  6 . 4 .  

C o r o l l a r y  6 . 6 .  ( i n v e r s i o n  m a t r i x  f o r m u l a )  The t e r m  ( i , j )  o f  t h e  i n v e r s e  
m a t r i x  ( I - A )  -1 i__ss N l j / d e t  ( I - A )  w h e r e  N l j  i s  t h e  t e r m  ( j , i )  o f  t h e  
a d i o i n t  m a t r i x  ( c o f a c t o r ) .  

T h i s  i s  a comb n a t i o n  o f  p r o p o s i t i o n  5 .3~  e x a m p l e  5 . 5  ( t o g e t h e r  
w i t h  a c o m p a n i o n  f o r m u  a f o r  t h e  c o f a c t o r )  and p r o p o s i t i o n  6 . 3 .  

C o r o l l a r y  6 . 7 .  

(20) 

( J a c o b  i d e n t i t y )  
1 

- e x p ( T r  ( l o g ( I - A ) - 1 ) )  . 
d e t  ( I - A )  

T h i s  i d e n t i t y  comes f r o m  a c o m b i n a t i o n  o f  p r o p o s i t i o n  5 . 1 ,  
e x a m p l e  5 . 5  and p r o p o s i t i o n  5 . 3  ( i n  a s l i g h t l y  more  g e n e r a l  v e r s i o n ) .  

A l s o ,  C a y l e y - H a m i  I t o n  t h e o r e m  can  be o b t a i n e d  by u s i n g  a 
s l i g h t l y  more  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  i d e n t  t y  (14) o f  p r o p o s i t i o n  5 . 3 .  

7. Orthogonal polynomials  

Any s e q u e n c e  { P n ( x ) } n > ~ o  o f  ( f o r m a l )  o r t h o g o n a l  p o l y n o m i a l s  
a p p e a r s  as  t h e  s e q u e n c e  o f  r e c i p r o c a l  o f  t h e  e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l s  o f  
w e i g h t e d  monomers  and d i m e r s  on t h e  s e g m e n t  ( 0 , n - l ]  (see e x a m p l e  5 . 6 ) .  

A c o m b i n a t o r i a l  t h e o r y  o f  c l a s s i c a l  p r o p e r t i e s  v a l i d  f o r  any  
s e q u e n c e s  o f  o r t h o g o n a l  p o l y n o m i a l s  has been  made by V i e n n o t  [ 4 7 ] ,  
f o l l o w i n g  work  o f  F l a j o l e t  [ 2 2 ] .  T h i s  c o m b i n a t o r i a l  t h e o r y  i s  w r i t t e n  
in  t e r m s  o f  c e r t a i n  w e i g h t e d  p a t h s  ( c a l l e d  Dyck and M o f z k i n  p a t h s ) .  
Some o f  t h e  b i j e c t i v e  p r o o f s  can be s i m p l i f i e d  by  u s i n g  h e a p s  t e r m i n o -  
l o g y .  The Dyck ( r e s p .  M o t z k i n )  p a t h s  a r e  t r a n s f o r m e d  (by  p r o p o s i t i o n  
6 . 3 )  i n t o  p y r a m i d s  o f  d i m e r s  ( r e s p .  monomers  and d i m e r s )  on B = ~. 
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The ma in  p r o p e r t y  i s  t h e  f o l l o w i n g .  L e t  P n ( x )  be t h e  s e q u e n c e  
o f  p o l y n o m i a l s  d e f i n e d  by t h e  r e c u r r e n c e  (15) and H ( P , ~ , B )  be t h e  heap 
m o n o i d  o f  monomers  and d i m e r s  on B = M, w e i g h t e d  by t h e  s e q u e n c e s  
{ b k } k ~  0 and { X k } k ~ 1  o f  e l e m e n t s  o f  t h e  r i n g  ~ as in  e x a m p l e  5 . 6 .  

L e t  ~n be t h e  s e q u e n c e  d e f  ned by 

(21) #n = ~ v ( F ) ,  
E 

w h e r e  t h e  s u m m a t i o n  is  o v e r  a l l  w e i g h t e d  p y r a m i d s  o f  m monomers  and d 
d i m e r s  such  t h a t  n = m+2d and such  t h a t  t h e  m a x i m a l  p i e c e  c o n t a i n s  t h e  
v a l u e  0 ( i . e .  t h i s  m a x i m a l  p i e c e  is  e i t h e r  { 0 }  o r  { 0 ~ 1 } )  ~ see  F i g ° 9 . )  

L e t  f be t h e  u n i q u e  I n e a r  f u n c t i o n a l  f : ~ [ x ]  --e ~ such  t h a t  
f (x~) = ~n ( n ~ 0 ) . S u p p o s e  t h a t  Xk~0 ( k ~ l )  and t h a t  ~ has no z e r o  d i v i s o r &  

P r o p o s i t i o n  7 . 1  - The p o l y n o m i a l s  P n ( x )  d e f i n e d  by_ t h e  t h r e e - t e r m s  
l i n e a r  r e c u r r e n c e  .(!5) a r e  o r t h o g o n a t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e q u e n c e  o f  
moments  ~n d e f i n e ~ d  by ~ 1 )  , t h a t  i s  : 
(22) f ( P k P l )  : 0 f k F I and f ( P ~ )  f O, f o r  e v e r y  k , I ) O .  

The p r o o f  f o l l o w s  f r o m  t h e  same g e n e r a l  z a t i o n  o f  i d e n t i t y  ( t 4 )  
o f  p r o p o s i t i o n  5 . 3  m e n t i o n e d  a t  t h e  end o f  §6 a b o u t  a b j e c t i v e  p r o o f  
o f  C a y l e y - H a m i l t o n  t h e o r e m .  

i _ -X6 

O r t h o g o n e l  p o l y n o m i a l  P n ( x )  
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!Momen t  ~n w i t h  n :m+2d  

F i g . 9 .  O r t h o g o n a l  p o l y n o m i a l s  and moments  i n t e r p r e t a t e d  as 
e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l s  and p y r a m i d s  o f  m o n o m e r s - d i m e r s .  

Nany  o t h e r  p r o p e r t i e s  o f  g e n e r a l  ( i . e .  f o r m a l )  o r t h o g o n a l  
p o l y n o m i a l s  can be d e d u c e d  f r om  heaps  b a s i c  lemmas,  tn p a r t i c u l a r  t h e  
J a c o b i  c o n t i n u e d  f r a c t i o n  e x p a n s i o n  ( c o r r e s p o n d i n g  to  F l a j o i e t ' s  
t h e o r e m  a b o u t  w e i g h t e d  N o t z k i n  p a t h s )  h e r e  becomes a s i m p l e  c o n s e q u e n c e  
o f  a d e c o m p o s i t i o n  lemma a b o u t  t h e  p y r a m i d s  i n t e r p r e t a t i n g  ~n i n t o  
o t h e r  p y r a m i d s .  T h i s  d e c o m p o s i t i o n  i s  t h e  a n a l o g s  f o r  o r d i n a r y  
g e n e r a t i n g  f u n c t i o n s ,  o f  t h e  d e c o m p o s i t i o n  g i v e n  in th~--pq--oof o f  
p r o p o s i t i o n  5 . 1 0  w i t h  e x p o n e n t i a l  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n s .  
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C o r o l a i l a r y  7 . 2 .  W i th  the  above n o t a t i o n  (21) , 

(23) 
1 ~____ Pn tn : 

1 - b e t  - Xl t2 
n)O 

1 - b t t  - X2t 2 

1 - b k t  - X~.+l t  2 

The c o n v e r g e n t s  o f  the c o n t i n u e d  f r a c t i o n  (23) a re  n o t h i n g  bu t  
the  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n s  of  the  p y r a m i d s  i n t e r p r e t a t i n g  JJn and bounded 
on the  segment  [ O , n ] .  Thus,  a p p l y i n g  p r o p o s i t i o n  5 . 3 ,  t h e s e  c o n v e r g e n t s  
a re  

(24) ~P~ n ( t )  / Pn+ l  ( t )  , 

~x 
where P n + l ( t )  s the  r e c i p r o c a l  t n + l p n + l  (1 t)  o f  P n + l ( t )  and £ P n ( t )  is  
t he  e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l  f o r  heaps o f  mor~omers and d i m e r s  on [O~n]  no t  
c o n t a i n i n g  the  v a l u e  O~ t h a t  is  the  n th o r t h o g o n a l  p o l y n o m i a  c o r r e s -  
p o n d i n g  to  the  " s h i f t e d "  v a l u a t i o n s  bk = bk+ 1 , Xk = :Xk+l. 

I f  we t a k e  bk=O and Xk = _qk ,  then  we g e t  the  e x c l u s  on power 
s e r i e  D(P ,~ ' ) .  We a re  in the  case o f  an i n f i n i t e  s e t  of  p i e c e s  and (11) 
is  s a t i s f i e d .  T a k i n g  the  b a s i s  B : Itl , the  e x c l u s i o n  power s e r i e  D(q) 
is  the  l e f t  h a n d - s i d e  of  the  famous ( f i r s t )  R o g e r s - R a m a n u j a n  i d e n t i t y  
(see f o r  e x a m p l e  Andrews I :1] )  : 

(25) 

2 

1 + 
( l - q )  ( 1 - q 2 ) . . .  (1 -q  n) n)O 

n~l 

( t _q  5n+1) l _ q  5n+4) 

The l e f t  hand s i d e  o f  the  second  R o g e r s - R a m a n u j a n  d e n t i t y  

2 
qn +n 1 

(26) 1 + ~ = (TT , 
( l - q )  ( 1 - q 2 ) . . .  (1 -q  n) n~O (1 -q  5n÷2) (1 -q  5n÷3) 

n~l 

can be i n t e r p r e t a t e d  as the  e x c l u s i o n  power s e r i e  N(q) f o r  w e i g h t e d  
t r i v i a l  heaps of  d i m e r s  ( w i t h  v a l u a t i o n  Xk = _qk) no t  c o n t a i n i n g  O. 
P r o p o s i t i o n  5.1 and 5 .3  g i v e s  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  the  g e n e r a t i n g  
f u n c t i o n s  1 /D (q )  and N ( q ) / D ( q )  . r e s p e c t i v e l y  in te rms  of  heaps and 
moments p y r a m i d s .  We can e a s i l y  deduce  A n d r e w s ' s  i n t e r p r e t a t i o n s  [ 2 ]  
w i t h  q u a s i - p a r t i t i o n s .  
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8 .  Heaps and a l g e b r a i c  graph t h e o r y  

a) M a t c h i n g  p o l y n o m i a l s  of  graphs (summary of [ 1 5 ] )  

L e t  G be a g r a p h .  The m a t c h i n g  p o l y n o m i a l  o f  G i s  t h e  
r e c i p r o c a l  o f  t h e  e x c l u s i o n  p o l y n o m i a l  D ( G ; x )  d e f i n e d  in  e x a m p l e  5 . 7  : 
p i e c e s  a r e  d i m e r s  on G ( i . e .  e d g e s )  w e i g h t e d  by x 2. S e v e r a l  w o r k  has  

b e e n  d o n e  on t h e s e  p o l y n o m i a l s ,  in  r e l a t i o n  w i t h  p h y s i c s  and  c h e m i s t r y ,  
s e e  f o r  e x a m p l e  [ 2 0 ] , [ 3 1 ] , [ 3 2 ] , [ 3 5 ] .  

P r o p o s i t i o n  5 . 1  and  5 . 3  g i v e  c o m b i n a t o r i a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  
t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  p o w e r  s e r i e s  1 / D ( G ; x )  and  D ( G \ M ; x ) / D ( G ; x )  w h e r e  
G\M d e n o t e s  t h e  g r a p h  o b t a i n e d  by  d e l e t i n g  f r o m  G t h e  s e t  o f  e d g e s  N 
( r e s p .  s e t  o f  v e r t i c e s  M) . 

I f  M i s  t h e  s e t  o f  e d g e s  c o n t a i n i n g  a v e r t e x  s ,  t h e n  
D ( G \ M ; x ) / D ( G ; x )  i s  t h e  g e n e r a t i n g  f u n c t i o n  f o r  t h e  s o - c a l l e d  t r e e - l i k e  
p a t h s  i n t r o d u c e d  by  G o d s i  I [ 3 1 ]  in  o r d e r  t o  g i v e  a n i c e  p r o o f  o f  t h e  
f a c t  t h a t  t h e  r o o t s  o f  m a t c h i n g  p o l y n o m i a l s  a r e  r e a l  n u m b e r s  (He i  Imann ,  
L i e b  [ 3 5 ] ) .  In D e s a i n t e - C a t h e r i n e ,  V i e n n o t  [ 1 5 ]  we d e d u c e  b i j e c t i v e l y  

G o d s i  I ' s  r e s u l t  and  g i v e  some g e n e r a l i z a t i o n s _  

R e m a r k  t h a t  t r e e - l i k e  p a t h s  c o r r e s p o n d  e x a c t l y  ( v i a  t h e  
b i j e c t i o n  o f  p r o p o s i t  on 6 . 3 )  t o  p y r a m i d s  w i t h  t h e  r e s t r i c t i o n  t h a t  a l l  

t h e  c y c l e s  h a v e  l e n g t h  2 . S u c h  c y c l e s  can  be i d e n t i f i e d  w i t h  d i m e r s  o f  G 

b) C h r o m a t i c  p o l y n o m i a l s  and a c y c l i c  o r i e n t a t i o n s  of  graphs 
( f r o m  G e s s e l  [ 3 0 ] )  

L e t  G be a f i n i t e  g r a p h  w i t h  n v e r t i c e s ,  ~ ( G ; x )  be t h e  
c h r o m a t i c  p o l y n o m i a l  o f  G and  ~ (G)  be t h e  n u m b e r  o f  a c y c l i c  o r i e n t a -  
t i o n s  o f  G. In  [ 4 5 ]  S t a n l e y  has  p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  i d e n t  t y .  

(27)  ~ ( G ; - 1 )  = ( - 1 )  n re(G) . 

G e s s e l  [ 3 0 ]  has  g i v e n  a n i c e  p r o o f  o f  t h i s  i d e n t  
c o m m u t a t i o n  m o n o i d .  H e r e  we j u s t  s k e t c h  t h e  i d e a  
t r a n s l a t e d  in  t e r m s  o f  h e a p s .  

t y ,  u s i n g  t h e  
f h s p r o o f ,  

L e t  G : (S ,A )  w i t h  s e t  o f  v e r t i c e s  S ( r e s p .  e d g e s  A ) .  L e t  ~ be 

t h e  c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  s u c h  t h a t  G i s  i t s  c o n c u r r e n c y  g r a p h  ( s e e  § 4 ) .  
L e t  E be a h e a p  o f  H ( S , ~ ) .  F o r  k ) 1, we d e n o t e  by  8 k ( E )  t h e  numbe r  o f  
f a c t o r i z a t i o n s  o f  E in  t h e  f o r m  E : T I ®  . . . ® T  k w h e r e  e a c h  T i  i s  a 
n o n - e m p t y  t r i v i a l  h e a p  ( r e m a r k  t h a t  c o n d i t i o n  (2) o f  lemma 2 . 9  i s  n o t  
n e c e s s a r i l y  s a t i s f i e d ) .  L e t  v be a v a l u a t i o n  on t h e  heap  m o n o i d  H ( S , ~ )  
as  i n  §5 .  A h e a p  E i s  c a l l e d  l i n e a r  ( r e s p .  c o v e r i n g )  i f f  e a c h  b a s i c  
p i e c e  a p p e a r s  a t  m o s t  ( r e s p .  a t  l e a s t )  o n c e  in  E. A l i n e a r  and  c o v e r i n g  
h e a p  E i s  a p r o d u c t  ( i n  H ( S , ~ ) )  o f  a l l  t h e  b a s i c  p i e c e s  S. L e t  L C ( S , ~ )  
be t h e  s e t  o f  s u c h  h e a p s .  We h a v e  t h e  r e l a t i o n  

(28)  ~ ( G ; x )  :- - -  B k ( E )  x ( x - 1  

k~ 
k;lO LC (S, ~') 

. . .  ( x - k + 1 )  , 
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w h i c h  l e a d s  us t o  i n t r o d u c e  t h e  c o m p l e t e  c h r o m a t i c  power a e r i e  o f  t h e  
g r a p h  G. 

(29) £ ( G ; x )  = - -  ~ ( E ) v ( E )  x ( x - 1 )  . . .  ( x - k + 1 ) .  
k!  

k)O E E H ( S , + )  

We have  

E ~ k~O F 

w h e r e  t h e  f i r s t  s u m m a t i o n  i s  o v e r  a l l  h e a p s  E E H ( S ~ )  and t h e  s e c o n d  i s  
r e s t r i c t e d  t o  n o n - e m p t y  t r i v i a l  h e a p s .  From r e l a t i o n  (12) o f  
p r o p o s i t i o n  5 . 1 ,  we d e d u c e  (a b i j e c t i v e  p r o o f  w o u l d  a l s o  be p o s s i b l e )  

( 3 1 )  £ ( G ; - 1 )  = ( -1 )  n 2 v ( E )  

EEH (S,& ~) 

The r e s t r i c t i o n  t o  l i n e a r  and c o v e r i n g  h e a p s  g i v e s  ( 2 7 ) .  

9.  Heaps and S t a t i s t i c a l  P h y s i c s  

a)  The d i r e c t e d  a n i m a l  p r o b l e m  (summary  o f  V i e n n o t  [ 5 0 ] )  

i'+'-+-"i ........ i"--""F"-"'; ........ i ........ i'-'"i~'-'"~'+'"'"~ 
i ! i i i i / ] ~ \ !  i i 

. . . . . . . .  i . . + . i  . . . . . . . .  . . . . . . . .  
! ! E ~ / !  ! ~ i : : "  :: 

+ ........ i......~+i..':...+,+,.......+ ........ + ........ +.......+,......+......, "i  

!.+,,,,,~,,,,,,,e,.,,..o,....o.....o.....o.,....O+.,.,o..._~ " / ~  
[ / i  i } i :: :: i i / i  

~ . , , , , + , i , , , . , , , + + , + , + + + . , . . . . i , . . . . . + . . . . . . ~  . . . . . . . .  ~ ........ ~ . . ~ . ~  

i \ i  i i :: i ::/ i i :: 

~...:~...~.+.+t:~r~ 
+ i ........ L,,Y~,..,++..+ ........ i.......~.~...+ ........ +...~.+.~.+ 

\ / 

\ \ /  

F i g . l O +  A d i r e c t e d  a n i m a l ,  
one  s o u r c e  p o i n t ,  

s q u a r e  l a t t i c e .  

in  1982 ,  p h y s i c i s t s  h a v e  i n t r o d u c e d  
and s t u d i e d  t h e  f o l l o w i n g  p r o b l e m .  
A d i r e c t e d  a n i m a l  i s  a s e t  A o f  
p o i n t s  o f  M x ~ such  t h a t  (OjO) E A 
and any  p o i n t  ( x , y )  o f  A can  be 
r o a c h e d  by  a p a t h  g o i n g  f r o m  (0~0)  
t o  ( x , y ) , .  w i t h  v e r t i c e s  in  A, and 
u s i n g  e l e m e n t a r y  s t e p s  N o r t h  o r  
E a s t .  The p o i n t  (0~0) i s  c a l l e d  t h e  
s o u r c e  p o i n t  and N o r t h - E a s t  i s  
c a l l e d  p r i v i l i g i e d  d i r e c t i o n .  The 
s i z e  o f  t h e  a n i m a l  A i s  d e s c r i b e d  
by i t s  w i d t h  and l e n g t h  ( i . e .  s i z e  
o f  t h e  s m a l l e s t  r e c t a n g l e  
c o n t a i n i n g  A w i t h  e d g e s  p a r a l l e l  o r  
p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p r i v i l i g i e d  
d i r e c t i o n ) .  L e t  an be t h e  number  o f  
d i r e c t e d  a n i m a l s  w i t h  n p o i n t s .  
C o n s i d e r i n g  t h e s e  a n i m a l s  e q u i d i s -  
t r i b u t e d ,  l e t  &n ( resp+  Ln) be t h e  
a v e r a g e  w i d t h  ( r a s p .  l e n g t h ) .  
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P h y s i c i s t s  e x p e c t  t h e  f o l l o w i n g  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r  

(32) an "~ ~1 n n ' S ,  ~n ~, n~ j  Ln "~ n ~/. 

The c o n s t a n t s  8 ,  ~ and ~/ a r e  c a l l e d  c r i t i c a l  exponents .  Such 
n u m b e r s  a r e  o f  p a r t i c u l a r  i m p o r t a n c e  in t h e  m o d e l s  f o r  phase 
t r a n s i t i o n s  and c r i t i c a l  phenomena. 

A s u r p r i s i n g  f a c t  i s  t h a t  v e r y  s i m p l e  e x a c t  f o r m u l a e  e x i s t  f o r  
a n and ~n f r om  w h i c h  one g e t  i m m e d i a t e l y  ~=3 ,  8= #&= 1 / 2 .  A f t e r  many 
o t h e r  w o r k s  ( f o r  a s u r v e y  see [ 4 9 ] )  ~ p h y s i c s  s o l u t i o n s  a r e  g i v e n  by 
Dhar  [ 1 6 ] ,  [ 1 7 ]  and H a k i m ,  N a d a l  [ 3 4 ]  f o l l o w i n g  N a d a l ,  D e r r i d a ,  
V a n n i m e n u s  [ 4 1 ]  . 

A c o m p l e t e  c o m b i n a t o r i a l  s o l u t i o n  ( f o r  an and  &n) can  be g i v e n  
by u s i n g  h e a p s  b a s i c  p r o p e r t i e s  and a b i j e c t i o n  b e t w e e n  d i r e c t e d  
a n i m a l s  ( w i t h  one s o u r c e  p o i n t )  and c e r t a i n  p y r a m i d s  o f  d i m e r s  on 2. 
T h i s  i s  done  in [ 5 0 ] ,  w h e r e  some c o n j e c t u r e s  o f  Dhar  [ 1 6 ]  a r e  p r o v e d .  A 
s u r v e y  o f  t h e  d i r e c t e d  a n i m a l  m o d e l ,  w i t h  b o t h  p h y s i c s  and 
c o m b i n a t o r i a l  s o l u t  o n s ,  and  r e l a t i o n s h i p  w i t h  o t h e r  p r o b l e m s  and  
m o d e l s ,  i s  g i v e n  n V i e n n o t  [ 4 9 ]  The c a s e  o f  d i r e c t e d  a n i m a l s  on a 
t r i a n g u l a r  l a t t i c e  i s  e a s i e r .  A " b r u t e  f o r c e "  b i j e c t i o n  b e t w e e n  
d i r e c t e d  a n i m a l s  and c e r t a i n  p a t h s  has been  g i v e n  by  G o u y o u - B e a u c h a m p s ~  
V i e n n o t  [ 3 3 ]  Th s b i j e c t  on i s  t h e  same as t h e  one o b t a i n e d  u s i n g  
h e a p s .  

t 
I 

- ............. -----,---,..-.,-+-----b 
" °  

F i g . 1 1 .  D i r e c t e d  a n i m a l s  
on a b o u n d e d  s t r i p  

In t h e  p h y s i c s  s o l u t i o n ,  N a d a l ,  
D e r r i d a ,  V a n n i m e n u s  [ 4 1 ] ,  H a k i m j  
Nada l  [ 3 4 ]  c o n s i d e r  d i r e c t e d  a n i m a l s  
on a bounded s t r i p  : s e v e r a l  s o u r c e  
p o i n t s  a r e  now p o s s i b l e  (see  F i g .  
11 ) .  The b o r d e r s  may be i d e n t i f i e d  
( c i r c u l a r  s t r i p ) .  U s i n g  t r a n s i t i o n  

m a t r i c e s  a c t i n g  on a s p a c e  o f  s p i n s ,  
t h e y  g i v e  a f o r m u l a  f o r  t h e  number  
o f  s u c h  a n i m a l s  w i t h  g i v e n  s o u r c e  
p o i n t s .  T h i s  f o r m u l a  i s  e a s i l y  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  g e n e r a t i n g  
f u n c t i o n  o f  such  a n i m a l s ,  w h i c h  i s  a 
r a t i o n a l  s e r i e  N ( t ) / D ( t ) .  The 
p o l y n o m i a l s  N ( t )  and D ( t )  can  be 
d e d u c e d  f r o m  §7 and p r o p o s i t i o n  5 . 3 ,  
u s i n g  T c h e b y c h e f f  p o l y n o m i a l s  f i r s t  
k i n d  ( c i r c u l a r  s t r i p )  and s e c o n d  
k i n d  ( b o u n d e d  s t r i p ) .  

The p r o b l e m  o f  t h e  ex  s t e n c e  and d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e x p o n e n t  
i s  s t i l t  o p e n .  I t  i s  c o n j e c t u r e d  [ 4 1 ]  t o  be 9 / 1 1 .  
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b) C o m b i n a t o r i a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  the  d e n s i t y  o f  a gas w i t h  
h a r d - c o r e  i n t e r a c t i o n s  (summary o f  V i e n n o t  [ 5 1 ] )  

Here  we use p r o p o s i t i o n s  5.1 and 5 . 1 0  in the  case o f  the  
i n d e p e n d e n c y  p o l y n o m i a l s  o f  e x a m p l e  5 . 8 .  The heaps model  p u t  some l i g h t  
on the  s o - c a l l e d  " thermodynamic l i m i t "  of  t he  i n d e p e n d e n c y  p o l y n o m i a l s .  
We o b t a i n  a c o m b i n a t o r i a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t he  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  Z ( t )  
(on an i n f i n  te  l a t t i c e )  and o f  t he  d e n s i t y  

(33) # ( t ) :  t d / d t  l og  Z ( t ) .  

In f a c t  
(34) - # ( - t )  : ~ an t n ,  

a}O 

where  the  an a r e  p o s i t i v e  i n t e g e r s  e n u m e r a t i n g  c e r t a i n  p y r a m i d s .  

U s i n g  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s  t e c h n i q u e s ,  B a x t e r  has r e c e n t l y  
s o l v e d  [ 6 ]  t he  famous hard hexagon m o d e l .  T h i s  model  has a phase  
t r a n s i t i o n  f o r  t he  " a c t i v i t y "  t e = ( l t + 5 V S ) / 2 .  For 0 < t < t e ~  t h e  p a r t i t i o n  
f o n c t i o n  Z ( t )  is  g i v e n  by the  f o l l o w i n g  s y s t e m  of  e q u a t i o n s  

L e t  R1 (q) ( r e s p .  R i l ( q ) )  be the  l e f t  h a n d - s i d e  o f  the  f i r s t  
( r e s p .  second )  R o g e r s - R a m a n u j a n  i d e n t i t y  (25) ( r e s p .  ( 2 6 ) ) .  The 

p a r t i t i o n  f o n c t i o n  Z ( t )  i s  o b t a i n e d  by e l i m i n a t i n g  q b e t w e e n  the  two 
f o l  l o w i n g  e q u a t i o n s  

t : IRe]  ( q ) ]  5 
(3s)  - q  J ' 

{ T T ( l _ q 6 n + 2 )  (1_q6n+3)  2 ( l _ q 6 n + 4 )  ( t _ q S + l )  2 (1_qSn+4) 2 ( l _qSn)  2 

H (36) Z 
n~0 ( 1 _ q 6 n + l )  (1_q6n+5)  ( l _ q 6 n )  2 (1_qSn+2) 3 (1_qSn+3)3  

F i g . t 2 .  A p y r a m i d  of  hexagons  
i n t e r p r e t a t i n g  the  d e n s i t y  o f  the  

gas in t h e  ha rd  hexagon  m o d e l .  

From heaps b a s i c  lemmas~ we 
deduce  t h a t  the  c o e f f i c i e n t  an 
d e f i n e d  by e q u a t i o n s  ( 3 3 ) ,  
( 3 4 ) ,  ( 3 5 ) a n d  (36) i s  t he  number 

o f  p y r a m i d s  o f  hexagons  on a 
t r i a n g u l a r  l a t t i c e s  f o rmed  w i t h  
n h e x a g o n s j  as shown on F i g . 1 2 .  
I t  wou ld  be o f  g r e a t  i n t e r e s t  
to  p r o v e  d i r e c t l y  t he  e q u a t i o n s  
e n u m e r a t i n g  such p y r a m i d s  o f  
h e x a g o n s ,  w i t h o u t  u s i n g  
B a x t e r ' s  s o l u t i o n  (wh i ch  has 
n o t h i n g  to  do w i t h  heaps o f  
p i e c e s ) .  A l s o  the  c o m b i n a t o r i c s  
o f  heaps p r o v e s  the  e q u i v a l e n c e  
b e t w e e n  d i r e c t e d  a n i m a t s  
p r o b l e m s  and h a r d - c o r e  gas 
m o d e l ,  as shown r e c e n t l y  by 
Dhar [ 1 7 ]  u s i n g  p h y s i c s  
a r g u m e n t s .  
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F i n a l l y ,  c o m m u t a t i o n  m o n o i d s  h a v e  r e c e n t l y  a p p e a r e d  in  
T h e o r e t i c a l  C o m p u t e r  S c i e n c e  as  a mode l  f o r  p a r a l l e l i s m  and  c o n c u r r e n t  
access  t o  d a t a b a s e s .  T h i s  i s  an a c t i v e  and  p r o m i s i n g  a r e a  o f  r e s e a r c h  
and  a m e e t i n g  on t h i s  s u b j e c t  t o o k  p l a c e  in  P a r i s ,  M a r c h  1 9 8 5 ,  and  

a n o t h e r  i s  ~ l a n n e d  in  1 9 8 6 .  

A d a t a b a s e  i s  a s e t  o f  o b j e c t s  c a l l e d  e n t i t i e s .  A t r a n s a c t i o n  
i s  a n y  s e q u e n c e  o f  a t o m i c  a c t i o n s  o p e r a t i n g  on t h e  e n t i t i e s .  S e v e r a l  
t r a n s a c t i o n s  can  a c c e s s  c o n c u r r e n t l y  t o  t h e  same d a t a b a s e .  An a c t i o n  i s  
i d e n t i f i e d  w i t h  a l e t t e r  and  a t r a n s a c t i o n  w i t h  a w o r d .  C o m m u t a t i o n s  
a r e  d e f i n e d  on t h e s e  l e t t e r s ,  d e s c r i b i n g  t h e  p o s s i b l e  c o n c u r r e n c y  
a c c e s s  t o  t h e  d a t a b a s e .  The  m o d e l  can  be d e v e l o p p e d  f r o m  an a l g e b r a i c  
p o i n t  o f  v i e w  ( r a t i o n a l  and  r e c o g n i z a b l e  l a n g u a g e s  in  t h i s  m o n o i d , . . . )  
in  a n a l o g y  w i t h  t h e  f r e e  mono id  c a s e  ( s e e  f o r  e x a m p l e  
[ 7 ] ~ [ 1 2 ] , [ 1 3 ] , [ 1 9 ] , [ 2 3 ] , [ 4 2 ] ) .  A n o t h e r  d i r e c t i o n  i n t r o d u c e d  by  F r a n ~ o n  
[ 2 8 ] , [ 2 9 ]  and  A r q u e s  e t  a 1 . [ 4 ] , [ 5 ]  i s  c o m b i n a t o r i a l .  T h i s  d i r e c t i o n ,  
f o l l o w i n g  some i d e a s  o f  P a p a d i m i t r i o u  ( [ 4 2 ]  and  r e l a t e d  p a p e r s )  a l l o w s  
t h e  c o m p a r i s o n  o f  t h e  p e r f o r m a n c e s  o f  c o n c u r r e n c y  c o n t r o l  a l g o r i t h m s  
w i t h  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  c o s t  o f  s e r i a l i z a t i o n  o f  an e x e c u t i o n  o r  
w i t h  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  F r a n £ o n ' s  p a r a l l e l i s m  r a t i o ,  f r e q u e n c y  o f  

d e a d l o c k e d  e x e c u t i o n s , e t c . . .  T h e s e  p r o b l e m s  c a n  be r e d u c e d  t o  t h e  
a s y m p t o t i c  e n u m e r a t i o n  o f  c e r t a i n  s e t s  o f  c o m m u t a t i o n  c l a s s e s ,  o r  

e n u m e r a t i o n  o f  w o r d s  in  t h e s e  c l a s s e s .  

The  h e a p  m o n o i d  mode l  may b r i n g  o t h e r  i d e a s  a b o u t  t h e s e  
q u e s t i o n s .  F i r s t  o f  a l l ~  r e p l a c i n g  t h e  a l p h a b e t  ( w h i c h  l e t t e r s  a r e  a 
c o d i n g  o f  t h e  a t o m i c  a c t i o n s )  by  a s e t  o f  b a s i c  p i e c e s  P, e q u i p p e d  w i t h  
a b a s i s  B a n d  a p r o j e c t i o n  map ~ :  P ~ ~ ( B )  c a n  be c l o s e r  t o  c o n c u r r e n c y  
c o n s i d e r a t i o n s .  F o r  e x a m p l e  one  c a n  c o n s i d e r  t h e  b a s i s  B t o  be t h e  s e t  
o f  e n t i t i e s .  An a t o m i c  a c t i o n ,  s y m b o l i z e d  by  t h e  b a s i c  p i e c e  ~EP~ w i l l  
o p e r a t e s  on t h e  s u b s e t  ~ ( ~ ) c B  o f  e n t i t i e s .  T h i s  a t o m i c  a o t i o n ~  e x a c t l y  
as  t h e  b a s i c  p i e c e ,  i s  a c e r t a i n  " s t r u c t u r e "  on t h e  s u p p o r t  ~ ( ~ ) .  The 
c o n c u r r e n c y  r e l a t i o n  o f  §4 w i l l  c o r r e s p o n d s  t o  a t o m i c  a c t i o n s  h a v i n g  
a c c e s s  t o  common e n t i t i e s .  U n d e r  t h i s  m o d e l ,  two  a c t i o n s  w i l l  commute  

f f  t h e y  o p e r a t e  on d i s j o i n t  s u b s e t s  o f  e n t i t i e s .  

A n o t h e r  i d e a  i s  t o  u s e  h e a p s  o f  p i e c e s  a s  a new d a t a  s t r u c t u r e  

n C o m p u t e r  S c i e n c e .  T h i s  s t r u c t u r e  a p p e a r s  as  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  
b i n a r y  f r e e  s t r u c t u r e  ( w h i c h  i s  a p o s e r  and  t h u s  c a n  be " r e a l i z e d "  a s  a 
h e a p )  and  t h e  s t r u c t u r e  f o r m e d  by  s e v e r a l  i n d e p e n d a n t  s t a c k s .  One can  
i m p l e m e n t  t h e  h e a p  d a t a  s t r u c t u r e  by i t s  f i b e r s ,  o r  by d e f i n i n g  l i n k s  
b e t w e e n  a p i e c e  ~ and t h e  p i e c e s  B w h i c h  a r e  c o v e r e d  by ~. T h i s  d a t a  
s t r u c t u r e  w o u l d  be o f  p a r t i c u l a r  a d v a n t a g e  in  p a r a l l e l  a l g o r i t h m s .  

In  c o n c l u s i o n ,  o n e  o f  t h e  i n t e r e s t  o f  t h e  h e a p s  f o r m u l a t i o n  i s  
t o  r e i a t e  some p r o b l e m s  c o m i n g  f r o m  c o m p l e t e l y  d i f f e r e n t  f i e l d s ~  as  f o r  
e x a m p l e  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  e x p o n e n t s  o f  t h e  d i r e c t e d  
a n i m a l s  p r o b l e m  in  S t a t i s t i c a l  P h y s i c s  and  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  F r a n £ o n ' s  
r a t i o  o f  p a r a l l e l i s m .  B o t h  a r e  e q u i v a l e n t  t o  a s y m p t o t i c  e n u m e r a t i o n  o f  
c e r t a i n s  h e a p s .  Some p r o b l e m s  a r e  e q u i v a l e n t  t o  e n u m e r a t e  t h e  numbe r  o f  
w o r d s  in  a c o m m u t a t i o n  c l a s s  (as  f o r  e x a m p l e  " a g g r e g a t s "  p r o b l e m s  in  

S t a t i s t i c a l  P h y s i c s ) .  F rom §3 ,  t h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  e n u m e r a t e  l i n e a r  
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e x t e n s i o n s  o f  a g i v e n  p o s e t .  T h i s  p r o b l e m  is  w e l l - k n o w n  in  p o s e t  
t h e o r y  and e x p l i c i t  f o r m u l a e  e x i s t  o n l y  in  c e r t a i n  p a r t i c u l a r  c a s e s  
( s t a n d a r d  Young t a b l e a u x ,  s t a n d a r d  s h i f t e d  Young t a b l e a u x ,  t r e e s , . . . ) .  

Of c o u r s e j  t h e  d i f f i c u l t y  o f  t h e  p r o b l e m  r e m a i n s  t h e  same in b o t h  
p o i n t s  o f  v i e w ,  b u t  t h e  s p a t i a l  i n t u i t i o n ,  t h e  p o w e r f u l  b a s i c  heaps  
lemmas and t h e  c o n n e c t i o n s  made b e t w e e n  d i f f e r e n t  d o m a i n s  may be u s e f u l .  
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