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0) La Logique Spéculaire a pour objet 'étude des énoncés “classiques” (disons de la
logique du premier ordre) en tant qu’ils sont dits par quelqu’un, d’une facon qui, dans le
méme énoncé, fait intervenir des points de vues multiples désignés par des lettres P, Q, etc,
et des maniéres, qui fondamentalement sont deux, notées { et b. Dans ’énoncé classique ces
points de vues et maniéres ne figurent pas, sont non-dits. Dans la logique classique il n’y a
qu'un point de vue et une maniére. Mais dans le dialogue “réel”dont la partie dite est un
énoncé classique le fait méme de 1’énonciation intervient, et ces points de vues et maniéres
non-dits modifient de fagon équivoque le sens de énoncé pour les locuteurs, introduisant
donc un malentendu. Ce malentendu est de fait nécessaire 3 la. poursuite du dialogue, car
c’est la spéculation sur sa nature qui permet & chacun d’accorder du crédit & Pautre, en
faisant provisoirement tenir ’énoncé non pas comme vrai, ce qui serait démesuré, mais
comme possiblement non-inconsistant, et ceci quelque soit I'énoncé. La logique spéculaire
s'occupe donc d’écrire et de gérer ces spéculations et leurs effets logiques, proposant ainsi
un certain réglage du non-dit, ce qui permet une théorie de la communication.

Cette logique s’appelle spéculaire pour trois raisons. D’abord parce qu’elle permet de
proposer des modéles mathématiquement bien constituds pour la théorie lacanienne de la
psychanalyse et la théorie philosophique adjacente du sujet parlant, et tout particuliément
pour la notion psychanalytique de spécularité. En particulier les “étranges” formules de
la sexuation de Lacan admettent alors en son sein une interprétation consistante. Ensuite
parce que ce qu’elle introduit est un modéle mathématique minimal de la spéculation
dans la fenue qui permet la poursuite du dialogue. Et on peut soutenir ’idée que toute
spéculation est spéculaire en ce sens que Ja spéculation introduit un objet “prouvant” la
consistance ou la cohérence parce qu’il est & la fois suffisamment 3 distance de Vobjet
(e.g- I'énoncé) dont il s’occupe et en méme temps substituable 3 celui-ci au mojns &
un titre. Troisiemement, cette logique va résulter d’un travajl “en miroir” (va-et-vient
local/global des opérateurs) sur la logique classique, et il apparalt que cette logique admet
une structure “en miroir”, tant dans ses ¢noncés que dans ses régles, par changement dans
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les expressions des § en b et des b en . Les propriétés de la logique classique sont ainsi
divisées en moitiées duales. Grossitrement on peut dire que la logique spéculaire est un
“revétement & 2 feuillets” de la logique classique, ceci si I'on considére uniquement la
question de la maniére de dire, laissant de c6té la variété des points de vues. La logique
classique résulte de la logique spéculaire par 'identification | = b et les identifications
T ==y == 2w ., =% de tous les points de vues en un seul *.

1) Nous utiliserons le yoga suivant que nous appellerons le va-et-vient local/global des
opérateurs. Le lecteur embarrassé par le caractére abstrait de ce qui suit pourra se reporter
directement au cas qui nous intéresse expliciternent ici, & savoir aux formules (}) et (b) du
paragraphe 2 et aux formules qui suivent exprimant dans la situation envisagée le calcul
explicite des localisations et globalisations des opérations logiques. Toutefois la généralité
que nous adoptons pour comimencer maintenant a pour intérét de rendre transparentes
les propriétés universelles en jeu.

Soit F' -1 U{e,n) une adjonction, soit la donnée de deux foncteurs U : € — D et
F : D — C avec deux transformations naturelles n : 1p — UF et € : FU — 1¢ telles que
ep.fn = 1p et Ueny = 1y, de sorte que f +— (U f).np détermine une bijection naturelle
C(FD,C) = D(D,UC) notée bridzvement : 27,

Soit @ : Cat — Cal un 2-foncteur. Alors on a @F - OU(P¢,Py). Onnote ¥ : &~ D
un objet de ®D, et (PFUY) = F.Y = Y™ et (Pg)y =3.Y =at : Y — UY™ On a
donc, pour tout ¥ : ® ~» D et P: @ ~s C la bijection naturelle }}: ;}‘; On dira que Y™
est un relévement inductif de Y le long de U.

Soit F' -1 U'(¢/,7') une autre adjonction, avec U’ : ' ~ D' et F' : D' — (', et soit
¥ : (atf — Cat un 2-foncteur. Alors on a WU’ - WF'(¥y', ¥e'). On note X' : €' ~+ ¥ un
objet de UC', et (VF')(X') = X' F' = X" et (Un)x = X' =x: X' - X". On a
donc, pour tout X' : C' ~ ¥ et ' : D'~ ¥ la bijection naturelle .(%W& On dira que
X' est une extension projective de X' le long de U'.

Soit I' : Cat? x Cat — Cal un 2-foncteur. Par exemple, on peut préndre pour I'(C’,C)
la catégorie Nat(C’,C) ayant pour objets les foncteurs de C' vers C et pour morphismes

les transformatlons naturelles entre ces foncteurs. On note C' % C un objet de T'(C’,C) et

D' 4 D un objet de I'(T’, D). En effectuant un relévement inductif le long de U dans le cas
@ = I'(C’, —} et une extension projective le long de U’ dans le cas ¥ = I'(~~, D), on a donc,

pour P : L'~ C et §Y : D' ~» D les bijections naturelles ng';x;,";i 7 et Y= g:gll_}’g;‘; =X ’,

de sorte que en posant Q% = (Q".UN" = F(Q'.U") = (F.QN.U' = (Q").U’ et P¥ =
(U.P)? = (U.P).F' = U{P.F') = U.P? on a les foncteurs (=) : T(D', D) — I'(¢",C) et
(=)Y : T{C',C) — I(D', D) et 'adjonction (—)! -1 (—)¥, avec donc la bijection naturelle

Q’HMP
ey

De fagon duale, si, pour le méme U on a une adjonction I/ 4 G, on a le relévement
projectif Y™ = (.Y, avec la bijection naturelle %—f{;. En particulier on a o~ : U.Y™ -

Y. Et, pour le méme U’ et une.adjonction U’ 4 &', on a 'extension inductive X' == X' .G,
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avec la bijection naturelle })%1—*'5;%'7 Puis, avec Q¥ = (Q'.U")P = G(QU) = (G.Q").U" =

QUPU" et PN = (U.P)" = (U.P).G' = U(P.G") = UP% on a Padjonction (=) = (=),
avec la bijection naturelle —w—gm}f;"_’;, .
On pose (=) = (=)L(=)V ot (=)p = (~)}.(—-)".

Supposons de plus maintenant qu'en fait les catégories I'(CY, C) et (D, D) soient des
ensembles ordonnés. Dans ce cas, des adjonctions {(—)! 4 () et (=) 4 (=) 1l résulte
que fVi=fetbAb =, et par suite (fV)* = fV et (AD)? = Ab, et de Padjonction
(=) (=) il résulte que AfVhAR = Afet VEAVE = Vb, et par suite (AfVD): = Afvh
et (Vb A )2 = Vb A {, etc. "

En particulier, pour tous ensembles ordonnés 7" et T avec T' complet (i.e. avec tous
les sups et tous les infs), on peut considérer pour (7", T) lensemble Ord(T',T) des
applications croissantes de T" vers T, ordonné “point par point” par :

FSgssiVt e T'(f(t) < a(t')).
On a alors les calculs point par point :
PY(2) = UlAegtryy Py)) et PAz) = UVurwy<e P()).
QW) = Aavtsue @ et Q) = Vueowy =.

2) On s’intéresse enfin, maintenant, plus spécifiquement, 4 la globalisation et 1a loca-

lisation des opérations logiques dans un topos de prélaisceaux.

Fixons donc une catégorie S et considérons le topos Ens®” des préfaisceaux sur g
ou foncteurs de S vers la catégoriec Ens des ensembles et applications. On note S
'ensemble des objets de 5. Fixons aussi un objet p de §, et considérons le foncteur
eve, 1 Ens® — Ens: X 1+ X (P) = X, qui & tout foncteur X sur S°° associe sa valeur en
p. Alors, si E est un foncteur fixé sur §or » on note Sub(E) le treillis des sous-ob jets de E
(i-e. des sous-foncteurs de £), on note Sub(£,) le treillis des sous-ensembles de E,, et on
note U, : Sub(E) —Sub(E,) le foncteur (i-e. ici Papplication croissante) qui & X associe
Xy ; ce foncteur est donc la restriction de evay, & sub(E). On prend I' =0rd. Pour IJ = U,
et U’ == (U,)", On peut donc associer & tout connecteur propositionnel “localement” définj
en p dans E, soit « : sub(E, )" ~+sub(F,) deux opérateurs “globalisés” dans [, notés donc
&' : sub(E)" ~ssub(E) et " sub(E)" —sub(E).

Avec les hypothéses ci-avant, soient F et F deux foncteurs fixés sur S soit U =
Up : sub(E) —sub(E,), et soit U = Uy : sub(E x F} —sub(E, x F,) le foncteur qui &
£ €sub(E x F) associe R, (défini, comme U,, par restriction de eva,). Ce qui précede
permet donc d’associer 3 tout quanteur “localement” défini en p dans E, relativement A
F, soit Q) : sub(E, x F,) —sub(£,) deux quanteurs “globalisés” dans relativement &
%, notés donc Q¥ : sub(E x F) —sub(E) et Q" : sub(£ x F) —sub(F).

On appelle opérateurs logiques les connecteurs et les quanteurs. On notera un opéra-
teur par w. Pour indiquer la dépendance vis-i-vis de Pobjet p, on écrira f{p] et bp] & Ja
place de § et b. Ainsi on notera, si besoin est, Wi pour wh ef W'Fl pour w',

Onr a donc, pour tout opérateur w défini localement en p et A défini globalement -
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wilPlc ) il A<elHl o) _
S UF U 6 done W =Ny ypcy, 2 A, et T a<a by €t done Wl = Uy, scuup M-

Soit P C Sy, et F un préfaiscean sur S. Si A est défini en P dans E, le st Aestla
donnée pour tout p € P d’un sous-ensemble A, de E,, soit si A est un sous-foncteur de
Ep (restriction de E & P), on pose, pour tout ¢ € Sy, en notant Jg, P [ Vapplication dont
les restrictions aux F, sont les E,, pour u : ¢ — p, et en notant [P, ¢q] Papplication dont
les projetées sur les £, sont les E,, pour v:p — g :

# - (Agp)q = NacBp.Bce By = UpEP(Ag’[p})q = Uq—'f»pEP E(u)(4,)

o = (15, "5 B, (11 4,),
B): (A), = Uspcancs By = Nper(A8), = N o, B(o)"(4,)

= (E, "8 1 B, 111 4,),

et on a

(%) : %’—ggiz et %‘;2:.

Considérons par exemple le cas ot § = {0 N 1}. La donnée de E est donc la donnée
de 2 ensembles Ey et E, et d’une fonction ¢ : Ey — Ey. Un sous-objet X de F est la
donnée d'un couple (X, Xp) o0t Xy C By et X; C E,; tel que $(X1) C Xo ie. tel que
Xy C ¢7H(Xo)- '
Les formules (f}) et (b) donnent , pour X, C By et pour Xy C F; :

: (X)) = (8, Xo) et (Xo)'™ = (47*(X0), Xo),

(X)W = (X1, ¢(X41)) et (K1) = (X4, Eo). ,

Dans le cas général on a toujours (A"F)p < A < (A¥)p, Clest-a-dire que P “recoit” ce
qu’il “émet” en mode b (resp. {) comme “moins” (resp. plus) que ce qu'il avait & “dire”.
D’oil le choix des notations b et §f, marques donc d’un manque ou d’un exces (inévitables
pour dire). '

Dans le cas général, les globalisations et les localisations des opérations logiques s’ef-
fectuent alors par :

W(Z) = (W(Zp) et W*P(Z) = (w(Zp))'7,
WP (W) = (W(W))p et 0™ (W) = (w(W'F))p.

Pour w un opérateur globalement défini (et monotone) on détermine ses altérations

par P, qui sont aussi des opérateurs globalement définis et monotones, par :
WP 1= (WYPWP | WP i (WAP)P
W = (wAP)liP, WP = (va)bP_

Les alterations vérifient :
gop=det pog=b,
deb=gqgetbod=p,

et en particulier, fondamentalement, les opérateurs monotones d et b satisfont A
dobod<d<d* <1<k <b<bodob.

De 1a résulte que d et b sont des opérateurs d’ouverture et de fermeture guasi-inverses et
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que ¢ est adjoint & gauche 3 P-

La structure des altérations ains; dégagée est la trace au niveau global du “recours” 3 la
“localité” pP.

Si, pour un méme P fixé, on effectue plusieurs va-et-vient entre le local et le global,
la structure de ces va-et-vient est réglée par le formulaire (ol1, par exemple, bA signifie
(=)o (=) :
bA <1< v VE<1<Ab

NA=A MV=AGV)  BAE=1 [Ab= KA

AbA = A AbV = A(fv) v =1} FVb=f(Ab)

VIA =v(A)  viv=v AT =b(VE) bAb=}

VIA=VOA) VBV =V bvi=b(vl)  bvh =) | |

3) La logique spéculaire va résulter de I'effet du va-et-vient local/global sur les opéra-

teurs classiques w dont on dispose aux niveanx locaux. Ses régles seront donc obtenues par
croisement des pures regles du va-et-vient dont nous avons donné les premiers principes au
paragraphe précédent avec les regles de la logique classique. De seconds principes réglant
les successions de va-ét-vient différents (relatifs 3 des P, P et distincts) détermineront
en propre la théorie de la communjcation entre les localités via la globalité. Les régles
de la logique classique sont formulées en termes d’inégalités et de compositions entre les
opérateurs, Leur “déformation” en régles de la logique spéculaire repose sur d’une part la
monotonie des globalisations § ef b, et d’autre part leur caractire universel, d’oft résulte,
pour la composition les principes suivants :

STw; et wy sont des opérateurs locquz composables on q :

whow! > (weow )t > Wt o wh,

Wb owf 2 {wy 0w ) > Wb ow.

Un principe subsidiaire important est le suivant

Si A et p sont des opérateurs locauz adjoints () - p), alors A et p* sont des opérateurs
globauz adjoints (\¥ 4 pb).

Naturellement, des régles similaires ont lieu pour la localisation,

Par exemple si 'on considére la négation classique N et P = So, alors dans le topos
des préfaisceaux sur § il advient que N*50 et Ja négation intuitioniste, et que N5 est |
co-négation co-intuitioniste. Oy 2 aussi que 3% est le T intuitioniste ot que V"% est le ¥
intuitioniste. Les régles (intui’tion_istes) concernant ces opérateurs résultent formellement
des regles classiques et des régles sur le va-et-vient ci-dessus. Ce faisant les regles classiques
sont divisées en deux. Par exemple (en omettant d’écrire le So) on a:

N'NP>1et NN <1,
et on a :
?ENWMa?SNwﬁﬁm

De fagon générale, si dans Je topos des préfaisceaux sur S est donné un morphisme
[ F — E, et si 'on note fp la restriction de f & P, les globalisations desg quantifications
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classiques le long de fp sont en fait les altérations (vis-a-vis de P) des quantifications
intuitionnistes le long de f : _
(VIp)F" = (VA)PP, (VP = (V)P, (3fe) = (BF)%F, Qfp)” = @,

4) Ceci dit, nous appellons énoncé spéculaire du premier ordre la donnée d’un énoncé
classique du premier ordre oti de plus chaque opérateur et chaque variable propositionnelle
libre est marqué en indice supérieur d’une indication ax avec a € {f,b} et avec z une
lettre. Ces indications suplémentaires constiluent ce que nous appellerons la spéculation.
Par exemple si 'on prend Iénoncé classique A A N4, alors A" Al N 42 agt un énoncé
spéculaire associé, dont la spéculation proprement dite est la séquence : brfyfabz.

Une interprétation d’un énoncé spéculaire propositionnel consiste alors en le'choix d'une
catégorie S, Iattribution & chaque lettre = de la spéculation d’une partie P de So, le choix
d’un préfaisceau F sur S, Pattribution & chaque variable propositionnelle d’un sous-objet
de E. L'énoncé est alors interprété comme un sous-objet de E en interprétant les opéra-
teurs marqués comme les globalisations indiquées des opérateurs classiques correspondant
aux niveaux locaux. On procéde de méme pour les énoncés avec quantifications: $'il arrive
que interprétation obtenue n’est pas objet 0 du topos de préfaisceaux considéré, on dit
alors que la spéculation et Pinterprétation constituent une fenue de énoncé classique
considéré.

Ce qui arrive, c’est que tout énoncé classique peut tenir, c’est-3-dire peut, par lin-
troduction d’un jeu convenable dans une globalité (S) de points de vues (les P) et de
manieres de dire (les | et les b) au cours de Pénonciation, donner lieu & un objet qui,
au moins d’un point de vue, n'est pas vide. Bref, faire tenir c’est arriver & pouvoir con-
sidérer ce qui est dit comme non intégralement vide, et c’est toujours possible. Mais ce
n’est pas possible n’importe comment, cela dépend d’ailleurs non seulement de la valeur
de vérité classique de I'énoncé, mais de sa forme explicite. De fait la théorie de Ia Vérité
vient ensuite. La Vérité de ’énoncé sera constitude 3 partir de la catégorie de toutes les
tenues de cet énoncé, laquelle constitue ce que nous appellerons la cokérence de 'énoncé.
De fait la Vérité de Pénoncé consiste en les propriétés catégoriques de sa cohérence, par
exemple le fait que celle-ci admetie un objet terminal, ou bien le fait qu’elle soit connexe,
ce qui en effet indique qu’entre toutes les tenues possibles un “principe objectif” peut cir-
culer, indépendant de chaque tenue “subjective”, principe duquel les tenues s’autorisent
en quelque sorte. Une fois un tel prificipe élucidé, on peut dire que chaque tenue tient
parce que c’est “vrai”, est une tenue vraie. En tant qu’elle “gére”, & propos d’un énoncé
donné, la variation méme des sous-entendus, la cohérence - et ses propriétés (la “Vérité”

de I’énoncé), constitue donc le point de départ d’une théorie formelle du malentendu entre
les locuteurs. '
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