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SOMMATRE

w- Introdusiion.

w § 1§ Saleul dss laz-—oofine 4 wvariables sépardes, Tibrations st colibrations,

iN]

H L&x@aélimiiéggﬁg; 2% colimites dams CAT, composiition des profonoteurs,

-1

b e

Les deux compositions des bimodulss

in de lz prewvs du ihdordus, ef illasireiion,

i
Ly

W g b
o

i
[

: Yarz lon hypessodules.

w BELErangen

IETBOIRIC

g

Les machines ds Healy, avee enirdes e% soriiss des caitégorises, mlses

an paralldls on on séris, d4éterminent une bisatdgoris MAC gul est sussl bleatéd-

”“w

- FoF ‘
& bimonsde Cai//_ =B sur GAT (4.

s

&

e

sorie de Klsisll
G.%. Eslly (6} aves les clubs a dontré le r8ie des satdgories Cat//X
sour las problimes de cohdérences, &% 44j% Giraud avaltl nontré ls réile des fﬁ
st Hns//X dens 1%étude des méthodss de descente.
Dans {5) nous avoms, Van den Bril et moi, montrd qus Gat//X réscivait

un probléms de lsx-cocomplétion. Cels est du resite 1id au théorsme (& p&r&i%ra}

ob itai démontré que les {pseudo-slgibres de la (bljmonade © soni les Z2-catigo-

i‘%

ries lex-cosompléies, ce qul est A& rapprocher du falt gus les algdbres de la
monsde des partises sur Pns sont les snsenbles ordonnde somplets. Le *digtionnalres®
dans lfintroductisn de {5) préseandts dfauires srguments euggéranis que lew

pashines sont wp bon gandidst pour Sire une théorie dss reliations dans CaT.

{m} U, PARIS VII, avril 1978. .
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Dans le point de vue de Street (8) les nschines Jouent plutdi le
réle dtapplicziions partisiles, ceel dtent basd sur 1liidde que dans CAT les
fibrations jousnt un r8ls analogue su rv8ie des injections dans Bns.

On connait encoere deux candidats au r8le de relationes danms CAT :
les profoncieurs (aussi appelés disiributeurs ¢ couples do satdégories dtopéraw
teurs, bimodules - suivant les au@e&rs}, les Z-profoncteurs {ou 2-distributeurs )
gque i'appslleral ilol des bimsdulesn.

Il importe donc de comparer enirs ellses les 4rois bisatégories
HAC, PROF ot BIM,

Puisgue le fonoieur disc @ Bns —= 0AT & un adjeint & droite
et wn adioint & gauche, il commuits & toutes les limites et colimites, et en
particulier aux produlis ¢t aux conoysuz, et il induit donc un plongement

PEOUF wmntin BIHE,
iei je prouve gue 1l'on a un plongement HAC wesw BIM. Puisgue

HaC ZZ X1({ B}, oe résultat contisnt en particulier ume desoripiion des lax-ooli-
mites en terme de colimites (sur cetilse guestion woir zussi Jrey (3)).
La preuve résuite de douxr iddes @ la preaidrs est de montrer gue les lax-cofins

sariésisnnes {qul sont des snizswuz universels imductifs) psuvent z'dorire de

manidre projective si les variables sont sépardes, et la seconds est de prouver

trapsformant la lage

. . Ny 3 op
gus les plongements Cat//X A Ca%x Pip X

couposition des machines en la laz-composition des bimodules (et ensuite, en

tuant les Zwcellules, on passe du nivess "lex” au niveau sirict, soii le théoréme).
Ltezistence des plongements Cat//{ —wPib I  suggdre de comparer
I1a molution de J. Celeyrette au probldmse dYexiension de Fan dans Fib X, & s
selution du probléme dlaxiensien de Kan dsns Cat//X gus jlavals donnde deux
ens avant {voir {4), {5} 4 &}. Je pesnms asussi aue Fib X pourrsit &tre un owbil
plus général que Cat//X et les clubs pour les preblimes de eohdrence.
op

Aprés less bimodules X@n~WWngatY s vn outil plus délicat & metire

auw polnt et done wa seloul de relaticns plus générel, gul preandrsli e¢n charge ls
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desaviption et L'analiyse dos gu aestions de ocohdrencs. & oedy effsl Js propoese is

caloul des pseudomodules i.e. des pssudolonoieurs E i Fil ¥, Cas pseundomodules

comstituent un avstdus suliipileasi? plus somploze guiuns bisstégorie, dont e
yepouszse & plus fard 1%élucidation conplite. Lol je donme une fagon expiicite
de %ralier le= pssudomodules et plus généralement jo pose le probldme des

rpermodules. ('est suriout en vue de salowls future sur les pseudomodules

et lss hypermodules que je prouve 18 plongsunent ¥AC —2eBi¥ de fagon détaillée,
reproduleant,.i pfté des deux idéss olées signaléss plus haut, plusisurs points du

Poikiore blen COUNUS.

§ 1. CALCUL DES LAX-COFINS & VARIABLES SEPARERES, FIBRATIORS ET COFTERATIONRS.,

La notion générals de laz-ecfin cartésismne (volxr (2,5} chp, II pedt
st {7) chp, 4, ©.34) étenmi les définitions de {3}, ot se réduit dans le cas des
r-satégories & la définiticn ] {g agg dont 11 faut pour la sulte rappeler 1l'énom-
sd dual. Soit 3 : 870he A e o ul 2e-LOROTHUT. Om appelile lay-—cowed

oy

4o bese S ei somset K € B, ir donmée dfuns faxille (¥, 4844 ~ £} de 1-fl3ches
ot d'une famille (¥,i¥, .30 —p W, - SAYT) de 2-flaches, tellem gue A €4 ,
£, £ PO ,
A DA% Ty A" dans A, et 1 ¢ Twf, ¥ A g A, dons 52 e ald ¢
LOW L g w, = i
Th A
w £ £ o 5 %
LO¥ 2 » Forp ™ ;\Ef%*ﬁggféggﬁfwﬁ‘f?&ﬁ;
LW 3 g w, oiw, 818} = (¥, 8A 1%,
£, Pl
E

Om sppelle sodification du low gﬁ%g &} gs mommet K of base S vers 1z low {§g§ §f}

de somset K &% base 3, la donmnde diune Tamills {ﬁ gﬁg.wuwwﬁ'} de Z-fliches tellss
que, pour tout £ & A..g.h' dans §E§ on ait

wrr sayr b Ps¥ T3 ] Fa

LW %fg{ﬁ&aﬁfﬁ} = {ﬁégaméﬁ;}ﬁwf

- - - . o . , - - !
On appsile lax-cofin capidsienns du Z-foncisur 35 4 ggiéymmmw%ﬁ% wn low {ﬁéggfs

ds somwst ua objet ¥ de ¥ et tel gue

1% Pour tomt low (', ﬁng ds hese S et sommat K'g B, il existe ume unique
1mfibnbes h ¢ K.—ewk! t2lle gque, pour fsut & & %5 st touk F ¢ AmA¥ £A., oo all
N
Bew w? 2 Bow A
aﬁ,%,g“fﬁf

Fad
o

Pour touse medification (my } da {w ggw*fé Ters {wﬁ ?ﬁf} 31 exiszte ume
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unique 2-fléche us h——=n {oh b 8% B sont les flaches induites de w' et ¥'
suivant is 1°) tella gue, pour tout 4 &G o alt

W W iz
PO

On éorit alors B
E = carte/” sa4.

Considérons maintenant une satédgorie 4, et regardons-14,pour utiliser
la définition oi-avanit, comme une Z=patégorie dégéniérde ol les Z.morphismes sont
les seuls Id.sfemmf aves f le-morphisme. Soit sussi donné S : 4 8 A —slat

wr foneteur. On adoepie les conventions suiventes g

Un objet ds S{A',A) = SAfA sst notd Alw = SA s 8%t un morphisme 1-—-«-:-1-«-4».1*.
LR
Pour £ 1 A—wpA® dans 4 on & Shheeoir. 5804 — S5 Sivie a4 on pose
- .
seaf{1 Y, 1) = L AN v SPNCPY
» . &u? -3
Shif{letelt) = £, ity 0. r1 TR g

Pour un B arbitrsire de 4, on pose I8 = fBg SAL = £y, SEB(3) = jf;i SBf(k) = Tk

On déalgne par ;{}i% le grepne orientd dont lss ponmsits sont las gounles
(&, u}, gééﬁg w€ SA4, et dont les ares sont répartis en deux classes, & saveir
lsg arcsverticaux™
"norisontaux® (4, 1Lf

Définition. On appelle glusing de S et ou note 05 la satdgorie sagendrés libre-

{4, %} " .
A, wu} WWM{% v aves u _M?im%? & BLL, et les aros

gl g,
o

ment par le graphe (5 cl-avant et par les relatioms 1 3 5 sleaprés

)
s

3 e {;Z§H§ uf gt Eé{g a) s pour u & 3hd.
§ =i
2 - {&, Ia } e Id,, s pour u £ 54k
£ Ay uj
K F 3 : = ]
3w {4, 1){a, 3} o {Ay 2.3 s DOUT U LV ¥  dsns  JAd.
&
4 = (A%, £8)/2, 1/ e~ 2, 1t/(a, i) s pour A __T..A' Jans A
i oy &
8% 1 ewla 1Y dans SAth.
5= Ja, £ o/t met/ / s A Lo st B a® gsne 4
v Tpu B//8, ug/ ew fgf, uf s POUT TPV T s

et A" - = A dans SAYA,
On détermine ensulie pour tout AL {ig s un Fonoteur gﬁéx SA4 g IS par
% \
gﬁﬁ{a e ¥} = {8, ¢}
&% pour tout ¥ 3 A.ad' une transformetion naturells gﬁf $ gﬁgaﬁﬁ"gw@gﬁpﬁ&ﬁf

Ay
; 5% ;
g8.{3) = /g, 1/,
bemme 1 ¢+ On a e
e T 5
GE ¥ oarte f S44.
£

ba wérification ewsi aizde &% laimade su laotaur

4164



A e Gt welt & warisblse

A s Gat vt un Toncieur

S0i%t § = GXP & wvarisbles sépardes, et £ 5 A--pi? dane 4. On a

SeA__ S€h_ SAtA _ 8A'F SAA' = @axPa__ G2 P%Ra qaenepa  FarX pe qauxpas

et, 81 om dorit un 1 g8 SA'A sous la forms 1 = (1., 1,) aveo 1 EQAT et 1EFa,

w
O &
- " - - ,.( Faah %
1f = {1%9 it = {;%Qf‘? Dol aves L.¥ = anf;{zé};g
% - 4 wiel 3
1 = f{;%? gl = is‘@ £3,) avse fip, = P{s1,).

On désigne par F <> e ) % ¥ {iiws @ “F losangs §F) 1z catdgoris dont

gtk , pEPA, 81 oh ¥R BOD-

#

¢, : Y _— B . % & £ -
va (47, {a%, p")) es%t wn triplet {f,m , m} oh Lrh—=d¥l4,

|3

i

w5
lse objets sond lez couplss
phisme de (4, {4, p)} ve

nE ¢ it f e QA m To. . pWPit. Lo gscmposition dans P &}iﬁ a#st donnds DaT

(g7, n%, w'} {2, 8, ®)] = (£%.2, n® fon, ®w'.E'%)
#t ezt schémaiisds per le dezsin
SF e
B o E %“ﬁw_ g
,./" A i g _.f_\“”‘m
o VooTteT Ny
- g mt.Pte | fmEten &
~_ /1y T
T ; *2/»/
S
i -
¥ "w%:\ . 1/ =
T, B¥

En pertioulier st 4§ {ress. P) est le foncteur comsient sur 1 , F 3 8 sat -
. £ e ¥ e %
gonformément auy notatious de {(4) et (5} - noté KP {resp. L'Q).
Pour P st @ arbiiraires, os & iz produlit fidbrd
; ; - -
" E——— L # ] E*ff?;%eimmmi <o @
| = iy e §
H . L @
v B3 A F e 4
B o & P N
. R
sz oslouls sur £ et E! ds is‘&i} 11 Paut s rappel que sl s A5 _Cet,
. PR e Feys) . [ - #
cn & E¥ e Ei im}@yg; 91", % gus pour I & JOURASIPIS £t SR -}

. =
EF s Gl = GRF

o

i.8. on @ ies prodults fibrés



CE{Pog) o KF e Cht
g é&? |kgg =
, g et
¥ ¢ I e Cat

Rappslons aussi que le foneteur K s CAT/Cat . GAT  est adfeint & gauche

su foncteur D s CAT ——eCAT/Cat  asscoiant 4 une catégorie £ le foncteur

éxs DEmCat ¢ (B, £} ®, 12 &aﬁég@;ﬁ@ L sysnt pour merphismes les (F,f)
- e F‘éﬁa% &t avee la disposition . fr—

\..w"“"“"\w,&
?av/;
dy

51 on nots i, s Cat/% wmlX llinjection canonigue, et &X ¥ Sat/KiELﬁX —~50aty
on & pour P s £ wmlnt
Bat(P ,K7) = cat/Cat(?, &%) . CAT(1im P, X) 5
et comme per alllsurs on avait
Quasi-Nat (F ,"X) » CGAT/Cat(P, d) = CAT(KP, XJ,
¢z & un morphisme induilt par EX H

Clageiin P oe KP.umm“§ﬁ_u“ﬂ%,1im P
i e

HEsmargue : la construction P éf: 4 comprend comme cas partiouliers sussi blen

EP gue K'Q, i.s. auvssi bisn les lax—celimites 4us les colaz-~golimites. Précisdnent
iz proposition sulvanie montrs que F <2§ & o détermindsde manidrs projeciive, a
dtautre part wuns provridtsd inmdusitive.

Lemme 2 ¢ On a -
PFE G e carte/" axm
Freuve : In wiilisant le lemse 1 i1 veste & comparer P gf? @ et 05 {aves
S = &P}, Pour cels on définit une application ds compareison Hy P LG —sls
en assooiant & (£, n, m) ¢+ (&, {q, p}) s, (&%, (g%, p')) 1'é61dment
g(fﬁ Tig 2} = {geg {Ed@” g}}s!‘r’fﬁ* {%39 ??ézi{ﬁs iﬁ% Zﬁi}}}v
On peut doerire un terme veriical
‘!L . 2 e
{‘é‘ﬁ éiQ§ i?}i = {‘gﬁézﬁiﬁi ¥ ﬁ*;;;}}'szé’g} {éﬁng %i?}/‘ i&? {ng zéﬁai?}}
&% un terms horizonmisl ¥
/Z, {zg? i)/ = {&%{1&} » Id ))./%, (3@ 1?}5%;{.&, {fo; 1plls
g fly
Done termez horizontaux et veritlcsux sonit de 1ls forme H{f, n, m),
Ba tenant compie des conditions 4y, 5 ot 3 pour GS, on vérifie gue ls pomposd de

466



deur termes da 1z forse B{f, m, m) est sacors de oceiie forms, #5,02 dtant
engendrds par les hoviszontaux et lss vertisaux {de la forms H{#, n, @)}, on

voit que H est supjsoetif, Et en fait oe wlse salounl monirs gue H ezt un fonotsur,
Enfin pour montrer qus E est injeotif c.a.de que tout &lément de 5 admet une
unique présentatlon sous lo forme B{#, u, n}, 41 suffi de montrer qus les
sondidions 1 & 5 sur 083 sont des comséguences de ls formuls de composition
dans P §§§»Q9 dbs leors que les éléments vertlcaux ou horisontaux scnt présentés

sous leur forms canonigus du genye H{Z, n, m).

Y

Corolilaire : dans la gitesiion B e g T
N
R +1 3

1o quesi-coextenaion naturelle de ¥ le long de T miobtient sous 1w forme

N.,?

i ; LY -
quasi-CoBzt.Nat (F}.{3) = garte / * B(1(=),B}{(A)x ¥4 - F S5 B(1(-), B).

§ 2. LAZ-COLIMITES,JU B COLIEITES DAND GAT, COMPOSITION DES PROFONCTEUES.

ES
Pl

Les informeiions ds se o sent bien connuss de ous les catégoriciens,
et sont indispeasables powr I sulie. Camme Hlize ns sont 3 D connslEsanse

simes aociyr sur bDlane g texies disdsinds, st partisilementi; je monire

iot somment on peut les obienir trés rapidensnt conbs gonsdguence dew propridiés

dem Tongisuras (=) st F%(.) = K {of. § 1)

Soit | }& s Cat —adne Lo foncdsur asssciant A une oatégorie

L 1'ensanbls iﬁ}f = %ﬁ ide ses objets, diso t Bns .ulsat son adlieint & geuche.
= we’ £p N

= %

. N . A
Pour boute oatdgoriz L= { X—mm X @”jz;x ; omoa

e A

oy ' = ' . f o . v g
X, V) [ f5, = £, ‘} = Eagiaaxsyiasyﬁl;? )

o

@

&

et

Pour Sout snsendlie ¥ o s 1z aulde de bi-

seotions naturslles {rdsultani de la définltion de 2§§§ dtune propriéié proprs
5 dims, de 13 défimitien de E comme guesi-ccliniie, de iﬁ; e A3BG ] 8
i @ Fay  Eep By > Fay w7t : ; 5
Frollis F, T} = sas{¥, ¥} =« quesi-natidisc ¥, dise ¢} o« Gat{Edise F, diss V)
. £ g " -
= Inai A F, Yie
@

At
L
o



on 4 done

kP Hun P = H K gisc F.

r@ja ®
Avec F, =1L/ 4 ek N Bns, ona lim F, = F(i), et 3 donne
4. SRR} = 7T K dise F,.

I1 vient alors successivement @

F(i} :?é‘; K gise F, ‘;3?; K aise (I/3.25.1 Lﬁnﬁ} »"7{{ prt K gise ¥)
.Q’Toé{prg K aise 7}°F) ;’Tg{k&fp {Z/i}ap)‘;’ﬁi“ 4 diss{i{«,i} kdiﬁc ?)

soit )

5 B{i} T Lz ( (K disc F)°P kd;.ss F_ 1% I{~ 1) Ens).

Si G« (K dise P)°% I ——=.Ens est défini par G((J,a), i) = {3, 1), on a
0?

Yon.,op
(K diso F)R 1 mﬁw_&,, Bne [/ (X dise F)°P “aise FoIop 1 ., Ens®
et, la formule 5 séorivant F(i) = lim (u{-y 1)), pour tout i, il vient
k o YOHIGP 7
6. F = 1in{(X daisec F)°P fiso F_ I » = . Ena3
gy o -

Ensuite pour p ¢+ A —aX on a
°P op I{-,1)
—vm"gw_%

) o op
lim (quxog 2PN = Eiz( 4 P_F_ X Bng) = i dise (I{-,i).p™")

m’}?‘g({i/p}’}?} w")’é‘;{i/"p}, soit la formule

op ol
7. lin ( Yangap.y b= o(= /).

Considérons maintenant an profoncteur 4 3 Lot X, olestede-dire une foncteur
Fats 532 T
srainaire d 5 Y s, B y 0w son transposd D g X Y . Bns g

un élénent & Dz, y) est notd x - X my . On appelle joint de 4 (ou de D}
1a catégorie notée Jd (ou JD) qui est définis comms la surcatdgorie du Qo-prO-
dait X + Y {ocoproduit dans CAT) schématisée par 1o graphe muliiplicatif Ja s

&
X ¢ f

| | L
L A ‘ ?g/f//
/ é(fgg}{a} = g gaf AN

la catdgorie Jd est done la catégorie ayant pour objets ceux ds L et ceux de ¥,

ivd

et engendrée par les {ldches des types f, g et 2, et par lee relaiions de 1a

forme al{f,gi{a) =1 gaf,
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Avec K et K' comme définis au § Eg on pose

x°P
#(ay = K Y \ BnaX CAT).

R(d) est le graphe de ia relation entrs X et ¥ définie par d j c'est une caté-
gorie bifibrée sur A=Y , dont lss objets fgen‘t iss triplets (x, x - = -)ay, ¥)

aveg x égﬁ, ¥ ég@ et agD{x, ¥y}, ot dont les morphismes sont les '"guatuors™

&
EI——- — e F
f;& = ig
e _é’_Y_,,%y'ﬁ

Alors le guintette dans CAT
E § ——p

e

SR SR S+

f i oen

est & 1z folz un conma e U COwGOINa.

On définit la catdgorie “des dualitéds Tormelles®ou Hjuels® q&a 1ton note DUEL
comme la satégorie dont les objets sont les itriplets {Ei Xw-g-m&. ¥, i} avec

X et ¥ des catégories st 4 wn profoncteur de I vers X,8t ol les morphismes

sont les Xapx ¥ s gag; s

e - e

E‘\Z-\“ 1 /'%
S

Fn zssoceiant 3 toule catégorie son foncteur HOE , on détermine une injection

HOM ¢ QAT e JRJEL
8., On a les adjonctions
J ___-—{39%-—“4 R .
Passons maintenant & la description ds la bicatdégorie FEOF dont les obisis sont
iss catégories et dont les morphismes sont las profonoieurs.
3504 s 'E’ 4>§ et & & §-§~%§§ ie composé d@e s Z —t-»k  est défini par
op ngf‘i e = d g @
- e X -
avec 4 : Ens=_, Ens~ défini pour V i Y.m_._;.s.Enﬁ par aiv) }.im(ﬁ, ﬁ:;sc ,}
i.e. par extension ds Kan induciive.

On & done , compte tenu de la formule 3,

X
9. (a ®@e){s}x) = 7C, K disso {Kdise e(z)®F__, )4 a{}{xi; Ens )}
et donc, en posant, aves las notations du § 1,
10. S {z,x) = olz,~} &al-x)
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on & le produit Tibwré A w Kaise e(z,~)°F
¥ v
Kdiss d{w-,x) B,
et comme (§ 1) K(F , ¢) = G KPF, la formule O devient

i1, (e @ai{zi(x)] = ﬁ; A ZE,
ce qui {formule 1) se caleul comme conoyau éa.sm Eng

1z. :dfy}(i}xfg%ys/x %iziiy’m E @;(y} (x)welz)(y) ii.ki Nzx .
¥

Enfin, si 1l%on considére le bi~foncteur Szx & § P Y s Ens  définit par

Szxlyt, v} = aly)(x)=e(z)}{y*)
on a, par définition, en notant g“" ia catégoris so-subdivision de ¥ et Szx”:
Y" —Ens le fonoteur induit par Szz (22" (yafay? juSaxyy esd Szxty Szxyy!? Szxy ! szxy y)

e .fy Szxly,y} = 1lim Sgx” z?fﬁé},smzx,
vl
Or KdisoSzx = 5 zx, e%t pulsque ﬁ'{}“ ? :aﬁ (X} pour toute catégorie X, on a

13. (a@e){z){z) = 7 aly){z)xelz)z).

51 maintenant P s I - Cat, dfaprés dise . { } on 4 un morphisme universel
u, ¢ dise. { ) o f — Py ot diaprds ‘ﬁ"‘"_.._;zﬁsc on & un ?Kg:gsc{ ) P de

Kdise( }QP vers éise@”aﬁdisa{ }Q? ; 8% #i l'on considdre le morphfsme cancanique
{§ 1} EF ¢ BP et lim P, on & une somme f£ibrde dane Cat i

¥ dgise { ) £ “p EP
f
§
Kézse{ ;ﬁ?gg i?
rd ? %
dic gl K dise ( } s lim P
& s

offrant un caloul des colimites dans Cat 3 partir des lax~colinmiies,
lus généraisment nous allons passer maintenant & la degcripiion des manidres

de ocouposer las Z-profoncitsurs ou bimodules.

§ 3. LES DEUX COEPOSITIONS DES BTHODULES,

op
Un bimodule & § T-i+X est un fonotsur ordinaire 4 1 T ﬂa“—% .

On imtroduit Jd 8% B4 d'une manilre analogus & oslls smpluyée au § 2 pour les
profoncieurs. Ainsi on poss
Bla) = K (B',q)
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&s morte gue les ohleis de B4 somt les tripleis {z, X~ z »y, ¥) ob x éXo, yé’fc,
a.éé{y}(z}o, ot les morphismes me notent (£,%,5):(x,8,5) —=(x',2%,5') et se

représentent scous la forme

A

. dans d(y')(x'),
- e e e e T & a(2,g) () b

\ - \
F / 4 //‘f/—“ Lg aves,
7

On note dx(f,%,g} = f et %Cf,%,g} « g, e% on obtient le span asscocié &2 d
de sommet R{d) noté Span{d)
gsm L2 P zn(a) =K(K! ,8)

SP&R{&)T }{‘ G?g ““‘”/ng NKK*

La composition lax

Avec les notations déj3d introdulites, pour & &t e pimodules on définit le
composé “lax® d @e ¢ & —H—= L comne le bimodule défini par -su shoix (vu
les calculs du § 1 et en partioulier le lemme 2)_1'une des formules sulvantes 1

Lemze 3 ¢+ (4 @ ei{z}{x) = a{-)(x)@a(z}{“),

=  garie fy s(z){y)xdlyi(=),

= %{ a{~){x}, ke(z}{ o= Kt{e(z)(- }kd( )(x))

Done R{d &e) s'obiient conme p?cdui‘t Pibré
R(a®s)}
(a@a/j/ N, o D ase),
/ SRTAN
\’izk/ Y Z.\BAE
Gpise aur formules sur les lax—cofins doubles et lax-cofins avec parandtres

(voir {(2) et {7)) ou tout simplement ici grce & la manlpulation des spans asso-
ciés on obtient

L

2 aleat)

(6 Reis>t

ATl



mais llopdration <o est trop "lax¥ pour Bire uniitsire.

A l*aide des calouls du § 2 on volt que =i & s I X ot &3 2 +»1 sont
des profoncieurs, et si llon note

(dise a){y)(x) = aise{dlyi{x}) et (disc e}{z)(y) = dise(e(z}(y))
on &, pour tout z, x, (4 & ej{z}{x) §'f¥;( (diss 4 S diso e}(z)}(x) ), soit s

4 e = ?Eé(diﬁ@ d «£>diss ¢).

L& composition sitricte

Bn tant que 2-profoncteurs ou CATeprofoncteurs, les bimodules ¢ et e

peuveni 8ire composds suivant la formule de cofin (non lax) dans Cat 3

(6@ e)(a)z) = /7 elz){y)~dly)(x)
«  lim (e{z}{~)xa(~ }(x})

olest-d~dire que {4 ®e}{zj{x) est la colimits dans Cat du systéme

a Id: / ,‘
{(say.xdayx) %228 (ozyse dyx) 2 o (onrt i d7tx) fiy S>y'e Y "

Autrepent dit on & un conovsu dans Jat g

| ity
~ aa’yxgmﬁy,w}w{z}{wf‘w%?‘”@{?}ix;sxww 275 (aeel(a)(x).
¥ ¥ dy
ie formule du conoyau exhibe (d@el{z){xz) comme guotieni &e%%@i% 3 égigzg
par 1la relaiion d'égulvalisnce bloompatible sngendrde par les édguivalences
élémentaires
(x 0Py 5 95y (Tl ) = (T2l -Eayt 5 50 W2 )
si bien gu'en notant b ®a la clazse de (b, 2) om a
Y gé&rua = ¥ &E U
¥ais en fait sl on revient k§ i} & la propriété universells des laz-cofins il
est aigé de volr somment les cofins s'en dédulsent § om & ilcil ls propriddd

que J¥ e(z)(y)» d{y}{x) 83t la catégorie des fractions strictes de la lax~

;}y' e{z){y)} = alyi{x) par la sous-catégorie

T aisa(e(s) (y)xa(y) (=),

et on a dono une soume fibrée (généralisant celle de la fin du § 2) s

cofin oarie
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-3 =y

[ steole(a) ) sl (x)), o S e(a)(y)xa)(x)
>y st
discﬁ?ﬁdf éisc{e(z){3}><d(y}{x))e : o {(d ®e)lz)(x)

Ainsl grfce & 1'Soriture de d ® & % 1'aide de colins, au lemme 2, et au
lemme 3, 11 vient :

Lemme 4. On 2 B 3
i e = [ d &> e ]‘ Ldisc(d)e® disa(e)olér- 1
e

¥
Cette formule exhibe {d @ e)(z)(x) comme quotient de (xu| |f 3 T ‘5TE“*’Z)
H“Jgé‘ £t£>’;7

par la relation dféquivalence bicompatible sngendrée par les équivalences
élémentaires

b ¥
P P Ty
i f f iF I& @
( XKQ%és $ ?t/»z } e { XY § Yot}

On comparera & la description par conoyau de la page précédenie.
Remareus : si en Fait les bimcdules 4 et e sont - dew profoncieurs {i.e. &
waleurs dans Ens au lieu de Cat), zlors ce lemme 4 redomnns la formuls de
la fin 4n paragraphe sur la composition lax.
On désignera par BIM la bleatégorie dont les objets sont les catégories et dont
les morphismes sont les bimodulss, la somposition étant définis par & 4 et
on désigners &ROOTS AT

disc s PROF = BIH
le plongement induit par

dize 3 PBEng = Cat.
Bemargue t BIM est blen une bicatégoria, aves dono isomorphismes dtassociativité,
sto., & ceuse du lemme 4 et de l'associaliviié de la loi lax £
Bemargque t Le lemme 4 ei la forme (of. § 1) de &> permetient de visualiger
la composition & de Bil ainsi

z
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§ 4. FIN DE Li PREUVE DU THEOREME BT ILLUSTRATION.

A= Lo bimoduls assceié & une mechine.

51 Y et Z sont des oatégories on gese, avec les notations du § i,
(%Ei*{)ﬁtf

ot ()% Cat 5 Cet et Xi s Cat®E . Cat.
En particulier, avec les notations de (4) et (5) on a

(¢§E)= ]

&

(1, I)= D

T = Cat//Y (1= catégorie des diagrammes sur Y),
Y

{1a catégorie des dlagrammes pointds sur E%

Done D K.& pour objets les foncteurs p @ A MH-X aveo A eCat, et pour morphismes
de p vers p* les couples (F,f) ol P 3 A —w hlest un fonoteur, gt t 8 pyp'.F
wne transformation naturelle. On désigms par JX s D K——-a»CatE le foncteur

» x°F

-

w“ﬂ_m@,B
A/ [,
A V4 i S—— (=)/p (=}/a
\X/ \2

avec t lz transformation naturelle associant a y._f&,xéix le carré commutatif

x/p e y/e
* % i = it

x &

lei; qu E yf@

ol x/p est la catégoris comma  X/P 4 5 et ol ﬁx ezt le foncieur

Vb

l-——«ebx
x
/ \ h/._.:\h*
{ D& ~uma»we>pa? | tx PE u__ﬁ;mebpa' \
é FN‘ PE ; P é
a — at¥
L ——— - s
qawqﬁ'&
S o by

On a done ls carrd commutatif




oh lion voit gue ﬁK szt un prolongensnt ds ?anxg

Inversenent, 50it % § (=}/p —— (=}/¢ uns transfornation naturelle donnée par,
g (S I %

pour tout £, un carré % § on pPose
t@a(ﬁas z&y&s 2] = R A&$§a"““’3‘“’ afa, Faj.
Il s*ensuit pour tout 2 et hix e pa8  Qque

%K{xg htx—spa, &) = (X, Ak 1 X —wqFa, Fa)
et puls pour o 1 a—ma' LA on définit Fo par

.

AN b da T agRid
/ E . \
K a §a4ﬁy pat ?a%/// “@,&qg;! |
P Bac - ; q NWWEEQEMJ» } o
a ~ at 5 Fa Fu Fat |
e

On vérifie snsuits que F est un foncisur, que } sat naturalle,st que le passage

de © & {F,;k } ainsi dédorit set liinverse de la transformation donnée par jx.

Regardons enfin ce qui se passe sur les 2-morphismes :

F
T °P
N e J
\ﬁ/qg = (};- ;xt/)()/ia
“&E? ua%

aves
Y= (qu Joop et {(t/g)em = %s{ﬂ§%
On voli aisément gue ls donnde de = maé¢4ic& tion dgulvaut & 12 domnée de u
naturellie itslle gue Y = {q&,tif , la corrsspondance entre ustm gtécrivant
w, = mxih,aEg
£
on & J4ong prouve 3

Lemme 5. Pour toute caiégeris £ le Z=fonoteur
x°F
jX s D X at=
ezt injectif, plein et Z-plein, autrement dit est un plongement. op
x
Bemargue: si & ce lemme on zjoute gque la resﬁrlcticﬂ {= }E 2 C&%/X———f»C&tm da

K admet {voir Gray (3}) pour adjoimt K' 3 Satﬁ wm%nGﬁT;§ on peut inversement

regarder GatEO? conme scus-catégorie de CAT//X. On a dons une spirale
<=« C&T//X
Gat//ﬁ
03 CAT/X
Gath aﬁ{#/j/y}?
?ib X
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Seit maintenant m = (P, 5) une machine de i vers { au sens de (4), soit
w fonoteur P : X . x.Cat et un foncteur S § ¥ P Y (avec le fomcteur K
rappelé au § 1) ; on a donc un span
k., 3
te—i g S

On lui associe par l'adjonction K-— D de {4) un fonoteur

X2 DY
par Pf aveg
i P
(= - x’)}___*;)‘ 5 x P P{ -(f{u) = (fou, £, u),
x\\\gxp I o fou=1 P(£){u).
is
Y

5t puis en transposani le CoHnosé :}Yam{‘ en un foncteur w™: Xolf'x X o Cat
on & donge
2" {y,x} = y/(S.ix).
On en déduit par un petit caloul que R{a™} = E/S et que Span{a™) est isomorphe &
{pm . qm} dans la figure

Y/

[
By T

- f
Span(a”) = 2 = K P

A

B~ Lax-composition des wsckines et lsresomnosition des bimodules.

§ed

Si l'on considére un carré comma B

L
Vvé /iv

—g=i

y 8lors Vi o kr avec

T K -»lat : u,mr(u) = VEY/5(u) —=¥).
51 de plus on a un kp + K-—»X, alors kP.I«:r = kg y avec g = K E'D T.lg
{voir (4) p.13, lemme 2), clest-d-dire avec
g(x) = K(P(x)—ZuXK P = K —Z o Cat) = i:(kr).
On a par suite une lax-composition (Q T) & (P, 8) = (g, T,87)
R -

k = S
& P%mmﬁ Q




Lemme 6.50it m = (Py S} 8 X § st n = {@ T} 3 ¥ .si deux machines j

avec les définitions ds la pags précédsnis on a
ner = n G

Preuve : ocela se volti en désrivant explicitement un &lément du produiil fibré
de Y¥/S—Y et Z/T —=Y, e avec la définition de¢ 1 BB

Remargue : dans la lar-composition des machines on shiient wne machine

—

E«a———g—mﬁm_a}E aves kg = kpek , et dans la composition ordinaire (par
produite fibvés) il vient une machine X o % Do wZ, avee k= kpe(S7k)

Pour comparer ces modes de composiition des machines, on peut comparsr les cofiw

braticns kg at %:ﬁ g on obiilent

w(x} . D }jﬁg ] et g{x) N Q
oh ,i, i b é comna J%k,
P(x) _Tmbz%? m.,.,g_n.___:,,,;@ P(x} —y—sK P f «
4
Pour la suite on poze
7 T
P o= { w{xz} D E G i &

i {omnosition des machines ei composiilion des blmedules.

Nonatdérons avec Lles notations cl-dessus le composé n @m  des machines
n et {(défini par produit fibré, et représenté par Q} et 1o composd "lax"
n &= {défini par commua, st représenté par i,

On & done (rn @ u)" %{@x K it Cat gul veul

{n & o) (g, x) = &/P

T &

e+ un morphisme de cetie caiégoris se dessine domo sous la foras

% _,__f;w Px{?i} ° aver 1 £ wix),
H é?ﬁ(t) é,t soit kw{t) = Id_.
z *“"é;*%*Pzgi@s}

BEn détaillant {avec o = {ﬁpge}; Sia}.,) = kQ{o}g 6 = {(¥y,¥), 6tCens), on arrive i

associer 4 cette donnée un &lément ds (n"&pm” }{=, x) , & savoir

F
ig{fzx/’)# ™ (Iq , vP}

b2
gz — \% S{tp} @P{ e x
I
(gt o) (1a_¥vi)
\& yg_/ }' -

Ceci détermime un fonsteur injectif 1 _ ¢ (n @u) (5, ) ={n"gu ) {z x).
¥
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En composant avee {lemme 4) le foncteur de paagsage aux Ifractions strictas'par

les horizoniany

Fs,x i (87w (s, £ ) e (11 & 1" )(z, x)

on obilent un fonociewr ds somparalsons

cz,x = Fz,xﬁizyx t {n &2} (2, x)eam{n” @ 2" )(z, x).

On tient alors compte des égaiités

y
. _;(W_Y,V} . (ﬁ,u)\& - . (’{vv) ﬁL ((‘ u)
\gf,v'gy, (R’u’}w [sg @ /ﬁf Sx@ A
e vf}«%m (Tag o0
\bxn‘ qu'
et aveg ot
(?,V) ~(fm) ~(1a w2
" Jjﬁ j’ f x Sz’x(G) = zﬁts;xg (5%&3: ’?ﬂ_)x

{T’ vt 2‘&

on 2, vu la définition de F,  (voir lemme 4) :
b4

gﬁ %’}

B - .5 _.
TeX 2,Xx% z,x

Cela prouve que 68t injectif sur ifimage de F .
Zyx ZyX
Ensuite on voit que s, x #8% un foncteur et que si G est horizontal, s, (G) est

wne identité. S‘aprés la lemme 4 on a done wm unigue g X tel que

oF = 8 .
Z, X% m.x Z,X

Enfin on a Sz,xﬁiz,x = Id, de sorte que § (7
= F 3 =
on a vu plus haut gue F%xaiz,xosz’x a,x® 505t (Fz,xeiz’x}agz,xal?z,x inx,

i ):::s i =Id;et

Z,X% 2, x% 7, x Z4X% z,x

Tan = 3 {
dTon (Fz,x°iz,x)°§z,x = Id. Ainsi §z,2 et Fz,x“iz,z sont inverses 1l'un de

lfautre, et on & établi le

Lemme 7. Soit m ¢ £ —=Y 8t n: Eﬁm—%y§ deux machines. On a 3

Pour achever la preuve du théordéue annoncd {imtroduction) il suffit alors de joindre
& co lemme 7 le lsmme 5 et le théoréme 1 de (4), afin dicbserver gque i'on a bien

un plongement au nivesu des Z=morphismes. OUn conclut
THEOREME, On a un plongement MAC ——» BIM induit par les Jjy-

Observation : en fai%, au cours de la démonstretion nous avons montré bien plus,
& savolr gue 12 compatibilité de HAC —BIM avec les compositions (2 est un

corollaire d'un phénoméne plus fin i.s. la compatibilitéd auv niveau lax (avec les

478



compositions <§§>}§ Stest un pew comme ai au lleu dféncncer une propriété globale
dfun groupe cn énonceit une propridid dfum systéne géndrateur bien précis du
groupe gul seit telle gue iz propriéid envisagée pour le groupe s'en déduise
triviciement. in effet les composiiiosns lax sont des moyens 2 dimensiormels
d'engendrer, d'analyser les compositions 1 dimensionnels. Probablement dans le

futur 41 sera indispensable de maitriser le caloul Z dimensionnel.

D— Illustration s itération infinie ds salouls.

4fin de comprendre ce qui suit, il importe de retenir gue machines et
bimodules portent bienm leurs noms, ¢n o8 sens que les machines formalisent bien
les machines calculatrices et les automsies, ot que les bimodules généralised
effsctivement les medules et bimodules classiguesde 17algdbre lindaire, la compo-
sition & étant bien "ls® produit tensoriel. Dlans cetie perspective le théoréme
apparalt comme une procédure de linmdarisation, du style du passage, pour un
groupe ¢ donné, des G-actions sux 4{G)-modules . Par ce type de consiruciion

on peut dome espérer pouvoir ftudier les problimes dialgorithmique par des

méthodes d'algdbre lindaire“széndéralisde®. A iitre d'exemple js vais maintenant

expliguer tout & fait élémentairement comment uas alzdbre tensorielle déexrit

un caloul infinlement iiére.

Considérons le cas particulier d'ume mechine (P, 5) = a 3X —2 ¥, ol
X et T sont des monoides, l.s. des catégories & un zeul objet (noté z , remy . %)
On a alors gque & est un (X, ¥J -~ bimodule d'ensemble sous-jacent o {z,x' )= K.
On pose E = P(=}.
En fait ¥ sst une catégoris ayant pour classe d'objetis Ijiﬁog ¢4 ol w morphisme

T h! ] 5 . % " jod 1 = s
de {ylg 4, ) vars {;29 ug} est un z 3 W, ——u, €5 tel que  S{=, 2)e¥y = ¥,

Supposons de plus gue B soit uwn ensenbdle {catégoris discrate) 1 alors H est un
ensenble et on &
¥ &£ YT=xBE :

ia loi de (X, ¥)-bimodule sur ¥ sst domnde par les actions

iy'yﬁs u)s

{S{X; u}oyg Xi,u}«

i

{y, u)ey?
Ee {ys a}

Quand, plus particulisrement encore X = I = I , de sorie que iz machine m est

43

compldtement déterninds par un monoide I, un ensemble E, ume actiom a 3 IXKE-—>E
de I sur E, ¢t une opération ds soriie i.s. un fongleur 5 3 Eigﬁ‘——4>i, on dit

que m @st un calculsteur.

A titre dfevemple, voisi comment & une machine de Turing 88 itrouve

assncid un caloulateur an sens ol-avant.
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Soit T une machine de Turing dont llensenble des cases ou ruban est identifié
4 Z, dont l'ensemble des dtats est E, lfensemble des symboles & inscrire sur
le ruban ou alphabet est A. Une telle machins est done la domnde des ensenbles
finis 4 et B, d4*un &lément o €A, dfun &lément o €5, et de trois applications
( Ta g %3
AXE T by AXE T u B, AW B et
avee 3 = {—1? Gy +i§ » @t pour tout & €4, T,(a,o0)=a, Tp(a,0)=0, T3(a,o)=o.

On d$signs par A(z) lienzenble des fonotions £ 1 Z —»4 3 support fini, et pour
e€E, n€% f éaiz’), on définil £ (p} = £(p} si pén, £_ _(n)=7,(f(n),e).
Gt 8,n A

On pose - dle, m, £) = 7.(2(n),e)

- 3{551 Ty f} = (n+ T}(f(n)f e}, fe,u)°

Comme on sait le fonmctiomnement de la machine est déorit ainsi :

{(a} au temps initial 4 le ruban porte le mot £, on observe la case n qui porte
la lettrs f{n) = a et la machine est dans 1'état e.

(b} entrs le temps % et t+1 la machine agit en Inserivant dans la cass n la lettre
T,(ay e} & la place de la letire a, en ss plagant dans 1'état TE(a, e) = ef,
et en introduisant face 4 1l'observateur ls case n + Tg(a, &) = nt,

(¢} au temps © + 1 1s ruban porte le mot fﬁ,a = f', on observe la case n' qui
porie la letire £1{n') = a* et la machine est dans l'é&iat el.

{d) la machine s'arrfis lersgutelle se trouve dane 1'4+at o.

Si au temps t = o la machine sst mise dans un &tat e, # o et gue lfon observe
la case n = o ol est inscrit un symbole % o; et a8l est insorit sur le rubasn un
mod fa§ le wot inserit sur le ruben lorsgue la machine s'arrdiera sera apreléd

‘g v - 5
Tﬁaﬁfc,, et on dira que {T,ae) saloul la fonction fé““*"e”Teg{fo}‘
Le fonctionnement de notre machins de Turing T est done ddorit par la fonction

{39 (ns £7) b {aaw {nes £r)) o= {fﬂ&g Ty f;‘, 5(39 g £))

. . . . - z
et la machine ¥ s'identif™s au calealatsur Ekiai E, & s}.
o b ¥ ¥

3% nous revenons & wm oaloulateur qualeongus m, on défini¢ de m8ne la
fonotion gue calcul m , en composant indéfiniement la machine = aves glle-méme.
Soit m le bimoduls assooid par le théorénms 3 la machine m. L'algdbre tensorielle

de m est . N . - —on
o) = a2 & ®(Fed) e @eles)® ... = F a7,
n3o

Alowa T(m) représente 1'itdration suscessive de B, 1'itérés infinie étant déorite
N 5 e B I R . .
comme Lir { (F J+ On esmpdre ultérieurement oaractériser les fonotions
wod-p KD

caloulables par des conditions Yde finitude™ sur I'algdbre T{(Z) d"une machine

saloulant une telle fonotion.
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§ 5. VERS LES HYPERWODULES.

Ae Leazmodulsed.
Jo ne sais pas a guil il faut attribuer la définition de lax-fonctsur j person—
nellement je 1l'ai apprise dans liarticle de Street intitulé "Two constructions
on lax functors" (Cahiers Top. Géo. Dif. XIIL,3 (1972) p.217), et j‘emploierai
done ses notations.
Définition ¢ Soit X une catégorie et C une 2~-oatégorie ; un lax-foncteur
(#, ) 8 X === ===~ » C
st la donnés de ¢
1) Pour tout X€X , un objet W(X) ce C.
2} Pour tout f3X—up¥ € X, un l-morphisme W(£) W (X )aw®(Y) de C.
3) Pour tout XgX , un 2-morphisme w(X)s Ta{W{X)) e W(Id(X}]) de C..
4} Pour tout ooupls de fliches composables de X, X — Y....%...,Z, un
ceorphisme wlg,f) ¢ ﬁ{g}.ﬁ{f)::#ﬂ(g.f}.
Ces donndes sont aasujetties sux axiomes
L 1 ) Pour tout fiX —aYE€X, wlf, 1), (W(£) w(X)) = w(1,2).(w(Y) ¥({£)) = id.
L 2 } Pour tout triplet de fldches ocomposables X...fw‘f Ly Bt R
win,ef) (#(n) wig,£)) = wlhg£)(w(k,g) ¥(£)) .

Proposition {Van den Bril). Pour toute catégorie X il existe une Zegatégorie
AX st un lax-fonoteur Si‘; ¢ X-——up HAX tels que la composition avec $ X

ik -

tnduise un isomorphisme ds 2-caitdégories

LAXFONC (X, €} = 2-FONC(&AX, C).
Preuve § Bn faii le résultat vient alsdément de considérations génédrales, et
i1 peut s'obienir par exemple en travaillani avec les esquisses de catégoeries
et de 2-catégories, e, "enire™ lea deux, l'esquisse de lax-foncteur. Mais le
mérite de 1a preuve de Van den Bril est ds donner ume description trés simple
tout & fait explicite, gul permetira ultérieurensnt des cslculs commodes pour
les hypermodules. Yoiol donc sa description de AKX s
Les objeits de ﬁ% sont ceux de % s les l-morphismes sont les chemins dans
X de ia forme K odpe s gt 804 bt ~—ely T 1B 2-zorphismes sont
les "patching” des la forma

e o 2
xfi/’ / 7%; |
\\. > ¥

Foup dderirve cetts idés précisément, om doit congsidérser ls fonoteur dioubll
V 3 CAT ot GRAPHE , son adjoint b @ GRAPHE ..-2.CAT, et le coiriple des
shemins sur CAT, induit par L——}V , noté (S,ﬂz 3 v ), aves
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Sk = LV X =« Chemins sur X, aves Q?X 3 SX—3pX identité sur les objets et

définl par 12 composition sur les morphismes, et avec J% t SE wmma>52§ déorit
par 3 3
() —(, ), 4 et (up, R (np), son o (ul) )

Alors Van den Bril observe que

L. X

eat une catégorie dans CAT, et c'est précisément la Zwgntégorie AKX  cherchée.
Ainsi (/Ax)ol = SX et (&5}0_ = Szg_t_. Un 2~morphisme de u vers v

est donc wn a € S°X tel que '?SX(a} =u et que 5% X{a) = v {(1reffacement des
parenthéses dane a donne u et en affecituant les parenthdses dans 8 on obtient v).

Les paeudo-foncteurs sont les lax-foncteurs ot les 2-morphismes w(X) et w{g,f)

sont des inversibles ; ils se raprésenient donc par les 2-foncieurs de Pad X
vers G, oh Pad X est une 2~catégorie de 2~fractions sirictes convenable de A&X.

Définition. On appelie laxmodule {resp. Egeudemodule) de Y vers K un élément
de 2~FONC(AY, 2-FONC@X°P, Cat)) (resp. de 2-FONC{ Psa X, 2-?0&0( Psa X°% , Cat))).

Le problime de la composition des laxmodules (resp. des pseudomoduies) 68t d'aw
bord celui de 1'extension de la construction de Grothendieck (noté X et K

au § 1) du cas des foncieurs au cas des lax (resp. pseudo) foncteurs, i.e. il
sfagit de déorire les lax—cofins de lax-foncteurs {resp. les lax-cofins da

peeudo-foncteurs) et ies gofins de lax-foncteurs (reep. et les cofins de pseu-

do~fonoteurs). Ce qui promet d'&tre pénible dans 1'6tat actuel des choses, at
gue je ne traiterai pas ici. Une vois d'acods possible & ces techniques eat
&ussi de décrire une sorie de loi distributive eatre A\ et LAXFONC {reap.
enire Psd et PSFONC).

B- Consiruction de bicatégories sxnctes.

La construction ci-aprds est due & Bozapalides, et sncore inédite.

Btant donnéde une catégorie X, on consiruit une bicatégorie exacte PROF(X) dont
les obgets sont les peeudo-fonctsurs ds X vers PROF,sn prenant pour morphismes
de Dt K e PROF vers g2 E‘__~4,PRGF les transformations diagonales dip- -~ - 3
une transformaiion diagonale d Stant ia donnde de

i - pour chaque f : x—3x'gX, une profoncteur d(f): a{z') —ap(x),

482



ii = pour chague couple de fléches composables de X, (f,&), un couple de
morphismes de profoncteurs
s @als) 258 alen) a(g) @a(2)
ves donndes 1 st ii étant assujetties 3 des axiomes de cohérence par rapport

&§<f,g)

& ls composition el aux unités de A.
Enfin 1z composition dans PRG?(%}&@ 4 5 p—=Tug aves 6 3 g - — W est
déorite par un sonovau

i+ !
L f ala)@qlv)@ elc) - | i‘ i(a)@e(b) sy (e@d)(£)
ofs =

ﬁ.l ba =

= in(e,ba}' i*(a,b)@e(c),

avags d@“iﬁ{eg‘a,a}
d’:i.‘in{e,b?a} = in(cb,a)’ d(a}@ex(b,c).

On construit les adjoints Hom{(d, ) et Hom (4, ) &8 ( )@d et 2 34 @®( )Jcomme

dans le oas de FROP, par des formules de noyau, utilisant, respectivement,

les Hom et Hom de PROF.

Ls construction de PR@?{i}pau% se géndéraliser au oas oh X est une Picatégorie

quacongue §, oh PROF est remplacde par une bicatégoris exacie B, et ol p et

g sont des morphismes d2 bicatégories 3 on obtient alors une nouvelle bicaté—

gorie exmcte B(¥).

Ce Algorithme de relaxation (proist).

On conoliut en utilisant dtun coup les deux iddes séparées aux §§ 5.4 % 5.B pour
déerirs trds rapidement un principe générale de relaxation.

Supposons donnéde une blcatégorie de base KB? et wn morphisme F : B?.....,.BICAT
{par eoxemple,en 5.A,B = CAT et P = A ou P = Psd) ; alors pour chague X€ Bz

on consiruit, comme en 5.5, %Q{PEL} qui est une biocatégorie, et on définit ia

premidére relaxatlion de iﬁﬁpar P pomme une bisatégorie 81 dont les homs sont

dormés par BE(x,Y) = BO(PY°P)(2K),

les objets &tant ceux ds 5

e ax , . B bl A . n

On d8finit de minme les B 4 partir de B, et B (X,Y) = lim @B (X,Y).

n
L=<
Leg é&lémenits de B sont des P-hypermodules. Leur théorie générale qui reste

aborer dsvrait déorirs une part importanie. des propridtés de cohdrence

fin
[£418
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