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Si L’Eternel ne batit la maison,
Ceux qui la batissent travaillent en vain;
Si I’Eternel ne garde la ville,
Celui qui la garde veille en vain.

(L’Ancien Testament: Psaume 127,1)

- Y s \

kal i8ov éyw ped’ Sudv elmaoas Tas
-~ ’ ~ Y~

Huépas éws Tijs ovvredelas Tod aldvos.

Jésus dit: et voici, je suis avec vous tous les jours,
jusqu’s la fin du monde.

(Le Nouveau Testament: Matthieu 28,20)   
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Chapitre 1

LES ESQUISSES

1.1 LES ESQUISSES MIXTES

1.1.1 Un point d’histoire

Les remarques suivantes de René Guitart! nous paraissent particulierement intéressantes pour une in-troduction & la théorie des esquisses fondée par Ebresmann en 1966 (Ehresmann a défini les esquissescomme “graphes multiplicatifs” marqués de cones) :
“Il n’existe pas du tout de lien avec les sites et catégories de faisceaux, car il faut dire que son pointde vue est tout autre que celui de Grothendieck. Fn effet, Ehresmann n’aime pas travailler “hom parhom” avec outil fondamental qu'est le lemme de Yonedaetil préfere toujours les calculs et descriptions
“dessinées” par de petits diagrammes bien visuels. Cela se rattache probablement & sa formation entopologie algébrique, et se voit jusque dans sa maniére graphique de représenter les diagrammes dans les
catégories.
Ainsi, pour lui une catégorie est d’abord un graphe orienté, plus une loi de composition des paires defleches consécutives; vers 1965 cela fait, une différence entre lui et les autres catégoriciens, différence con-ceptuelle, & laquelle s’ajoutent des différences de notations :
il emploie “(F, f, EY’ pour “f 1 E —s F” et o €t B pour “dom” et “cod”, “¢’.C.e” pour “HOMc(e,e’)”.
Avec parfois le choix d’une terminologie & ’apparence “provisoire” (comrme le terme “quasi-quotient”)pour des concepts au demeurant simples et excellents, cela a certainement contribué 4 une mauvaise diffu-sion des travaux d’Ebresmann, jusqu’en 1970 environ. Mais revenons aux esquisses. Il existe une esquisseSeat (3 savoir le  début de la catégorie simpliciale)  telle que la catégorieCONT(S.at, Ens) des foncteurs continus de Sear Vers Ens soit équivalente 3 Cat. Alors les catégoriesU-structurées, avec U : C —+ Ens, sont précisément les objets de CONT(Scat, Ens), et beaucoup derésultats & leur sujet sont encore valables si S,q; est remplacée par une autre esquisse $ décrivant un autretype de structure. La définition d’Ehresmann de foncteur adjoint (comme “4jecteur”) est moins agréableque celle de Kan; d’un autre coté,il travaille toujours sous la forme “locale” (= existence d’objet libre),ce qui est la maniére naturelle de construire les adjoints. Travaillant avec des univers de Grothendieckemboités, il donne en particulier un théorsme d’existence de structures libres dont la preuve est uneimitation des constructions de compactifications ou complétions en topologie (avec U : C ~— Fns, la
U-structure libre sur  est im(E 2% - l}(y))). Dans le méme esprit, il construit le “type” associé & une
esquisse, diverses complétions de catégories et catégories stucturées, de foncteurs et foncteurs structurés.
 

Lvoir René Guitart, Sur les contributions de Charles Ehresmann 4 la théorie des catégories,
paru dans la gazetie des mathématiciens, S.M.F., n. 13, février 1980, pp. 37-43
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Ces derniers résultats semblent maintenant intéresser beaucoup de gens, les catégoriciens allemands en

particulier.”

1.1.2 Définitions

Une esquisse mizte® § = (C,I,P)est la donnée

- d’un graphe multiplicatif petit C

_ &’un ensemble de cones inductifs distingués de bases petites   
i

1=4{= (U} Rt U’)JEL: tel que J! est une petite catégorie }

_ d’un ensemble de cones projectifs distingués de bases petites

P

P={P= w* =, VE)kexr tel que K est une petite catégorie }

Nous allons supposer pour la suite que C est une petite catégorie.

Lorsque ’ensemble des cones inductifs distingués I est vide, on dit qu’il s'agit d'une esquisse projective,

tandis que si P'ensemble des cones projectifs distingués IP est vide, nousparlerons d’une esquisse inductive.

Enfin, une esquisse telle que (C,0,0)sera identifée 3 C.

On dit que f: (G, I,P) ~— (¢, I, IP') est un morphisme d’esquisses miztes si et seulement si

- f:C— C’ est un foncteur

- V'image par f de tout cone distingué de (C, I, IP) est un cone distingué de .r,P)

Esquisses et morphismes entre esquisses sont les objets et les morphismes de la catégorie des esquisses

notée Esq.

Soit S = (C, I, IP) une esquisse. On appelle réakisation de S et 'on note F: § — Ens, tout foncteur

F.C—— Ens transformant les cones distingués de S en des limites de Ens.

On note par EnsS la catégorie des foncteurs de C dans Ens et par Mod[S} la sous-catégorie pleine de

EnsS dont les objets sont les réalisations.

Une catégorie D sera dite naturellement esquissable si et seulement si il existe une petite esquisse

S = (C, I, IP) telle que P soit équivalente & Mod[S].

1.2 LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE

1.2.1 Langages et théories du premier ordre

Un alphabet du premier ordre est la donnée

_ d’un ensemble infini dénombrable V = {z1, 22, .} de variables

. de connecteurs logiques -AV,

_ de deux parenthéses (,)

. d’un quantificateur existentiel 3 et d’un quantificateur universel ¥

- pour tout 1 € IN* d’unensemble S, de symboles de fonctions n-aire

(pour 7 = 0, un symbole de fonction 0O-aire sera appelée symbole de constante)

- pour tout 1 € IN* d’un ensemble Ry, de symboles de relation n-aire

(pour n =2 on dispose dans R d’un symbole dlégalité =)

e
2 yoir (. Ehresmann, Esquisses et type de structures algébriques, Bul. Instit. Polit. Tasi XIV (1968}
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Les termes du premier ordre sont construits de la fagon suivante :

- toute variable € V, tout symbole de constantes ¢ € Sy sont des termes

-8l ty,..., 1, sont des termes et f dans Sk, alors ft)...1; est un terme.

Les formules alomiques du premier ordre sont les suivantes :

sity, ..., 7 sont des termes et R dans Ry, alors Rty .. .¢; est une formule atomique.

Les formules du premier ordre se construisent par :

- les formules atomiques sont des formules

- si G et H sont des formules, alors =G, (GAH ), (GV H), (G = H), (G ¢ H) sont des
formules

- st G est une formule et # € V une variable, alors VoG et 32G sont des formules.

On appelle langage du premier ordre 'ensemble L des formules sur un alphabet du premier ordre. Une

formule F est appelée énoncé, si pour toute occurrence d’une variable z dans F' il y a une sous-formule

G de F dans laquelle figure cette occurrence et telle que VG ou 3zG est une sous-formule de F.

Une théorie du premier ordre est un ensemble d’énoncés.

Soit L un langage du premier ordre. Une L-structure M est la donnée

- d’un ensemble M o
- pour f € S, d’une fonction f  M™ —s M

- pour R € R, d’une relation n-aire 7 c M

- pour ¢ € Sp d’une constante M € M.

Une valuation dans M est une application 3 : V —+ M de 'ensemble des variables dans M.

Si 3 est une valuation et ¢ € M nous notons par 32 la valuation

BV — M

v [0
a siy==x

Une interprétation des termes est un couple (M, 8) tel que

-z € V est interprété par 3(z) (on note donc FM = g(z) )
- ¢ € Sy est interprété par eM

. (s M
- fti ... ti est interprété par f t?d    M

La relation “Vinterprétation des termes (M, 3) est un modéle d’une formule” (notée (M, ) = F) est
définie de fagon inductive

S MBE=an s B =8
MBI ERY .t s RO
- (MB E R i non (M, 8) = F)
- (MBEFAG M EFet (MHEG

- MBEFVE si MEFu{MBAEC
- (MB) EYeF ssi pour tout o € M (M, B3 F
- (MB) eF ssi il existe a € M avec (M, 83V = F.

  A
R
A
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Soit ® un ensemble de formules et F' une formule, on éerit & - F si et seulement si tout modéle de @ est

un modéle de F'. Une formule F' est dite sous forme préneze si F' = Qhay o QnanG avec Q; € {v,3}

et si G est sans quantificateur. Toute formule est équivalente & une formule sous forme prénexe. Un

homomorphisme entre deux L-structures M= (M,Myet N = (N,'N) est une application 7 : M — N

ielle que

- pour ¢ € Sg on ait (&M= Fad i

_ pour f € Sy(k > 0) on ait 7(F(a1, x)) = F(x(ay), - @)

- pour R € Ry(k > 0) on ait Myax ssi 7Y w(a) ... 7(ak)-

Qi 7 est une théorie, nous notons par M0d(T) la catégorie qui a comine objets les L-structures qui sont

modeles de T, et comme morphismes tous les homomorphismes entre ces objets.

1.2.2 Construction des esquisses du premier ordre

Dans cette sous-section nous allons associer & toute théorie T du premier ordre une esquisse S=(C, IP)

qui sera appelée esquisse du premier ordre déduite de T. Pour tout énoncé I de la théorie T soit V(F)

Pensemble des variables qui figurent dans F. Nous allons construire 'esquisse S selon la structure

inductive des formules de 7. Clest-a-dire soit S Pesquisse engendrée par les données suivantes :

- des objets ¢, 1 dans ObC

- une fleche 7 : ¢ — 1 dans FIC

- un céne distingué

L
Ja—c ——1

( pour exprimer que T : ¢ ~— 1 est candidat pour une application surjective )

- un céne projectif distingué : 1 € IP

(pour dire que 1 est un candidat pour un objet terminal )

- pour tout énoncé F de T et n = cardV{F)

o un objet ¢™ dans QbC

o des ficches 7 : ¢* — ¢ dans FIC pour i=1l...n

® un cone projectif distingué

{ pour dire que ¢ est candidat pour un produit )

- pour tout k € IN* et tout R € R un symbole de relation k-aire qui figure dans 7

nous avons :

» un objet ¢f dans ObC
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e des fléches 7} : ¢* — ¢ dans FiCpouri=1...n
© un cone projectif distingué

xf n:

/\ ep

our dire que ¢* est candidat pour un produitP P

s un objet ¢(R) dans ObC
® une fleche tg : ¢( R) — c* dans FIC
® un céne projectif distingué

(R)
id id

i cpr

e kec(R) e i (R}

( pour dire que g : ¢(R) — c* est un candidat pour une application injective )
- pour tout k € IN* et tout f € S symbole de fonction k-aire qui figure dans 7 nous avons

o un objet ¢* dans ObC

o des fleches 7f : ¢ — ¢ dans FIC pouri=1...n
e un cone projectif distingué

NG L
C ool C

» une fleche (f) : ¥ — ¢ dans FIC

- pour tout symbole de constante m € S, qui figure dans 7 nous avons une féchee(m) : 1 — ¢ dans FIC
- pour tout énoncé F de 7 et n = cardV(F), pour tout terme ¢ qui figure dans F nousconstruisons une fleche K{7) : ¢ — ¢ dans FIC de la facon suivante :

® sit=2; (variable )
nous prenons comme fléche K(t) la projection Ats e

® sit=m { constante )
nous définissons dans FIC une fldche ¢ — 1 of nous prenons comme fléche K(1), ofm)
le composé ¢ — 1 2 ¢

e sit=ft;.. .t

et si pour i = 1,... k on a déja défini K(4;) @ ¢ — ¢ , nous définissons dansFIC une fléche A @ ¢® —— ¢* 3 laquelle nous imposons les égalités 7% o b = K(ty)
(pouri=1,... % } et nous prenons comme féche K(t) le composé N o fif—)» c
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- pour tout énoncé F de 7 et n= cardV{F), pour toute sous-formule G qui figure dans F'

nous construisons un candidat pour un monomorphisme Z(G) — ¢* dans FIC de la fagon

suivante :

e siG:ity =ty

nous ajoutons un objet Z(G) a ObC , une fache Z(G) — ¢® & FIC et un cone projectif

distingué

G
€ P

& K(t:) ¢

K(t2)

( pour dire que Z(G) est candidat pour un égalisateur )

e siG:Rly... 4

nous définissons dans FIC une flache h 1 ¢ — ¢t & laquelle nous imposons les égalités

wfoh=K() (pouri=1,... ,k) ( Cest-a-dire que h est candidat pour le morphisme

de la propriéié universelle du produit ). Nous ajoutons ensuite un objet Z(G) & ObC,

des fidches T(G) — ¢(R) et I(G Loea FIC et un cbne projectif distingué
)

1(6)
/ Mfi\ er
o&k c(R)

 

esiG:HAK

et si Z(H) — ", I(K) — c" sont déja définis, nous ajoutons & Ob( un objet Z{G),

trois fleches I(G) — ¢I{G) — I(H), I{G) — Z(K) & FIC et un cone projectif dis-

tingué

I(G)

c P

i I(K)

  

I(H)

( pour dire que Z(G) est un candidat pour une intersection )

e siG:HVK

et si Z(H) —— ¢*, Z(K) — ¢ sont déja définis, nous sjoutons & C' I(H AK) — "

comme nous I'avons fait sous le point précédent, & ObC un objet I(G), et & FIC deux

flsches Z(H) — Z(G), Z(K) — I(G) et & L un cone inductif distingué

I{G)

el

T(H)=T(H A K)= I(K)

( pour dire que I(G) est un candidat pour une réunion).

esiG:H

et si T(H) — c" est déja défini, nous ajoutons & ObC un objet Z{(G), & FIC une fieche

I(G) — ¢* et a I un cone inductif distingué :
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er
() HG)

( pour dire que ¢" est un candidat pour une somme).

e SiG: JzH
et si I(H) — ¢ est déja défini, nous devons envisager deux cas :

a) la variable z ne figure pas dans H.

Dans ce cas nous ajoutons & ObC un objet Z(G), & FIC une fléche Z(G) — I{H)

et & I et P des cones qui expriment que Z(G) —— Z(H) est candidat pour un

isomorphisme.

b) la variable z figure dans H, c’est-d-dire G : AzH(z1,. ., Tie1,&, Tit1,---,Ln). Dans

ce cas nous ajoutons & ObC des objets ¢! (sauf pour n = 1 ol nous posons

© = 1), Z(G) et & FIC des fidches 1 ¢ — =4, T(H) — 1, Z(H) = Z(G) et

I(G) sL
A IP nous ajoutons des cones (sauf pour n = 1)

n-1
k3 ¢ e

/ P
[¢

et
I(G)

id id

v P

 

I(G) —— ¢ I(G)

(pour dire que Z(G') ~ ¢! est candidat pour une application injective.)

Comme cone inductif nous ajoutons & Pesquisse S :

1

>
1 e I(H)1

(pour dire que Z(H) — 1 est candidat pour une application surjective)

UG
*

id | id
® el

TGyet T(Hy —2— I(G) 

(pour dire que Z(H) -, Z(G) est un candidat pour une application surjective)

Ces données seront soumises a des égalités suivantes

n . -1 _n -1 o ne1 o
At er =al, .wo m = WL, W OW = Mg, WyO =Ty
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et vou=mom

ot m: Z(H) »— c" pour exprimer que nous disposons d’une décomposition epi-mono

IG)

I(H)

 

™ T

Ceci achéve la construction de I’ esquisse S. Malheureusement Mod(Z) n’est pas naturellement esquissé

par S, c’est-b-dire nous n’avons pas en toute généralité une équivalence entre Mod(T) et Mod{S]. T

existe, en revanche, sur le plan des objets un isomorphisme de classes : ObMod(T) = ObMod[S]. Clest

grace a cette correspondance que nous parlerons donc des esquisses du premier ordre.

1.3 LES ESQUISSES CONCRETES

Appelons esquisse concréte® tout couple (S, F') constitué d’une esquisse projective S et d’un ensermnble

IF de cones projectifs petits distingués dans Mod[S]. On appelle réalisation de (S, JF) toute réalisation

F de § qui vérifie :

Hom{L, F) = Kléflfi» Hom(L,F)

pour tout céne projectif (L — Lg)xeker appartenant 5 IF. On note alors Mod[S, F] la sous-catégorie

pleine de Mod[S] dont les objets sont les réalisations de cette esquisse concréte. A toute esquisse mixte

S = (C, I, IP) on peut associer Vesquisse concréte (G, IP), Y{(II)) ol Y désigne le foncteur de Yoneda.

1l est facile de vérifier que Mod[C, I, P] = Mod[(C, P),Y(I)].

Inversement on montre? qu’d toute esquisse concréte (C, P, IF) est associée une esquisse mixte S’ =

(C', I, IP) telle que les modeles de §' et de (C, IP, IF) soient en bijection. On voit donc que les notions

d’esquisse mixte et d’esquisse concréte se correspondent.

1.4 CATEGORIES FILTRANTES ET

FONCTEURS COFINAUX

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats des livies CWMS et SGA 48,

En théorie des ensembles on appelle ensemble filtrant tout ensernble muni d’un préordre dans lequel deux

&léments admettent toujours un majorant. Cette notion peut étre étendue aux catégories :

Une categorie J est filtrante st J est non-vide et

1. Pour tous objets J,J' ¢ J il existe K € J et des fleches J - K, J —— K

9. Pour tout couple de fléches u, v :J —= 7 it existe un objet K € J et une fleche w : J —— K avec

Wwou = Wou.
 

3voir R, Guitart et C. Lair, Existence de Diagrammes localement libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981

4yoir R. Guitart et C. Lair, Calcul des formules internes, Diagrammes, Vol. 4, 1980

(en pp. G 26-27 se trouve une démounstration d’existence)

5voir §. Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag

6 voir Séminaire de Géométrie Algébrique du Bois Marie,1963/64, Théorie des Topos et Cohomologie Etale des Schémas,

S.L.N. 269

  



 

1.5. THEORIE DU DIAGRAMME LOCALEMENT LIBRE 9

Autrement dit J est filtrante si et seulement si tout foncteur ] — J de source une catégorie finje I est
base d’un céne inductif dans J.
Une limile inductive fillrante est la limite d’un foncteur F : J— K défini sur une catégorie filtrante J.
Nous avons le théoréme important :

Théoréme : Soit K une catégorie finie et J une catégorie petite et filtrante. Alors pour tout bi-foncteur
F: K x J -~ Ens le morphisme canonique

Colim; LimgF(K,J) — LimgColim; F(K , J)

est un isomorphisme.

Démonstration : voir CWM,p.212

La notion de cofinalité que nous allons introduire maintenant servira dans la définition du diagramme
localement libre & exprimer synthétiquement sa propriété de limite (voir section 1.5.2), comme J.Bénabou
nous a signalé.

Un foncteur F : J—K est appelé cofinalsi pour tout X € K la comma-catégorie (K | F) qui a comme
objets des morphismes K — F(J) est non-vide et connexe. Une sous-catégorie est appelé cofinale si le
foncteur inclusion est cofinal.

Pour F: J — K et L : K — (' il existe un morphisme canonique ColimL o F — Coliml, qui est
défini si les deux colimites existent. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme : Si F : J — K est cofinal et si L : K — C est un foncteur tel que ColimL o F existe,

alors Coliml existe et le morphisme canonique est un isomorphisme.

Démonstration : voir CWM, p.213-14

1.5 THEORIE DU DIAGRAMME LOCALEMENT LIBRE

1.5.1 Introduction

On sait construire effectivement les éléments du monoide libre sur un alphabet A4, 3 savoir comme les mots
sur cet alphabet. Les structures algébriques libres générales peuvent aussi étre décrites effectivement,
en en représentant les éléments comme termes de la théorie comprenant comme constantes les éléments
de P'ensemble générateur. Si un foncteur n’a pas d’adjoint mais est néammoins mixtement esquissable,
on a (Guitart-Lair”), & la place des structures libres, Pexistence des diagrammes localement libres; et
méme dans certains cas plus particuliers, on a ( Diers® ) Pexistence de multi-structures libres c’est-3-dire
de diagrammes localement libres discrets. Nous indiguons ici, dans le cas oil Pesquisse mixte consi-
dérée compte des cones inductifs quelconques et des cones projectifs finis, une méthode pour présenter
effectivement les éléments des différents objets du diagramme localement libre. Ce résultat est une étape
indispensable en vue d’élaborer un procédé calculant les invariants homotopiques et cohomologiques
proposés par Guitart®. Pour simplifier nous écrirons d.1.0. au lieu de diagramme localement libre .

 

Tvoir R. Guitart et C. Lair, Bxistence de Diagrammes Localement Libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981
8voir Y. Diers, Catégories localisables, Thése, Paris, 1977

Svoir R. Guitart, On the Geometry of Computations, Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle Catégorique,
Vol. XXVII - 4 (1986)

 

ARS
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1.5.2 La définition du D.L.L. des Esquisses Mixtes

Soit § = (C, I, IP) une esquisse mixte. Considérons le foncteur T': C — Ens de la catégorie sous-jacente

C vers les ensembles. Si 7' n’est pas un modéle, T est quand méme susceptible d’engendrer un “spectre”

de modéles. Le d.ll, de T est ainsi la donnée :

- d’une petite catégorie A,

_ d’un diagramme de foncteurs D : A — Mod[S] et

_ d’un céne projectif d = (da : T — Da)aea dans Ens<

tels que pour tout modéle M € ObM odl9] -

AHim
HOmEnxg_(T, M) :_]?g HomMod[S](DA; M)

Autrement dit on demande que le foncteur (D, d) : A — (T | Mod[S]) avec A v— (da : T —— Da)

soit cofinal {cf. section 3.3) i.e. tel que pour tout h:T — M la catégorie (D,d) | h soit non-vide et

connexe.
Cette dernidre condition peut étre explicitée de la fagon suivante :

Pour toute fléche (T Lo M) € Homp,o(T, M)

1) 34 € 4,3(Da B2 M) € Homprogs(Da, M) 1h=ma 0ds

Ens&

D

/

\
dA

MoP

2) Si(A,ma) et (A!,m4} satisfont Ja condition 1), alors il existe un zig-zag dans A :

 

Mod[S]

    

Ay Anet

tel que le diagramme suivant est commutatif :

N
N

AN
A
T

 



 

ASSARPR 
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  Dy   2

Guitart-Lair'® ont donc établi existence des d.1.I. La démonstration se base sur une construction trans-
finie par saturation. Il y a donc un principe itératif, mais & chaque étape la construction n’est pas
effective. Dans la perspective d’un calcul effectif d’invariants géométriques nous aurons besoin d’une
construction plus effective. Pour cela nous avons effectué une autre démonstration qui est effective mais
valable seulement pour les esquisses dont les cones projectifs sont 3 bases finies. La finitude des bases des
cones projectives est donc une restriction par rapport au résultat de Guitart-Lair mais permet d’éviter
une induction transfinie.

1.5.3 Raffinement : le D.L.L. relativement filtrant

Pour des applications géométriques ultérieures nous aurons besoin d’une certaine “amélioration” de lanotion du d.1.1. Soit de nouveau § = (¢, I, IP} une esquisse mixte et 7' : ¢— Ens un foncteur. Un d.1.
(4, D, d) de Test relativement filtrant (d.Llr.f.) si et seulement si pour tout k : T* ——s M, la catégorie
(D,d) | h, qui est connexe, est de plus filtrante. Soit expliciternent :
1) Pour tout modéle M ¢ Mod[S] et tout morphisme (r WA M) € FIEnsS, pour A, 4" € ObA4,
Mma € Homppogqrs1(Da, M) et mys € Homyroq51(Dar, M) tels que les diagrammes suivants commutent

Dy Dy

M T M Th A

il existe B € ObA et mp € Homppoq51(Dp, M) et A — B — A dans Fl4 tels que dans Mod[S] on ait
un diagramme commutatif :

veir B. Guitart et C. Laiz, Existence de Diagrammes Localerent Libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981 

 

  

A
V
A
R
K
o
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Mod[S]

 
    

 

2 ) Pour tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme T A, M) € FlEnsS, pour A, A" € Ob4

et tout couple de fléches u @ A — Aetv : A~ A, pour my € HomMad{s](DA,M) et pour

ma € Homppoas(Da, M.} tels que le diagramme suivant commute :

 

ModiS]

   

 

il existe B € UbA et mp € HomMcd[s](DB,M) et w: Al —s B dans FIA tels que wou=wov et tels

que le diagramme suivant commute dans Ens® :

 



 

AAei
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 Mod[s]

B

 

   
Ens&

On reconnait les deux étapes dans la définition d’une catégorie filirante!!. Le mot “relativement” seréfére au point de départ qui est le morphisme & : T — M.

1.5.4 La définition du D.L.L. des Esquisses concrétes
Soit S = (C,IP, ) une esquisse coneréte. Considérons le foncteur T 10— Ens de la catégorie sous-Jjacente de S vers les ensembles. Le d.l.lde T est la donnée :

- d’une petite catégorie 4
- d’un diagramme de foncteurs D : 4 — Mod{(C, P), IF]
- d'un cdme projectif d = (da : T — Da)aca dans Ens€ tels que pour tout modeleM € ObMod[(C, IP), IF} :

Homp,o(T, M) =2 Homprous)(Da, M).

La définition est donc tout 4 fait analogue au d.1.1. d’une esquisse mixte. Nous avons de nouveau I’existencedu d.1.0.32,

1.5.5 Exemples

Les deux exemples suivants ont été mis en évidence par Guitart!s -

Le D.L.L. des sommes

On considére Pesquisse mixte § = g o ¢~ b avec le cone inductif distingué a ~%+ ¢ <%~ b, SoitT: ¢— Ens un foncteur que 'on notera par 7' = A -%. ¢ .2 B

Premier cas : u(4) No(B) # §
LI n’y a donc pas de morphisme de (¥, v) vers un diagramme somme. Dans ce cas le d.l.. est lediagramme vide.
T,
*yoir 8. Mac Lane, Categories for the Werking Mathematician, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, p. 207voir R. Guitart et C. Lair, Existence de Diagrammes Localement Libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981*Fvoir R. Guitart, On the Geometry of Computation IT, Cahier de Topologie et Géométrie Différentielie Catégoriques,Vol. XXIX-4 (1988), p. 322-323

  

|
i
¢i
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Deuxitme cas : u(A)Nv(B) =0

Soit donné un morphisme vers un diagramme somme :

 

 

 

A ” fa 4=
B ’ I8 B

Notons ¢ = C\lu(A)Uu(B)]
A {c€C | fc) € A}

{ceC* | flc) € B}i
t

B

Pour cette raison

u(A) +Cy
\

w(4) +v(B) + C*
/

o(B) + Ch

sera le diagramme somme qui factorise le morphisme (f4, f, fB). Le d.l1. est done discret et est indexé

par Pensemble des bipartitions de C*.

Le D.L.L. des Epis

On considére lesquisse mixte S = a L. b avec le cone inductif distingué :

id b id

AN
b<——r—a—7—~b

( pour dire que f:a-— best un candidat pour un épimorphisme).

Soit T : § — Ens un foncteur que P'on notera A L. B. Soit w la catégorie qui a comme objets les

cardinaux finis et comme morphismes toutes les applications entre cardinaux finis. Le d..1. est défini de

la facon suivante :

D: w —  Mod[S]

n ot A+ n(B\ f(4)

!
B

( A+nB\fa) PAm(B\ f(4))
(ntom) — ! !
{ s g
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ol D(t)(8) est lidentité sur B, D(t)(a) est I'identité sur A et envoie la #6m¢ copie de B — f(A) sur la
1(i)°™¢ copie de B — f(A).
Le cone projectif du diagramme localement libre est donné par :

A A+n(B\ f(4))

d, : lf pour n € w

  

- B
id

Vérifions maintenant que ces données constituent un d.1l. de 4 s B. Pour cela considérons un mor-
phisme de A L. B vers un épi :

  

A - K

fl ly

B L
t

11 est facile de voir que tout n € w délivre une factorisation par A+ n(B ~ f(A)) —> B mais que cette
factorisation n’est pas unique en général. Considérons pour cela deux factorisations :

A+n(B\SA)e K A+ m(B\ f(4) 2 K

  

L

  

Dans w nous pouvons définir le zig-zag suivant :

n s n “+m L m

R

d’out le diagramme commutatif :

u

  

A+n(B\ f(4)) A+ (nt m)(B\J(A)) A+m(B\ f(4))
Sntm

o

 

e
g
e &

|
|
|
|
L

 

e
y
t
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avec Spam ¢ A+ (n+m)(B\ f(4)) — K
z€A ey s{z)
y € (B\ f{A)); avec i<n —r  sp(2)

y€(B\f(A)): avec n<i<m > sn(2)

 



Chapitre 2

LA CONSTRUCTION

EFFECTIVE DU D.L.L. DES

ESQUISSES MIXTES

Ce chapitre a été 'objet d'un exposé au 51°™¢ Paripatetic Seminar on Sheaves and Logic'. Pour le

reste de ce chapitre, soit S = (C, I, IP) une esquisse mixte avec les notations de 1.1.2 . La construction

effective du d.ll. ne sera valable que si les cones projectifs distingués de S sont a bases finies (Cette

condition intervient dans la section 2.3.1.¢), p40).

Soit 7' : ¢ —— Ens un foncteur quelconque de la catégorie sous-jacente de Vesquisse S versles ensembles.

Le but de ce chapitre est de calculer de fagon effective point par point le d.ll. de T.

Nous allons voir que la construction qui sera présentée n’est pas sculement un d.ll., mais aussi un

d.11. relativement filtrant de T

2.1 LE SQUELETTE DE LA CONSTRUCTION

§i T n’est pas un modéle de Pesquisse S, 'on peut se questionner au sujet des raisons qui font que T' ne

transporte pas les cOnes distingués de S en des limites de Ens. Avant d’examiner cette question, faisons

les rappels suivants sur les imites inductives et projectives

Limites Inductives : Soit F: J— Ens un foncteur. Alors :

{im I
o RJ)= JleliF(J)/z

ot =~ est la relation d’équivalence suivante :

(z,0) ~(&,J) ssi il existe un zig-zag entre J et J' qui lie (z,0) a(a,J)

Limites Projectives : Soit F': K— Ens un foncteur.

Alors :

m p(g) = {(ex)xex € JLFK)VKK€ ENu: K — K€K Flu)(zx) = 2x}
KeK KEX

 

1515eme P§5.L, Valenciennes{France}, 13-14 février 1993
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Nous trouvons trois types d’“imperfections” qui empéchent T d’étre un modéle { les deux premibres

concernent les limites inductives et la troisiéme les limites projectives ) :

Erreur 1 Il se peut pour un céne inductif de S que 'image de son sommet par 7 ne soit pas entidrement
i

“remplie” par la base. Cest-a-dire il existe I = (U} 2, U’)Jeir el

tel que lim T(U]) # T(UT) parce que la famille T(a}) n’est pas collectivement surjective,i.e.
Jed”’

Jgi,T(afi)(T(Uf));T(v')

 

 

  
 

   

Les (v}

Erreur 2 I se peut pour un cdne inductif distingué de S que dans 'image de son sommet par 7 deux
points de la base s’identifient sans que dans la base il y ait un zig-zag qui les lie.

Iz .

Crest-a-dire il existe I = (U] <% U7};¢ 71 € I tel que lim T(UL) # T(U!) parce que 3J,J € J*,
= Jed’

Jazy € T(UL), Jeg € TUL) tels que T(ah )zr) = T(ah Y(zy:) mais il 0’y a pas de zig-zag entre J
et J' dans J7 quiliezy & zy.

T(U’)@

Tl Ul

a¥ .

Errveur 3 Il existe P = (V7 Bx, VE kexe € IP tel que l.lr.rl TVEY T(VFP), Cest-a-dire queKJKeK e &ek
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a) ou bien T(VF) —m  p(yF) est non surjective.
KeK”

b) ou bien T(VF) — lim T(VE) est non injective.
KeK"

OOC0| &, 70KeK®

r*’flg T
O O OO0 OO0O
3 .7 T3 3

Nous allons “réparer” ces trois types d’erreurs par saturation :

7

Erreur 1 Pour tout cone inductif I € I, nous allons départager la partie de T(UT) qui n’est pas “rem-

plie” par la base et nous allons “verser” cette répartition sur la base : pour tout I € Tet el

nous ajouterons un ensemble A(Jy & T(U1) tel que nous ayons UI)\I(J) =T avec
Jel

1=T\ {JB(eNTWUINL

Comme le cone distingué [ est plongé dans € dans un environnement, nous devons ajouter A)

également a T(W) pour toate fidche U] — W € FIC et tout objet W € ObC. Les M (J) sont donc

ie résultat d’une partition de 77 Mais rien n’assure qu’il existe une sorte de répartition canonigque

unique. Clest-a-dire qu’ll y aura une ambiguité dans la détermination des A(J). La tache de la

construction effective du d.l.l. sera de mesurer cefte ambiguité.

Erreur 2 Cette erveur est due au fait que dans la base il y a “trop peu” de zig-zags susceptibles de com~

biner des points qui sont identifiés dans le sommet. Pour tout [ € I et J € J nous ajoutons done

un ensemble ¥1(J) & T(U]) qui consiste en des “maillons manquants”. Ces “maillons manquants”

seront précisés plus tard. Comme pour Perreur 1, nous devons ajouter #1(J) également & T(W)

pour toute fleche Uf — W€ FIC et tout objet W € 0bC. Comme pour Uerreur 1, il y aura une

ambiguité dans la détermination des 97(J) ce que nous allons essayer de mesurer dans le d.0.0.

Erveur 3 Afin de réparer ce troisiéme type d’erreur, nous allons ajouter a T(VP) (P € P} une partie

convenable ¢C hri LT(VE) qui sera précisée ultérieurement. Comme le cone distingué P est

(eK

plongé dans C dans un environnement, nous devons ajouter ¢ également & T(W) pour toute

fache VP — W € FIC et tout objet W & O6C. En réalité,la réparation ne sera effectuée que par

des ajouts {visant Uerreur 3 a)) et un passage au guotient ultérieur (visant erreur 3 b))

Nous effectuons simultanément toutes ces saturations sur T. Mais comme les différents cones distingués
  

de S peuvent é&tre entremélés, il est possible qu'une saturation anéantisse les effets d’une autre. Le
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“nouvean” T est donc susceptible de contenir les erreurs 1, 2 et 3 & nouveau. Pour cela nous allons

répéter la procédure de saturation pour “ce nouveau” T etc. Autrement dit nous allons répéter ce

procédé & Pinfini par induction. Nous obtenons ainsi les foncteurs 7, (n € IN). Nous poserons ensuite
Too = lneav Tn et quotienterons To, par une relation d’équivalence convenable & g qui fera de T, un

modéle. L’ensemble Solmod(T") = {Twe/~y} de tous ces modéles ne sera pas encore le d.ll. de T, parce
que Pensemble Solmod(T") ne permet pas de combiner les différents modéles par zig-zags. Afin d’obtenir
ces zig-zags entre modéles, nous allons procéder de la maniére suivante :
Nous considérons les éléments de Solmod(T") par paires de deux. La somme amalgamée de deux modéles
ne sera pas nécessairement un modele, mais elle est susceptible d’engendrer un autre ensemble de modéles

selon le procédé que nous venons de décrire. Nous allons assembler tous ces ensembles de modéles avec

Solmod(T') et nousallons définir des fléches formelles qui pointent & partir de deux éléments de Solmod(T)

en passant par leur somme amalgamée vers un point de Pensemble de modeles de cette somme amalgamée.

D\\

]

 

Mod[S]

/

 » sOmme
% amalgamée]

3  

 

  
Ens<

Aprés avoir joint tous ces ensembles de modéles ensemble, nous allons recommencer cette procédure

de formation de sommes amalgamées ainsi de suite. Autrement dit nous allons répéter ce procédé de

formation de sommes amalgamées & I'infini par induction. Ceci nous conduira au d.l1..

2.2 LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L.

f & ses choix et
itation écrite.

    

La construction qui va suivre est effective, mais malbeureusement peu intelligible ¢

ses définitions, parce que l'ordre qu’a pris intuition est difiérent de celui d’une reg

L’intuition est partie d’un morphisme h : T —- M de T vers un modéle M de 8, afin de construire une

factorisation - factorisation qui est obtenue & partir de 7 en réparant de fagon itérée les erveurs 1, 2ot 3

  

I3
Dans Papproche intuitive c’est seulement aprés la coastruction de cette factorisation que Uon essale

 

de décrire Vensemble des factorisations possibies, tandis que dans la représentation écrite on introduit

brutalement dés le début des ensembles (qui semblent étre arbitraires et peu intelligibles) pour montrer

ensuite qu’ils fournissent des factorisations.

A cause de ces considérations nous proposons au lecteur d’admettre la construction du 401, de se
rapporter directement 2 la section 2.3 et de revenir successivement 4 la section 2.2 . Clest dans ce

“yae
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et-vient” que la lecture du chapitre 2 nous semble étre la plus profitable.

J Bénabou nous a signalé que le lemme suivant permet en théorie d’éliminer le foncteur T :

Lemme : Soit § = (C, I, IP) une esquisse mixte et 7" : ¢ — Ens un foncteur. Alors il existe une

esquisse S[T] telle que Mod[S[TY = T| Mod[S]

En effet, la recherche d’un petit d.ll sur T se raméne alors a la recherche d’un foncteur cofinal

A— Mod[S[T]] de source une petite catégorie A.

Dans ce qui suit, quitte 3 remplacer S par S[TY, le lecteur pourrait, du moins dans la premiére étape de

la construction (passage de 7" & 1), raisonner comme si on avait 7' = .

2.9.1 Construction de ’ensemble des factorisations au-dessus de T

La construction de cette sous-section concerne la premiére condition du d.l.l. Pour tout

n € IN construisons par récurrence des foncteurs Ty, : €— Ens réparant sur T les erreurs 1, 2 et 3

ot des ensembles I',,, A, qui mesurent Pambiguité de ces réparations.

La premidre étape de la récurrence

Posons Ty = T'. Indiquons ensuite les définitions qui sont essentielles pour la réparation

des “erreurs 1, 2 et 3”.

Ecreur 1 Pour I € I soit T = To(U)\ [ U,To(afl)(To(U}))] et
JeJ’

ALTE = {M : Ob" s P(T{)/Mest une application et UN=T}
Jet

ALIT T1) déerit Vensemble des distributions de 7.

Erreur 2 Pour cette erreur il s’agit donc de compléter les “zig-zags manquants”. Sans nuire A la génér-

alité nous pouvons nous restreindre 4 deux types de zig-zags dans F1J’! ( pour tout cone inductif [

de I) :

sl g Ly
vfl ey J e JI/

Le deuxiéme zig-zag ne présente pas de probleme de “maillon manquant”, comme nous allons voir

dans la section 2.3. Pour réparer Perreur 2 nous allons donc surtout nous occuper des zig-zags du

type J' <= J L, jn. Définissons :

OV() = {(as 2} € To(Uh) x Ta(Uf)V21 € To(UD) : To(y)(zs) # 2o et To(8)(25) # wan}

eln :%egvéu) et ©f = Jg[@{)uy

Nous pouvens mesurer Peffort de réparer Verreur 2 par Uensemble suivant :

o7Ty = {9} : ObJ" —P(O]); /] est une application et VJ & J1 olc 8NN}

Brreur 3 La mesure de la correction de Verreur 3 peut étre définie par

En rassemnblant tous ces ensembles, nous pouvons définir

 

Hx elmyx I wE)
je# Per
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Choisissons (Ao, 90, %) = (ADrer, WDrer, (W8)pep) € To = A

Nous pouvons ainsi définir le foncteur Ty = T1 (Ao, 9o, o) de la fagon suivante :

Ti(Ao, Fo,%0) [ —s  Ens

obC —+  QObEns

w — T+1L jngomg(U_{WYX M) (erreurl)

I I 1
A Jeg_‘Hom’C‘(U"’ W) x 95(J) (erreur?)

+ PIQIPHom_Q(VP, W) x yv§ (erreurd)

FIC —+  FlEns

WSW) (T,Do, 90)(W)25T(o, B0, o)(W)

Ti(g)est défini par morceaux :

To(w) T8 Ty(W)
Homg(Uf,W) x M(J) — Homg(U},W’) x M(J)

(Ul L w,z) — (UL AW S W)

Homg(UL, W) x 95(J) — Homg(UJ,W") x 93(J)

U} 5 w.z) — IS WSW)
Hom_c_(VP,W) x $E — Homg(VP,W”) x ¥f

v?Lw,z) — (VP LW S wr)

1] est facile de voir que 73 est un foncteur. Malheureusement T} peut contenir de nouveau les erreurs

1,2 et 3. Pour cela recommengonsla procédure :

Erreur 1 Pour tout I € I soit 77 = Ti(UD\ UJT;(O:{,)(T](U}))} et
Jel

ATH = {M: ObJ! — P(T{)/M] est une application et UI)\{(J) =T}
7€y’

Frreur 2 Pourtout € T et J € J! nous considérons dans FUJ! le zig-zag J'Qg

Définissons :

V() = {(es.zs0) € TW(US) x Ty(UJu)V25 € TULY Ty(es) # 2 et Ta(@){(es) # T}

ol= Hée}"su) et O = nge{u).

Comme pour étape précédente nous définissons

0! T,) = {9 : ObJ! — P(O)/9] est une application et V. € JUo9lny cel(nt

Erreur 3 Pour tout céne projectif distingué P € IP nous définissons :

W(EF, T= ?(KEHKF’R(V}D))»

En rassemblant tous ces ensembles nous obtenons comme une mesure de Vambiguité :

Ty = Ti(Xo, Jo, %) = Igtlx(.i’,T{ ) x [Ie}leu’, Ty) % PIQP‘I'(L{P,TJ et

Av= T96,90)(orfoiolEdo
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L’hypothése de la récurrence

Supposons que Ag,...,An ; Lo, et les foncteurs Ty, ..., Ty sont déja définis tels que

An = (A“_mw}‘.wln_l)EAn_lrn(An_;,fifl-l,wn_l))

Iy = Tolna1¥n) = [LAQLTx TLOWTa) x J1 (EP,T0),
fek el Pelp

w(x" 1y = P TV,
KeK?

oL, T,y = {9L:Jf — POI)/#] est une application et VJ € JU9L(y cel(n}

avec ol=1er() e 6L = U el et
7.6 Jeg’t

14() = {(zs,2g0) € Ta(Uka)Vs € Tu(UL) : Tu(y)(=) # 250 et Tu{v)(zs) # 27}

Pour tout J/' < J LTt ettout Je JE s

AT = AL ObJ! — P(T1)/] est une application et U’)\{,(J) =TI} avec
Jed

TI = TAty Fnets) = TalU\ [Jg,Tn(afi)(Tn(Ué))l-

Finalement le foncteur Ty = T(An—1, Fn—1, ¥n-1) dépend du choix de élément

(A1, Pne1, Pre1) € Anoy

Le pas de la récurrence

Choisissons (An, 9, %n) = (Mrer, (9h)rex, (¥FYpep) € An, ’est-b-dire nous choisissons

(/\n-lxfin—l»wn-—l) EDpey et (/\nyfln,‘/)n) € Ay

Nous pouvons définir de fagon analogue un foncteur Thyy = Trg1{s Oy ¥n)

Tog1: C — Ens

O ~—  QbEns
I 7l Iw e To(W)+ ]%IH JEiIHOmQ_(Dh W) x AL(D) (erreurl)

I oIy I
el JGlIHomQ_(LJA, W) x 9,.(J) (erreur2)

+ PHPHomC(VP, WY x $F (erreur3)L C
FIC —s FlEns

WEW) — (TagsOB)(W) T2TyOB,90 )(W)

T11(¢) est défini par morceau de fagon analogue que Ty(¢). De nouveau il est facile de montrer que Trst

est un foncteur.

Erreur 1 Pour tout I € I soit Ty = Tay(UD\ {Jg]l’}.fl(afi)(fix“([/}))} et

MT=50bJ" — P(T]1)/M4 est une application et JBXA£+1(J) =Tl

Erreur 2 Pour tout [ € § et J € 4/ nous considérons dans F1J! \e zig-zag J' Loy g

Définissons :
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eri() = {(zy,25) € Tt(UL) x Taa(US)/ Va5 € Topr(UD) ¢+ Taga(N(z7) # =40 et

T4(8)(z2) # 2}

e{x'{—}(‘]) = Hi@:’zf-l(-j) et ea{.+1 = ngefx—i-l(‘])'

Cornme pout Pétape précédente nous définissons

o,Thy1) = W, obl  —  P(OLL)/ vlest une application et

V€' 0l(D) C 0L}

Erreur 3 Pour tout cone projectif distingné P € JP nous définissons :

WKTogr) = POT(VD)

En rassemblant tous ces ensembles nous obtenons comme une mesure de Pambiguité :

st = Dogi(hns O, 9n) = TLAQTi) X T0Tas) x I1 $(KT, Tosa) et
fex Iel PelP

Apgr = Ay Uny n )
41 (%nfi"]&}")e‘:“rnfi»l( n d) )

Clest ici que finit la construction par récurrence.

Vers ’ensemble des factorisations au-dessus de T

Afin de construire une mesure globale d’ambiguité, définissons :

Ao o {applications p : N — IE_INA,,/ Vne N :pn) €A, et Vo€ IN™: p(n) € Talp(n - 1))}

Clette définition de Ao est préférable a UINA"’ parce que définir Ao comme H}NA" ne prend pas en

n€iv
ne

comptele fait que chaque Anyi dépend de Ay, Ensuite nous devons construire un foncteur Tw qui unifie

les Ty, (n € IN). Pour tout p € Ago NOUS POSONS ©

def .
Too = Teo(P) = To+ 11 Talp(n - 1))

nelN’

Nous disposons d’une transformation naturelle canonique T = Tp >—+Teo(p)-

Le foncteur Tw n'est pas nécessairement un modéle. Nous allons essayer de quotienter Teo par une

relation d’équivalence convenable. Pour cela nous devons établir quelques considérations sur les relations

d’équivalence. Soit H un foncteur C — Ens. Nous pouvons définir deux types de relations

d’équivalence :

1. Pour tout foncteur H' € ObEns<, toute transformation paturelle g : H — H' € F1Ens< et tout

objet W € Ob( nous avons une relation d’équivalence sur H(W)

Vg€ HW):  zmgwyy s g(W)(@)=9(V)w)

9. Nous pouvons ensuite construire une relation d’équivalence sur la classe suivante :

Hormpn,e(H,—) =g+ H — H’JH' € ObEnsS, g € Homp,,o(H, H')}

Deux transformations naturelles g1 : H — Hy et go: H — Hysont équivalentes (notons g1 & g3)

si et seulement si pour tout W € C, pour tout z,y € H(W) :

G(W)(@) = (W) & g2(W)(z) = g2(W)().
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Pour une transformation naturelle g : H — H' le premier type de relation d’équivalence fournit en

particulier le foncteur suivant :

Hfng : c —s  Ens

obvC —s  ObEns

w s HW)/ngw)
FIg —  FlEns

(W SW e (HW)gowy —OVgwry)
x/zg(W) —_ H(E)(I)/z.?(wl)

1l est facile de voir que H/x, est un foncteur, c’est-3-dire que I'implication suivante est valable :

gW)(z) = g(W)(y) = (W)H(e)(2)) = s(W)H(e)(v))-

Cles considérations serviront i trouver des relations d’équivalence convenables qui transforment To en

un modéle. Pour p € Ay définissons la classe :

S=5(p) =T0) ¥ { g:Toalp) — H/ H € ObModl$],

pour tout 1€ 1318T(U)wyqwrpy = ToolUT)mawny
Jed

pour tout P € P: W T(VE)wgwr) = Too(VD)fmgvmy}
KeK®

Dans cette classe nous trouvons toutes les transformations naturelles de Teo(p) vers un modele H de S

qui fournissent une relation d’équivalence transformant T en un modele de S. La classe ¥ devient un

ensemble si nous la quotientons par la relation d’équivalence “~”(voir plus haut) :

Q=) = AT, p) ¥2T )/x

(Z(T,p) est une sous-classe de la classe Hompg,o(Tw(p), —))-

Q est un ensemble parce que € o {vrai,faux}¥9, olt Q est Pensemble des triplets (W, z,y) avec W € C,

2,y € Too(p)(W). Maintenant nous pouvons définir “I'ensemble des factorisations” de T par :

{Te(p}/g € Mod[S}| (p,9/~) € E(T)}

avec I'ensemble subordonné Z(T') et I_AI (T, p).
PED

Il y a donc un foncteur (ou plutot une application) :

D: BT —  Mod[S]

(p,9/=) v+ Too(/’)/zg

et de plus un cone projectif dans Ens&< :

d=(depgrny T 2—Too(p) = Toap}ms kog1=re8(T)

Comme il a été suggéré dans la section 2.1, (E(T), D, d) ne fournit pas encore un d.ll. de 7', parce que

la “deuxiéme condition” d’un d.Ll. nest pas encore satisfaite, c’est-i-dire qu'il n’y a pas de possibilité

de combiner les T(p)/x, par des zigzags. A ce stade (2(T), D, d) est seulement un “ensemble de

solutions” (solution set).
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2.2.2 Des zig-zags pour combiner des modéles au-dessus de T'

Afin d’obtenir des zig-zags entre modéles, nous pouvons procéder de la fagon suivante (voir aussi section

2.1). Nous allons considérer les éléments de “Vensemble des factorisations” de T' par paires de deux.

La somme amalgamée de deux modéles ne sera pas nécessairement un modele, mais elle est susceptible

d’engendrer un autre “ensemble de factorisations”. Nous ajouterons tous ces “ensembles de factorisations”

avee {Tao(p)/mg € Mod(S] | (p,9/s) € E(T)} et nous considérerons comme premiéres fléches celles qui

pointent & partir de deux éléments de {Too(p)/g € Mod[S] | (p,9/=) € Z(T)} en passant par leur somme

amalgamée vers un élément de “ensemble des factorisations” de cette somme amalgamée.

 

 

 

 

  
  

 

  

Mod[S]
v ~—)\\

. s(;lmme
|_—¥ amalgamée,

="

-]

<

M b

-

T

EnsS

Aprés avoir joint tous ces ensembles de factorisations dans un “grand” ensemble, nous allons recornmencer

cette procédure de formation de sommes amalgamées etc. Autrement dit nous répéterons ce procédé

de formation de sommes amalgamées & D'infini par induction. Ceci nous conduit au d.l.l.. Mais nous

souhaitons non seulement construire un d..1., mais aussi un d.1.Lr.f. L’idée qui s’impose est d’introduir

parallélement & la formation des sommes amalgamées une construction de coégalisateurs. Cette idée est

résumée dans la figure suivante :

 

Mod[S]

[ 7

\

   
Ens%

Ceci nous conduira au d.1.0r.f. Pour cette raison nous développons un procédé par récurrence qui traite

4 chaque étape :

o la saturation par “sommes amalgamées”

o la saturation par “coégalisateurs”
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o la construction de “la catégorie librement engendrée”2
(pour tout n € IV on construit des n-concaténations surles fleches qui sont dégagées par les sommesamalgamées et les coégalisateurs.)

Pour cela nous allons construire par récurrence

® des graphes M, et R, (n ¢ Ny

e des morphismes de graphes D, : My — ModS] (n € V)
® des cones projectifs dans Ens€  d, = (43 : T— Dn(r))reobm, .

Mais avant d’amorcer la construction, simplifions les notations :Pour tout foncteur H : C — Ens et tout o = (P 9/~) € E(H) (olt E(H) est 'ensemble subordonné dePensemble des factorisations de H) nous posons H[a] def Hoo(p)/ng (si E(H) = 0, alors H][o] nest pasdéfini bien sir).

Les graphes M, et A,

Pour n = 0, Définissons les graphes M, = Mo(T) = My(T, S) et Ry par :
ObRy ¥ =(1y
ObMmo &5
FiR, %y
FiM, def {=7>/re E(T),< 7> est un chemin de longueur 0},le morphisme de graphes Dg par :

Dy : Mo —  Mod[S]
T=(g/x) Tl=Tw(p)/ag
T e (TT

et le cone projectif dy dans EnsC par :

dy : (dg (T~ Dofr) = T[T})TEObMu'

Définissons encore une composition sur FIM; qui consiste & concaténer < 1 > et < o > lorsqueT=a.

Pour n = 1. Choisissons ensuite 71, T2 € ObMy. Nous pouvons construire la somme amalgamée suivantedans

dg)Te
DO(TI)

0d;,

Do{r3) Do(r1) +TDo(Tz)

 

2voir 8. Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, p. 50

|
{§
i
o
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Do)+ Do(7s) n’est pas forcément un modéle de S, mais nous pouvons considérer “I'ensernble des

factorisations” E{(Do(r1)+ Dol72)) De méme nous pouvons construire dans Ens< le coégalisateur :
r

&

Coeq(idpy(rys idpo(r))

des raisons formelles).

Définissons maintenant les graphes Met Ry:
;

om, ¥
or, ¥

CHAPITRE 2. LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L. DES ESQUISSES MIXTES

est bien siir isomorphe & Do(7) (nous mentionnons ce cas quand-méme pour

ObMo + OFRy

Pour définir FIM; posons d’abord :

FI'R1={< T1,T2>-/ si 1.

idpo(r B
Do(r)2LDo(r) — Coea(idpy(ryyidpatr))-

1 Do(r)

 

 

 
avec

Z(Di D
(71,72)EObMoXx ObMo ( O(TIH’T o(r2))

+ I E(Coeq(idpyryido(m))
TEOMo

€ObMg et o€ ObM,y tel que

1 € E(Do(m) + Do) = Z(Dolo) +TD(;(7'1))
T

ou 2. T €O0bMg et 3 € B(Coeq(idpy(r)s ipo(r)))}

Sur FIR, qui ne contient que des flaches de longueur 1, on construit Pensemble des chemins de

longueur < 1. Nous appelons cet ensemble FiM,.

concaténer les chemins.

Aprés cecl nous serons capables de défin

D1 : M1

ObM;
7 & ObMg

{r1,73;7) tel que

71,T2€0bMo et

TGE(DQ(H)+TDQ(72))

(r1,71)

TEObMg el

ra€E(Coeqlidpy(ry) #dDo (1))
FiMy

tel que

{ri — 72}

{1y — 72)

JE—

—

ey

1l existe dans FIM1 une maniére évidente de

ir le morphisme de graphe D:

ModfS]
QbMod[S}

Do(r)

(Do(m) +TD<>(TZ))[T}

Coeq(idpy(r,) idDo(n))[Tz]

Finfod]S)
(D1{m) Di{r2))

|
i i

Do(r) = Do{rs) +TDO(‘7} - (Dolm) +TDO(<’))[723

ol o € ObMtel que 7 € E(Dol(n) +TD0(‘7))

( (Dxffi) -t Dl(i(z))

i
Do{my = Coeq(id, id) — Caeq(idpc(n),idpq(n>){7’g]

oun € ObMpet m € E{Coeq(idpnm),idgo(fi)))
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Nous avons aussi un céne projectif dans Ens< :

(@ =d: T — Do(7)) reonp,
Gt T — DO(H)+TD0(72)**(DO(Tl)JrTDo(Tz))[TD

TL,T2EQEM,dy

TEE(Do(71)+TDo(rz))
dlo T — Coeq(id,id) — Coeq(idpn(n),iduo(n))[rfl) €ObM,

T EE(C"EV(‘WDD(“),5dno(r,)))

Hypothése et pas d’induction

Supposons que Ry, ... TRMo, ..., My; Dg,...,Dyp et dy, ... ,dy sont définis.De fagon similaire 4 la définition de Ry, My, Dy et dy nous pouvons poser :

ObMayi % ObM, + OBR,y; avec
aef =ObRntr = (7,,1-2)5051114,.xObM,.“(D"(Tl)+TD"(T2))

+ I E(Coeq(f1, f2))
(1,12)EFIM, X FIM,,

tels que f1 et f, parallRles

Pour définir FIMy1y posons d’abord -

FlRpyy = ,-E{OH n}FIR,- +
(RTims/ sil neoM, o o € ObM,, tel que

72 € E(Dn(n) +_Da(0)) = E(Da(0) +_Da(m))
ou 2. 7 € ObM,, et 3fi, f2 € FIM, tels que fi et fy paralidles et

72 € E(Coeq(Du(f1), Du(f2))) ou 1 € E(Coeq(Dn(f2), Du(f1)))}

Sur FiR,.1 qui ne contient que des fléches de longueur 1, on construit Pensemble des chemins delongueur < n + 1. Nous appelons cet ensemble FiMup1. 11 existe dans FIM,41 une maniére évi-dente de concaténer les chemins. Ajoutons de plus & FIM,,11, chaque fois ot le cas se présente, I'égalité<TLTy R ofi =T,y - of,.
Aprés ceci nous serons capables de définir le morphisme de graphe Dy, :

  

:
g,;
£
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Dyt s Mugr — ModlS]
ObMppr — ObMod{S]

reObM, r— Da(n)
{r1,72:7 ) tel que

3,72E0BMet r—  (Dn(n) + Da(m2))7]
TeE(Dn{r1)+ Dnl(r2}) T

T
{r1,72) tel que

TECIMyp et
1,12 € FlMa tel que s Coeq(Du{f1), Da(f2))lre]

tel que f1, f2 pavalldles et

€2(Coeg{Dalf1 ), Dnlf2)))
FiMpy: — FI1Mod(S]

(Drya(r1) — Dnyr(72))

(er) I l
Du(r)  —=Da(ri)t Dulo)= (Dn("'z)+TDn(")){"2]

ot o € ObM,, tel que T2 € E(Da(m1) +TDn(sr))

( (Dnia(m1) — Dra(r2))

fl It

Do(r1)  —Coea(Dulf).Dalfa)) Coeg(Dn(f1), Dn(f2))ir}

ol 7 € ObMy, f1 et fo € FIM, paralléles et

3 € E(Coeq(Dalf1), Dalf2)))

Nous avons aussi un cbne projectif dans Ens€

(r —— 7))

(@tt=dt: T — Da(m)reorm.

(eih.r T — Dn<fi>+TDn<f:>fi(Dn(n)+TDn(Tz)){T}) 2 raEObMa
TEHDa(r)Dalra))

dnss:

|

(A3 T s Coeg(Da(i)Dalia))=Coeg(Dal1), DalFD72},couma,
f1.f2 € FiMy

tel que J1, fa paralitles et
T2€E(Coeg(Dn (S hD{230}

Ceci met fin & la construction par induction. Maintenant est venu le moment de définir le diagramme

localement libre de 7.

Soit Moo le graphe qui réunit les My (pour n € IN) :

def
ObMy, = JneNObM, nous avons ObM, C ObMauy

def
FiMo = UnewFiM, nous avons FIM,, C FiMap

T est parfaitement clair que Mo, est une catégorie. La prochaine étape consistera & définir le morphisme

de graphe :

De: Mo — Mod[S)

ObMo — ObMod|S]

(r,n) € ObMs  +— Dy (7)

FiMe — FIMod[S]

(rp — 72,1) € FiMo (Dn(r1) = Du(r2))

1l est facile de voir que Do, est bien un foncteur.

De méme nous pouvons définir un céne projectif dans Ens<

oo (4% < T = Do)(rnje0bMoo
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Soit maintenant :

o A= A(T,S) la catégorie M,

e D= D(T,5) : A— Mod[S] le foncteur Doy : Moy ——r Mod[S]

o soit d = d(T,5) ¥ a,,

Ceci met fin 4 la construction du diagramme localement libre. Tl reste & prouver que (4, D, d) est en effet
un diagramme localement libre.

2.3 LA CONSTRUCTION DE 2.2 EST BIEN UN D.L.L.

Nousallons intégralementreprendre les notions de la section 2.2. La section 2.3 est entiérement consacrée
4 la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 2.3 : (4,D,d) est un d.01. du foncteur T : C— Ens.

Démonstration : Nous devons montrer les deux conditions d’un d.1.l. :

Pour toute fléche (T' LN M) € Homy,,,o(T, M)
1) 34 € A,3(Da 7% M) € Homppogey(Da, M) - h=my 0d,

EnsS

/D\ da

 

Mod[8]

 

     

tel que le diagramme suivant est commutatif :
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Da, Dips   
Da, Dy,

Ma,

M

2.3.1 L’existence d’une factorisation (premiére condition)

A ce propos nous allons montrer quwil existe (p,9/x) € 2Ty = ObMy < ObA et

hoo * Too(p) — M € FlEnsS (respectivement Boo : Tool{p)/mg — M € FIMod[S)) tels que le dia-

gramme suivant commute :

 

Ens<

Mod[S]

Too(p)]=g

o d?:ug/::)

Mo T
     

Afin de trouver un tel (p, g/~), nous construisons par réeurrence des foncteurs Ty, et des transformations

naturelles hy, : Ty, — M.

Début de la récurrence

Définissons To & T et b & h. Le but ici est de définir

(Ao, 0, %0) = (O1ex, (@Dren, (¥)rer)€ Do

Erreur 1 Nous donnons ici la définition de Ao qui “mesure” Perreur 1.

Soit T € I. Nous rappelons que T4 = To(UT)\ [ UlTo((xg)(To(U}))].
€S

Pour J € 1 définissons M(J) & {z € Td /325 € MUJ) : M(ah)@s) = ho(UT)()}
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Nous tirons alors bénéfice du fait que M est modéle : Nous envoyons les points non atteints de
T(UT) via ho(U7) dans M{U') et dans M(U') image de ces points est répartie dans la base
(MUe, puisque M est un modéle. Par conséquent nous pouvons définir une application

A ong! s p(Th
J — M)

qui vérifie U’/\g(J) =T{. Donc M € A(JT,T}). Dot Ag = (M)rer est une famille bien définie.Jed!

Erreur 2 Pour Perreur 2 nous allons donner la définition de do. Pour I € I et J € J considérons dans
FlJ lezigzag J' L1 J 2, v ¢ F1J'. Posons

defG = Aer,zm) € TUL) x To(U))/
ho(UTY(To(ad ) (2s0)) = ho(UN)(To(ahnYz),
Vi € To(UD) : To(vMzs) # 250 et To(8)(zs) # zgm,
Jus € M(UF) : M(r)(ws) = ho(US.)(22) et M(8)(y) = ho(ULa)(z5u)}

Comme nous allons voir plus tard, 93’6 fournira les zig-zags manquants.
Nous posons ensuite : 95(J) def I_;fig"s(J).

¥
Clest-a-dire que nous avons 95(J) C ©}(J) et Papplication :

S5 o)t — p@f)
J — U5(J) est bien définie .

Pour cela ¢ est un élément dans O(J,Ty) et en posant 9 = (9%)1er la définition de 9y est
achevée.

Erreur 3 Quant 4 la définition de la famille ¢ = (¥8)pep nous allons définir pour tout céne projectif
distingué P dans IP :

W = {rnexr €I100(B@)xenr e M7 = B2 MgyK KeK'

On a bien v € W(KT, Th) = P(Kg(PTO(V,f)) .
Dot la définition ¥y = (Y€)pep.

Le triplet (Ao, Yo, v%0) = (M)rer, (8rex, (1/J(’;)pe;p) définit un foncteur T4 = T1(Xo, 30, ¥0)
(voir section 2.2).
Définissons maintenant la transformation naturelle hy :
Pour I € I, J € J' et = € M(J) il existe y; € M(UJ) tel que M(ad)(ys) = ho(U7)(z) (daprés la
définition de A}(J)). Nous pouvons donc choisir une fonction

@ W — Ml
z —— Yy

(i1'y a éventuellement plusieurs fonctions).
Egalement pour (270, 270) € §7°(J) il existe ys € MUY
tel que M(v)(ys) = ho(UL Y(zsr) et M(6)(ys) = ho(U]:)(z5+). Pour cela, choisissons une fonction

moo: e — M)
(e, 20) —= y;
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(De nouveau il y a plusieurs fonctions).

Ce choix fournit une fonction

#h) = Ly(1) : 94(0) — M)

Ensuite nous avons Papplication canonique (P € P) :

vlW — M)
(ex)rexr — (ho(VE)ekDKex®

Maintenant nous disposons de tous les éléments pour définir hy :

hy: Th — M

ObC -— FlEns
11 I I

W o [(TQ(W)+IIEJH JeiIHomQ(UJ,W) x ()

I 1 I
Ay Jel’HomQ(UJ'W) x 95(J)

+ P]éIPHomQ(VP,W) x yf) — M(W)]

hi(W)est défini par morceaux :
hl(W)/TP_(.v.v.))zbo(W)

To(W) M(W)
Homc(UL W) x () — M(W)

(s = Wiz — MECHD=)
Homg(U], W) x 94(J) — M(W)
=S wilzp,zgm) — GCIEID))

Homg(VZ, W) x 4§ — MW)

(VP =Wie) — M(e)wE(@)

Il est facile de voir que h; est une transformation naturelle.

Hypothése et pas de récurrence

Nous supposons que le foncteur T;, et la transformation naturelle b, : Ty — M sont déja définis.

Le but est de définir (An, ¥, ¥n) = ((M)rer, (9 ren, (¥pewr) € An.

Frreur 1 Nous donnons ici la définition de A, qui concerne Verreur 1.

Soit I € II. Nous rappelons que

T =T\LYTl))

Pour J € J! définissons AL(J) def {e¢ € Ti/3; € M(UL) « M(ah)(zs) = ha{U7){(2)}. Nous

profitons de nouveau du fait que M est un modéle de la fagon suivante :

Nous envoyons les points non atteints de T(U7 via h,{U?) dans M(U?) et dans M(U') Vimage

de ces points est répartie dans la base (MUseg1, puisque Mest un modele. Par conséquent

nous pouvons définir une application

ALn 0bJ!  — P(ThH
J s MAD)
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qui vérifie Ulz\f,(J) =T!. Done M € A(_J_’,T,f). D’olt A = (AL)ex est une famille bien définie.Jed

Erreur 2 Pour Perreur 2 nous allons donner la définition de ¥,,. Pour I € F et J € J! considérons de
nouveau dans FIJ! le sigzag J' < J Larre FIJ'. Posons

%) Y (e, man) € TuUL) x ToUL/
b(U)T(0)(231)) = ha(UT)(Ta (0])(30)),
Va5 € To(Ud) : Tu(y)zs) £ 210 et To(8)(zs) # zn,
Jus € M(UJ) : M(1)(ys) = ha(US)(27) et M(8)(ys) = ha(ULn)(zs0)}

Comme nous allons voir plus tard, 6% fournira les zig-zags manquants.
Nous posons ensuite : 9% (J) et L%Hz"’(J)

7
Clest-a-dire que nous avons 9% (J) C ©1(J) et Papplication

ol ob- pol)
J — 94(J) est bien définie .

Pour cela 95 est un élément dans e! s Tn) et en posant ¥, = (¥)rcx la définition de Yy, est
achevée.

Erreur 3 Quant i la définition de la famille ¢, = (¥F)pep nousallons définir pour tout cone projectif
distingué P dans P :

o Elaexr €LT/(n(VEekexr € MYT) =0 Mgy€K’ Kek®

. P oOn a bien v¥ € ¥(KF,T,) = P(KQKPT,,(V,?)) .

Dol la définition ¢, = (Y5)pep.
Le triplet (s, 9, ¥n) = (AL)rex, (%)e, (¥)pep) définit un foncteur
Tatt = Tng1(An, On, ¥n) (voir section 2.2).

Définissons maintenant 4 :

Pour I € I, J € I' et z € AL(J) il existe y; € M(UY) tel que M(al)(ys) = ha(U')(x) (d’apres la
définition de M (J)).
Nous pouvons donc choisir une fonction

G A— MUl
x b Yy

(il y a éventuellement plusieurs fonctions).
Egalement pour (zy,zv) € 67°(J) il existe yy € MUH

tel que M(7)(y7) = ha(UL )(zs1) et M(8)(yy) = ha(UJu)(zgu). Pour cela choisissons une fonction

myogy eyt - M{UJ)
(zg,zyn) +— yy

(De nouveau il y a plusieurs fonctions). Ce choix fournit une fonction :

() = guz'”u) SIL(T) — M(UJ).
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Ensuite nous avons application canonique (P € IP) :

e
A
R

A
K
T

P yf — MV

@Ex)xexr — (Ba(VE)NEx)rerr

Maintenant nous disposons de tous les éléments pour définir hng 0

hogr1: Togn — M
OobC -— FlEns

I i

woo— (@) +L Jg,flomg(U,,W)an(J)
1 I

1L Lome(uy, w) x N()
+ PIéIPHOYnQ(VP,W) x ¢F) e M(W)]

hpy1(W)est défini par morceaux :

hn+x(W)/w)=hn(W) M(W)
Ta(W)
Homg(US, W) x M.(J) — M(W)

(U3 = W;x) b M)A
Homg(UL, W) x 95(J) o M(W)

Wi S Wiz, z5m) — M(eY(pL(2, 20))
Homg(VPW) x ¢F — M(W)

(VP S W) — M(e)(vd (=)

1l est facile de voir que hn41 est une transformation naturelle.

Cleci achéve la construction par récurrence de la famille

(A, By Ydmenn = (AR)rex, (3)rer, (WE)Per)nen-

Cette famille nous fournira un (p,¢/~) € E(T) et de la une factorisation du morphisme T' 2o

Définissons donc (p, 9/~) € E(T) = ObMo -

p: IN —— I a.
&y 1 P

n o+ ((Mrer. (F)rer, (¥5)pep)

1l est manifeste que p € Ag & cause de (M)ier, (Oien, (W)pepInety € Boo- L’application p nous

fournit immédiatement le foncteur Too(p). Posons ensuite :

hoo = [ — M.oo nLIJN s ToolP) M

Pour g = ho NOUS aVONS

9/~ € HomEnsE_(Too (p), M)/~

1l s’ensuit la factorisation :

Toolp)ng

N
Moooo T
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Vérification de la propriété de modéle

11 nous reste & montrer que Too{p)/g st un modéle.
Nous devons montrer que pour tout J € ¥

 

R o(Nmotwrty = Teo)TgtyJeJ’
  
 

a) Démontrons d’abord que

Too(p)/mg(UT) = J‘EJJ,[Too (P}w5(@SYT(p)/ma(UF))).

Soit

2 € Too(p)/nyg(UT) = "IE—INTn(UI)/zy(U’)‘

Clest-a-dire In € IV et Iz, € T(UT) 2 = Zn/ngur)

Premier cas : z, € UITn(a§)(Tn(U}))‘Ter
Doncily a J € J! tel que z, € Ta(af{Tu(UD)et ainsi z, € Too (oYa5)Too(XUL)),
Nous pouvons en déduire que

= 2n/mgr) € Jg,[Too(P)/wg()(Teo (0g(UD))]

 

Deuxitme cas : z, € 7{.
Dela définition de Til s’ensuit qu’il existe J € J7 tel que 2, € AL{J). D'on

 

I

(U25 U7, 24) € Homg(UL, U7 x A,

iA cause de Homg(U], UTy x AL(J) € Tnt1(U?) nous avons (U 2% Uzn) € T(UF) .
D’un autre c6té nous avons les égalités suivantes :

. . I

Tawa(@)(U] 25 Uf20) = (UF L0l 274,
I

= (Uf -G—J>U[,:r,,).

I

Done (Uj <4 Uhyzn) € UToo(p)(@h)(Tua (VD).7 "
Il sensuit que hoo (UM() = heo (UTYUS 22, Ul z,) & cause de

hoolUTYUL 25 0T2) = M(a)(/))
oo Zn).i

Az
Pour cela nous avons également g(U//)(z,) = dUIUL 2yt Zn).
Dol &= 21/mywry € U,2w(0)/ms(@)Ton (0)(Us)

R
  



 

s 
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b) Démontrons maintenant que

B0,7(5)/g(U) = Too(0)eU
Jed

Soit t/zg(U’) € Tw(p)/zg(UI)‘

Supposons qu’il y ait J,J' € JT et 25 € Too(P)UD), T30 € Teolp)UJ:) tels que

Too(YW@2)[moqury = Hmgtory = Too(p)@f)@}mowny

1l sen suit que heo(UT)(Tan(p)(@h)(#0)) = hoa (U}Ton (p)(h:)(27)) et

M{a5)heo(UT)(1)) hoo (U)(Too(p)(1))
hoo (U)(Too(p)eM207)
M{ah)(koo (US)w1),

parce que hq, est une transformation naturelle. Comme M est un modéle,il existe un zig-zag entre

J et J' qui combine hoo(US)(2s) et heo(UL)(z) dans M. Sans nuire & la généralité nous allons

examiner seulement les deux cas suivants :

o

Premier cas : Si J - J" L 7' est un zig-zag dans J'

qui combine hoo(UF)(27) et hoo(U,)(21/) dans M, alors nous avons :

M7hoo(UN(=r)= M6}hoo(UL)(@) - Dol les égalités

hoo (UI(T(P}(M=) M)(hoo(U))(1))
M(8)(hoo{U3)(1))
hoo(UWToo (p)(0)(1))i

Comme g = h, DOUS avons :

To()g(N@3mgitty) = Too()o823/gt))-

H existe donc pour le premier cas un zig-zag entre J et J' qui combine flfj/zg(U;) et x;»/zg(uw

dans Too /ng-

Deuxidme cas : Soit J «— J” A7 zig-zag dans J! qui combine ko UD)(zy) et
euxieme

cas:

g J

hoo (U3(@4} dans M.

Puisque Pon considére z; et zy. modulo & g, et vue la construction de g = hoo & partir de &,

on peut supposer quil existe n € IV tel que 2 € T(Ul et 2y € T.(UL).

Nous devons envisager deux possibilités

() 3zgm € Ta(Ud) tel que Ta(y)(zgn) = o5 et To(8)(xyr) = zyr.

Le zig-zag J oy 2 J7 combine done fl’)]/zg(Ug) et :r:J:/:,g(Ug) 3 Vintérieur de Too(p)

& cause de

Teo{p)mg{THE1[gurs,)) = 3gt

et

Tool0)/g (BN2gt y) = 50gyLu

(i) Vego € Tn(UL) : Tu(n)(an) # 25 08 Tu(8)(zan) # 2.

Conformément & I'hypothése du deuxiéme cas il existe yyv € M{UL.) tel que

M(v){ym) = heo(UD(zs) et M{EXys) = o(U1 Xz3), dest-a-dire que
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(25,270) € O3(J") C O1(J"); Dob (U~ Ufusi (21,21)) € Tao(p)(Uk).Conformément 4 la définition de #1(J") et de uk(J) il s’en suit que :

heoUDUSa > Ui (zr,20)) = M3(I")(z1,21))
= heo(Uf)(24)

Nous avons également

MO(TY21, 230))hoolULULy 2 UL (25, 25))
hoo(UF: Y(za)-i

h
u

Nous avons ainsi montré que

iqUHWE —:» Udi(zs,250)) 9(Ui)(zs) et
NS — Ufi(@szr)) = gUh)zr).

Cecisignifie qu’il existe z;= (U1, 4, Uldus (z5,217)) € Tos (p)(UL) tel que

Tm(fl)/zg(7)(:]"/§y((]§")) = zr/swyy et
Too(fl)/zg(5)(-?1“/;,,(05,,)) = 2fng,)-

1l s’en suit que le zig-zag J «2- J” L5 J7 combine z5/mguiy et “’-”/W(U})‘ Pour cette
raison nous avons finalement montré que

I T(0)g(UF) = Teo(p)e(U).
Jeg!

Nous devons également montrer que pour tout céne projectif distingué P € IP :

 

  
L)VEo)= TlO)VF)gy)
KeK'
 

Pourfaciliter les notations nous remplagons g par ho, c’est-a-dire nous montrons que :

%P{Tm(fl)(vi)/zhw(v;fl = Tool)(VF)shoavry-

Pour cette raison nous allons montrer que P’application suivante est une bijection :

. Iif: HQNTH(VP)/zhw(V”) — i?g” [flwan(Vf)/zhm(v,f)]

Tnfmha(v?y = (TalBRN@n)mhovi)Kek

La condition de départ & savoir la finitude des bases de cones projectifs intervient & cet endroit pour
prouver que f est surjective. Il faut donc vérifier les propriétés suivantes :

a) f est bien définie
Nous allons vérifier deux points :

 



  
AR 
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e pour &, € T,(VF) nous allons montrer que

(Tn(flf};)(xn)/zhm(v,f))lfe_lg" € %P[nQNTn(Vf)/zhw(vg)L
K€

Considérons pour cela K, K’ et u: K — K' ¢ K¥. Nous avons:

Ta(u)(Tal{BE )(@n)) = Ta(Bk)(zn) parce que le diagramme suivant est cornmutatif :
VP

BE P

th

vE - Ve

 

D’olr

(TalBEYN@n)sbou(vie))ek€ f’—"— [nngn(Vx}c’)/zhm(V,g)]
ex®

e Comme point suivant nous montrons que pour z, € T(VF) vérifiant

Zn/sahoa(VF) = Tnlmhoo(vF), DOUS aVONS Tu(BEN&)mnavey = Tn(BR)@)shon(vey POUT

tout K € K. Choisissons pour cela 25,2, € Tu(VFP) avec hoo(VEN@n) = hoo(VE)(ay). T

s’en suit que

Boo(VENT(BE)(2n)) M(BE Yheo(VP)(2n))
M(BE)(hoolVP)(22))
heo(VEXTn(BEN=h))

et finalement Tn(BRNZn)who(ve) = Ta(BRY@) sbovEy

b) f est mono

Supposons que (Tfl(fllg)(zfl)/zhm(V;))Kefip = (Tm(flfi)(ym)/zhw(vlf})xegp‘

Sans nuire & la généralité nous admettons que n = m.

Pour tout K € KF nous avons heo(VENTu{BR)(&a)) = broo(VEWT(BR)(1a))-

1l s’en suit que

M(fl}?)(hm(v}))(l‘n)) hoc(Vlf)(Tn(flflz)(xn))
heo (VE)(T (8K )()
M(BE)(hoo(V)(wn))-

i
t
o
n
n

o

Comme .ll“.’_PM(VIf) = M(VF), il est vrai que

heo(VE)(zn) = (MBE YAolVF)wexr = (M(BE)oo(V)(n)kex”
= Aoo(VF)(yn)

Nous pouvons en déduire directement que Trb(VP = Yn/mho(VF) » donc que f est mono.

¢) f est épi
Soit

it P

(Bax/mho(vEYKEEP € ;én—fip{nngn(Vx)/zhmw;)}

vérifiant zp, € Ty< (VE). Et c’est ici gue nous utilisons maintenant le fait que les bases projectives

de Vesquisse S sont finies. Comme KT est donc supposé fini nous pouvons poser

n = max {nk/Keg(_P}~ Sans nuire & la généralité nous admettons que Zng € T(VE). Pour
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tous K,K' € K¥ et tout u: K — K’ € FIK® nous avons :
ha(VENTn(u)(2ny)) = ho(VEY@n,.) et ainsi

M(u)(halVE)2a)) ha(VENTn(u)(%n)
b(VE N&00)-i

h
n

Pour cela

(Vi@niDxcercr € :«;—";},M(sz) = M)
Conformément & la définition de %¥ nous avons (Zax)keKP € %P, La définition de Th41 fournit

2= (VP 5 VP, (@ag)kerr) € Toma(VP)
qui vérifie

(Tfi-}»l(/@l};)(z)/zkw(V,f))Kel(_"I1@/shoivey)

(e = sz;(xnx)Kegp)/zhm(v,g’))KegP
Et nous avons -

heo(VENVE 25V(2ceier) =
MEBE)hn(VEN@i Ikex)
ha(VE)(#nx) oo(VE)(Znx)

Nous en déduisons que f(-'”/hm(vp)) = (znk/zhw(vfi))KEKpA Donc f est bien épi et pour cela une
bijection. -

I

Ceci achéve la preuve de l'existence d’un modéle factorisant (Premiére condition).

2.3.2 Les zig-zags entre les factorisations (deuxiéme condition)

Dans cette sous-section nous allons vérifier la deuxiéme condition du d.l.1.
Soient 4,4’ € ObA; my € Hompgous1(Da, M) et my € Hompgoas)(Dar, M) tels que (A,my) et
(A, m4) satisfassent la premiére condition :

DA DAI

M T M T
h h

Alors il existe n,n’ € IV avec A € ObM,, et A’ € ObM,,:. Nous avons par exemple n/ < n. Comme
ObMy: C ObM,, nous pouvons former la “somme amalgamée” suivante :

 

d,T*—*—-A————_—-—DA

das

Dy Da+ Dy
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La propriété universelle de la somme amalgamée fournit un morphisme  unique

m : Dg +TDAr ——» M, qui est induit par le couple (ma,mar)- Comme il existe un morphisme de

Dy +TDA: vers un modele, alors (D4 +TD,;f) # 0. Choisissons B € E(Da + Dy)
T

(S ObMpq1 € ObA) tel qu’il existe mp : Dp —> M rendant commutatif le diagramme suivant :

Dg7
.R

—

[
T

D’aprés la définition de FlMyyy nous disposons de fleches

Al — B — A.

II est clair que pour ce zigzag la deuxiéme condition du diagramme localement libre

est satisfaite. Ceci achéve la démonstration du diagramme localement libre :

(A, D,d) est un diagramme localement libre du foncteur T : € — Ens, mais (4, D, d) est loin d’étre

Panique.

2.4 LE D.L.L. EST RELATIVEMENT FILTRANT

Proposition 2.4 : (4,D, d) n’est pas seulement un diagramme localement libre du foncteur

T : C— Ens, mais il est aussi relativement filtrant.

Preuve : Nous rappelons les deux conditions suivantes de la propriété “relativement filtrant”:

e Pour tout moddle M € ModiS] et tout morphisme (T kb, My e FlEnsS, pour

AA € ObA, my € HomMod[g](DA,M) et my € HomMod[51(DA:,M) tels que les dia-

gramimes suivants commutent :
Da Dy

—T M*"“—‘“—‘T“—‘—"”‘ T

h

il existe B € ObA et mp € HomMod(s](DB,M) et A — B «— A dans FIA tels que dans

Mod{S] il existe un diagramme commutatif
 

Mod(S}

    

  

T
N
R
N

R
N
T
S
R
S



RBPSS
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Cette premidre condition est facile & vérifier. Soient M, k; A, A’; m4, my comme introduits

précédemment. Il existe alors n,n’ € IV tels que A € ObM,, et A' € ObM,:. Nous avons

par exemple n' < n. Comme ObMy: C ObM,,, nous pouvons former la “somme amalgamée”
suivante :

dy

 

Da

dyr

 

Das Dy+ Da
T

A cause de la propriété universelle de la somme amalgamée nous obtenons un morphisme

unique m : Dg + Dygo — M, qui est induit de (m4,ms). Ensuite nous pouvons choisir
T

B € E(Ds+ Dar)(C ObMyy1 C ObA) tel qu'il existe mp : Dp — M rendant commutatif
T

le diagramme suivant :

Dp

M‘"“‘—‘““;“'—m— T

Nous avons donc trouvé B € Ob4, mp € Hompoais1(Dp, M) et A — B «— A’ dans FIA
qui satisfont la condition demandée.

o Pour tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme (T" A, M) € FlEns<, pour A, A4’ € ObA
et tout couple de fiéches u 1 4 — A et v 1 A — A', pour my € Homppoqs)(Da, M) et
pour mur € Hompgoqgrsy(Dar, M) tels que le diagrarmme suivant commute :

 

Mod[5]

 

—    
 

EnsS

ilexiste B € ObA et mp € Homproqs{Dp, M) et w: A’ — B dans FlA tels quewou=wov
et tels que le diagramme suivant commute dans Ens€. :
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Mod[S)

 

Py
e T     

Ens<

Soient done M € Mod{S), h : T — M € FlEnsC., soient A, A" € ObA et u,v € FIA un

couple de fleches paralltles et my € Hompgoas)(Da, M), mar € Hompgoas)(Dar, M) comme

précédemment. 1l existe alors n,n' € IN tels que u € FIM, et v € FiM,:. Supposons que

n' < n. Comme FIM, C FiMy:, nous pouvons former le “coégalisateur” suivant :

D
D(A) %:: D(A") — Coeq{Dy, D).

A cause de la propriété universelle du “coégalisateur” nous pouvons obtenir un morphisme

unique m : Coeg(Dy, Dy) — M qui est induit par my. Pour cela E(Coeq(Dy, D)) # @

et nous pouvons choisit B € E(Coeq(Dy, D)) (donc B € Mayy1). D'aprés la construction

de FlMyp: il existe de plus w : A’ — B dans FlMp4 avec wou = wov et tels que le

diagramime suivant commute dans Ens< :

 

ModiS}

T

 

 fe  
Ens<

Ceci montre donc que (4, D,d) est un diagramme localement libre relativement filtrant. L'on se

convaine facilement quun diagramme localement libre relativement filtrant n’est pas unique. Au

chapitre 3 nous verrons que la notion du diagramme localement libre relativement filtrant fournit

sur le plan géométrique une construction unique & équivalence d’homotopie prés, d’ot Uintérét du

raffinement “relativement filtrant”.

eRARSI,
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Chapitre 3

LA GEOMETRIE DES
ESQUISSES

Ce chapitre a été P"objet d’un exposé au 53*™¢ Peripatetic Seminar on Sheaves and Logic!. Le but de ceparagraphe est de rappeler les constructions de la réalisation géométrique de Milnor et de la cohomologied’André et d’appliquer ces constructions aux esquisses.

3.1 LA REALISATION GEOMETRIQUE DE MILNOR
La catégorie simpliciale A est définie comme suit -

ObA
FiA

{ln] [ [n] = {0,...,n} est un ordinal fini}
{2 fm] —[n] | Vi,j € [m] i < 5= £G) < 7).

i
t

Pour toute catégorie D, non nécessairement petite, son nerf ( noté ND ) est le foncteur suivant :

ND: A°P —+  FEns

[n] — Dl = Fonct([n], D)
) L)) — (Ponet(n], D) —s Fonct([m], D))

G s Gof

ol Pensemble ordonné [n] est considéré comme catégorie.
Le n-simplexe standard (n € IN) est la partie suivante de R™*! -

A ={(to, ..., ta) E Ro< t; <Lyt=1)
i=0

Nous munissons ND([n]) de la topologie discréte et Ap de la topologie induite par JR"*? et définissonsdone pour toute catégorie D non nécessairement petite sa réalisation géométrique BD de la fagon suivante

BD = "gv(zw([n]) X Ap)/-
 

1537me pSQL. Trieste(Italie}, 11-12 septembre 1993
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olt “a” est la relation d’équivalence engendré par les deux relations suivantes :

< (frreosfimts fee1 0 Fis figzo oo fads (toy o atam)>
< (fl,...,fn),(to,.“,t,'_l,(),tg,...,t,._l) >

< (fl:“-vfiaidCudf,»fi-j»ly-~»yfn)>(t01~~wtn+l) > ~

<AfiyeoorSn), (toy -ty dtipr tisa, - tngr) >

BD est un CW-complexe dont les n-cellules correspondent exactement aux n-simplexes non-dégénérés

de ND (ol (f1, .- ., fn) € ND(In]) est appelé n-simplexe non-dégénéré de N'D si aucun f; n’est Videntité).

Pour pouvoir appliquer cette notion avec bénéfice aux esquisses, nous devons parler ici du théoréme Ade

Quillen qui servira comme moyen d’élaborer une certaine équivalence d’homotopie.

3.2 LE THEOREME A DE QUILLEN

Si D et D' sont deux catégories non nécessairement petites et f : D — D’ un foncteur, f induit

canoniquement une application cellulaire Bf : BD — BD'.

Le foncteur f : D —— D’ est appelé équivalence d’homotopie st Bf : BD — BD’ est une équivalence

d’homotopie.

La catégorie D est dite contractile si BD est contractile. On a les résultats suivants :

Lemme 3.2.1 : BD et BD(la catégorie duale) sont homéomorphes.

Lemme 3.2.2 : Si f : D — D' admet un adjoint & gauche ou a droite alors f est une équivalence

d’homotopie.

Lemme 3.2.3 : si D admet un objet initial ou terminal, alors D est contractile.

Lemme 3.2.4 : toute catégorie filtrante est contractile.

Maintenant nous allons énoncer une version duale du théoréme A tel qu’il se trouve dans Varticle®.

Théoreme A : Pour le foncteur f: D — D' et Y € ObD' considérons la comma catégorie f [ Y :

Ob(FLY)={(X,fX -+ ¥)/X € ObD,v € FID'}

FUFIY)={u:(X,fX YY) (X,X2 V)u: X — X, 7o fu=u}

Si, pour tout Y € ObD’, f | Y est contractile, alors f est une équivalence d’homotopie.

3.3 REALISATION GEOMETRIQUE ET ESQUISSES

Dans cette section nous allons appliquer le théoréme A de Quillen aux esquisses®. Soit T': C —— Ens

un foncteur de la catégorie sous-jacente de Uesquisse 5 vers Jes ensemnbles. Nous nous intéressons dans la

suite non seulement 3 Mod[S], aux réalisations ensemblistes de Desquisse S, mais aussi aux réalisations

ensemblistes de S relatives au foncteur T, c’est-a-dire & la comma-catégorie T | Mod[S] ot :

OB(T | Mod]S)) = {(T =+ M, M)/M € ObMod[S], h € Homg(T, M)}

FIT | Mod[8]) = {m : (b, M) — (R, M)/m : (M — M} € FIMod[S),moh = R}

Gi T est le foncteur vide, alors T | Mod[S] et ModiS] sont isomorphes. En général T | Mod[S] est une

 

2voir D. Quillen, Algebraic K-Theory L,S.L.N. num. 341, p.85

3yoir B, Guitart, On the Geometry of Computations, Cahiers de Topologie et Geométrie Différentielle Catégorique,

Vol. XXVII-4 (1986)
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“grosse” catégorie et donc B(T | M0d[S]) est en général un “gros” C'W-complexe. Mais nous pouvonsconstruire une petite catégorie dont la réalisation géométrique est en équivalence d’homotopie avec le“gros” CW-complexe B(T' | Mod[S]). En effet considérons le diagramme localement libre relativementfiltrant de T' construit au chapitre 2 :

® avec la petite catégorie A = A(T, S)

e avec le diagramme de foncteurs D = (T, S) : AT, §) — ModlS]

* avec le cone projectif d = d(T,S) = (d(A) : T —s D(A))aea.

Nous pouvons ainsi définir le foncteur

 

E: 4 ~ T | ModS)
A — (d(A) : T — D(A))

T

e 4e
D(A) gy DIB)

Nous voudrions appliquer le théoréme A de Quillen pour montrer que E est une équivalence d’homotopie.Pour cela considérons b : 7" — M € OY(T" | Mod[S]) et construisons la comma-catégorie £ | h :
ObELlh={ T [ A€ObA,m(A)eFIT | Mods]}

/\
D(A)—— M

PIELh={ T |/ A-*+BeFIAm(A),m(B)e FIT | Mod[s]}
d(4) All d(B)

%’k
D(A)

 

D(B)
D(w)

Par la définition de la notion du diagramme localement libre relativement filtrant il s’en suit que E | Aest filtrant et donc parle lemme 3.2.4 que E | h est contractile.
En appliquant le théoréme 4 de Quillen nous obtenons une équivalence d’homotopie :

E:A(T,S) — T | Mod]S]

Ceci signifie que le “gros” CW-complexe B(T | Mod[S]) a le méme type &’homotopie que le “petit”CW-complexe BA.
De plus il s’ensuit en particulier que si A et A’ sont les deux catégories sous-jacentes de deux diagrammeslocalernent libres relativement filtrants de T, alors BA et BA' ont le méme type d’homotopie. Ainsinotons le “petit” type d’homotopie de BA par 9(7, S}, puisqu’il ne dépend que de T et de S. Si T estle foncteur vide, nous parlons briévement du type d’homotopie de Pesquisse S et notons 95 = ¢(8,5).Donc ¢S5 est en équivalence d’homotopie avec Mod[9] .
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3.4 LES FONCTEURS =, (n € IV)

Nous présentonsici une synthése des travaux d’Evrard 4 ¢t renvoyons également & des notes de Guitart 5.

Cat (resp. Cat”) désigne la catégorie dont les objets sontles petites catégories (resp. les petites catégories

pointées) et dont les morphismes sont les foncteurs covariants (resp. les foncteurs covariants conservant

les points). Pour une catégorie I € Cat, A(J), la catégorie des chemins de I, a comme objets les zig-zags

et comme fleche les morphismes d’Evrard entre zig-zags (nous renvoyons & son article dans le bulletin de

la société Math. de France, 1975). Cetie construction définit un foncteur A : Cat — Cat. Ensuite si la

catégorie I € Cat est pointée en Iy, on note (L, Iy) 1a catégorie des lacets de L en Iy. Cette construction

définit de nouveau un foncteur  : Cat* — Cat*. Pour tout entier n > 0, on définit par induction des

foncteurs A: Cat — Cat et O : Cat* — Cat* ot A™(I) = AA™D) et Q*(, Io) = UL,L))

Si I € Cat est une catégorie, nous notons par “a” la relation d’équivalence suivante :

Pour I,J € ObL : I = J ssi il existe un zig-zag entre I et J. On définit ainsi 'ensemble :

o) ¥ Oblfws

Par extension nous avons pour n > 0 des ensembles :

00 ¥ m@arw
M(LL) ¥ (@b))

0, (I), donc aussi I,(1), est un groupoide pour la composition des zig-zags et (L Io), donc aussi

(L, Ip), est un groupe pour la composition naturelle des lacets; de plus, M, (L, o) est abélien pour

n > 1. Nous avons en particulier II{{I) = 111 oty I[I7'] est la catégorie de fraction § de I. Evrard

démontre que pour tout n € N : I, (L, Ip) = .(BL, ) oit Hn(BL, %) est le niéme groupe d’homotopie

d’un espace topologique.

3.5 LA COHOMOLOGIE D’ANDRE

Nous introduisons dans cette section la cohomologie d’André 7 sous les notations introduites de Guitart &

Soit D une catégorie non-nécessairement petite et F': D — Ab un foncteur de D vers la catégorie des

groupes abéliens. Le n**™* membre du complexe de cochaine est défini par

CMD,F) = 11 F
(.F) (2ot22eND{R]) (#n)

 

4yoir M, Evrard, Homotopie d'un espace topologique relativement & un recouvrement. Application & I'homotopie des

préschémas, These d’Etat, Université Paris 7,1973.

M. Evrard, Fibration de petites catégories, Bull. Soc. Math. France 103, p.241-265, 1978

Syoir R. Guitart, Construction of an Homologyand a Cohomology Theory Associated o a First Order Formula, Journédes

d'Etudes Esquisses, Logigue et Informatique Théorique, Université Paris 7, 27 juin-2juillet 1988

voir P. Gabriel et M. Zisman, Calculus of Fraction and Homotopy Theory, Springer-Verlag, 1967, p.6

7 voir Michel André, Méthode simpliciale en algébre homologique ot algébre commutative, S.L.N. 32, 1867

8voir R. Guitart, Construction of an Homology and a Cohomology Theory Associated to a First Order Formula, Journées

d'Etudes Esquisses, Logique et Informatique Théorique, Université Paris 7, 27 juin-Zjuillet 1988
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avec la différentielle & : C*(D, F) — C™+(D, F)

dfl(x)(zi‘..glfi‘zn“) F(g"+1)(z(zoi‘..fl»z"))

91 In41%9n(F1sy L)

z -
(22R

Devant le dernier terme nous avons “+” si n est impair et “—” si n est pair. Et finalement nous définissonsles groupes de cohomologie par

H"(D,F) = Kerd"/[gns

Nous avonsle résultat suivant °;

Proposition 3.5 : $i T': C — Ens est un foncteur alors H™(T | Mod[S], F) dépend uniquement dutype d’homotopie du CW-complexe B(T' | Mod[S)).

3.6 CALCUL RELATIF DE II, , I, H” (ne V)

3.6.1 Introduction

Le but de ce paragraphe est de régler, de fagon élémentaire, I'influence que jouent les composantesconnexes de I'esquisse S sur le calcul de o, ) et H® (n € V).
Rappelons que Esq désigne la catégorie qui a comme objets les esquisses et comme fléches les morphismesentre esquisses. (f : (C, I, IP) — (¢', IV, P') est un morphisme d’esquisses si f est un foncteur & —s ¢/tel que

Viell : fhel
VPelP : f(P)eP).

Si M est un ensemble et (Sm)mem une famille d’esquisses, alors on peut définir dans Esq la somme aisomnorphisme prés :

mIéIM Sim = (mIE_IMQm ’ m[ngIIm ' mIéIMPm )
En particuliersi S = [] ., alors Mo(S)y = [I Mo(Sm) De Pautre coté si S est une esquisse quelconque
et o{S) = {composayj;let]ewconnexes de S}, alor:sez’ = RelIL,I(s)R (ie S est la somme de ses composantes
connexes ).
Pour la suite de ce paragraphe soit (Sm)mear une famille d’esquisses quelconques, S = [ S, et

mEMT :C — Ens un foncteur de la catégorie sous-jacente de S vers les ensembles. Nous avons le lemmesuivant :

Lemme 3.6.1: T | Mod[S] est isomorphe & HM(T/Sm) | EnsSm ol T/s,, est le foncteur 7T restreint
me A

a 'esquisse S,,.

 

voir R. Guitart, Construction of an homology and a cchomology theory associated to a first order formula, Journéesd'Etudes Esquisses, Logique et Informatique Théorique, Université Paris 7, 27 juin- 2 juillet 1988
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Preuve : Il est facile de voir que le foncteur “multi-restriction” f: 7' | Mod{S] — HM(’I‘/s 1 EnsSm)
me

qui associe & toute fleche (T~ M) la famille de fleches (A/s,, : Tfs, — M[s,)mem ol Bls,,

est 1o transformation naturelle h restreinte 3 Sy, est un isomorphisme. ©

3.6.2 Le calcul relatif de Ilp

La remarque suivante de J.Bénabou exprime le nombre de composantes connexes d’une catégorie comme

limite inductive du foncteur constant :
 

Remarque : Si const : C — Ens désigne le foncteur constant qui eavoie les objets d’une catégorie

C sur objet terminal de Ens, alors nous pouvons exprimer 4(C) comme limite inductive de ce

foncteur :
const

Me{Q) = Colim{C — Ens)

Afin de pouvoir appliquer g au lemme 3.6.1, nous devons montrer que 11y commute aux produits. Pour

cela considérons une famille de catégories  non nécessairement  petites  {Dm)meM-

Rappelons que pour tout m € M nous avons Ho(Pm) = ODm/n ol & est la relation d’équivalence

suivante :
2,y € ObDy iz R Y & il existe dans D, un zig-zag qui combine z et y.

o{Dm) peut étre un ensemble ou une classe. Les éléments de ol HMDm) seront notés par cl({zm)men)

me

avec (Zm)meM € HMOb'Dm, tandis que pour tout m € M les éléments de Ho(Dn,) seront notés par [Zm]

me
avec &y, € ObDp, .

Lemme 3.6.2 10: 8i M est fini, il y a une bijection Ho( I3 D) = 11 Ho(DPm) -
meM meM

Preuve : posons
. m)£ io(11D) LIHo(Dr)
cl{(@mImen) > ([emDmen-

Par la définition du produit de catégories, il est clair que f est bien défini.

f est injectif : supposons que nous avons Jlell{zm)mem)) = (el((ym)Imen)). lisen suit que pour

tout m € M : [2m] = [ym]. Donc pour tout m & M, il existe dans Dy, un zig-zag qui combine

Ty et Y. Comme M est supposé fini, nous pouvons trouver un zig-zag dans HM’D,,, qui
me

combine (& )menr € (Ym)menr, €0 mettant bout & bout les zig-zags de Dy qui combinent T,

et Ym-

f est surjectif : ceci est immédiat. o

Nous supposons jusqu’a la fin de cette sous-section que M est fini. En posant D = (T/Sm) | Ens®»,

nous pouvens appliquer le résultat de ce lemme et du lemme de 3.6.1 de la maniére suivante :

Tog(T,5) = TUe(B(T | Mod[S]) = Ha(T| ModlS]) = “"(WEW(Tfo.) | BnsSn)

m[eIMIIu((T/Sm?
| EnsSm)

mgMHQ(B((T/Sm)
| EnsS))

mIeIMDDg(T/SmSm)l

R

iR

1R

e
10 yoir M. Evrard, Homotopie d'un espace topologique relativement & un recouvrement. Application 3 Pbomotopie des

préschémas, Thése d'Etat. Sur la page 48 (propostion [IT.4]) se trouve un &noncé plus général 1 Pour tout n € N et tout

couple d’objets ([, J) de Cat* + woll X I} 2 mpl{l) X #n{J). Nous allons présenter pour n = 0 et en 3.6.3 pour n = 1 des

preuves adaptées & ces cas spéciaux.

etoSRAR
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De méme nous pouvons trouver un résultat similaire pour II; :

3.6.3 Le calcul relatif de II;

Nous renvoyons & la référence en bas de page du lemme 3.6.2. Nous souhaitons tirer bénéfice & nouveau
du lemme 3.6.1. Comme II,BD DD}, nous allons montrer que Popération d’inverser les fléches
commute aux produits finis. Pour cela rappelons le théoréme suivant :

Théoréme de Gabriel-Zisman 11 :
Soit D une catégorie. Pour toute partie X € FID il existe une unique catégorie ( & isomorphisme
prés ) D[E!] et un foncteur Py : D —s D[L~1] vérifiant les propriétés suivantes :

(i) pour tout ¢ € , Px(0) est un isomorphisme

 

(ii) pour tout foncteur F : D — Z qui vérifie (i), il existe un unique foncteur
G : D[E7 — Z tel que le diagramme suivant commute :

p—1r Dx-1]

F G

Z.

D[£71] a les mémes objects que D.

Si D et £ sont maintenant deux catégories non nécessairement petites, nous allons montrer que

@xEDPxE=Dx£E.

Choisissons Pp : D — D[P~et Pe : £ — E[£7Y] conformément aux notations du théordme de
Gabriel-Zisman.
Nous obtenons ainsi le foncteur canonique Pp X Py : D X £ —r D[P~} x £[£~!]. Maintenant nous
pouvons vérifier les deux propriétés en question du théoréme de Gabriel-Zisman pour ce produit :

(i) pourtous (f,9) € FI(D x &) :
(Pp x Pe)(f,9) = (Pp(f), Pe(g)) est un isomorphisme.

(ii) soit F: D x & — Z un foncteur qui vérifie (i}. Pour tout z € ObD et tout y € ObE nous pouvons
définir les foncteurs :

Fy: D — Z

z —  Flz,y)

(e3) — ()"Rz, y)
Fy: £ — 2

y — Flz,y)
_ F(id, .W7 — (Fzy "F,y).

Selon le théoréme de Gabriel-Zisman il existe des foncieurs uniques Gy : DD s Z et
Gy : £[€71] — Z qui rendent commutatifs les diagrammes suivants :
 

Myoir Gabriel et M. Zisman, Calculus of Fraction and Homotopy Theory, Springer-Verlag, 1967, p.6
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Pe
P

e

D £ £1e-1oo o

Z z

Ainsi nous définissons de fagon canonique  
G: DDxEE] — £

(z,v) — Flz,y) = Fy(e) = Fy) = Gylz) = G=(¥)

(e@ — FanDRyErE)

A cause des égalités suivantes

8 o P , Py e

oPo x P)(@) L2 @) = GEw 2L(5, 5)
Flo,y)PP,y)TPG

Fy(5) paee B o
Fla,y) 22@) =9 p(z,7)

fiad} id, S

Fay) L@0 ©L @)
(1.9)

= F((z,y) == &9)

il s’ensuit que le diagramme suivant est commutatif :

P P
Dx s

—tP

225DY x EE7)

Z

Remarquons que G est bien un foncteur. Cela peut se voir soit en présentant les éléments de D[P~} et

E[€71] par des zig-zags de D et £ soit en montrant que G s'obtient directement par deux applications

successives du fait que si & C FID, alors

DxEEx &)T2DETRE

fait qui résulte de ce que F' i D x & —Z inverse les éléments de T x &si et seulement S F:D— 2°

défini par F(z)(y) = F(z, y) inverse les éléments de 2.

Nous pouvons donc conclure avec le théoreme de Gabriel-Zisman que (D XP x &= DD~x

ElE-1.

De plus nous pouvons étendre Pargumentation aux produit finis :

Lemme 3.6.3 : si M est fini et (D)mem une famille de catégories non nécessairement petites, alors :

(IL 2wl11,2y12 1L2mlD5]
meM
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De ce lemme et du lemine de 3.6.1 nous pouvons déduire les isomorphismes

H19(T, S) W (B(T | Mod[S])) 2 T | Mod[S][(T" | Mod[S])™]
mgM(T/Sm) | EnsS= ((ml;IM(T/sm )1 EnsS)"'  lemme 3.6.1

mgw((T/S”) | EnsS=[((T/s,.) | EnsS=)~1]) lemme 3.6.3

JL(B(@/5,) | Bns®=)
IMo/,5m)

R
o
m
m

R

Le méme type de résultat est aussi valable pour H™ (n € IV).

3.6.4 Le calcul relatif de H™ (n € IV)

Nous n’allons pas démontrer le caleul relatif dans toute sa généralité, mais nous allons soumettre la

restriction suivante ( de nouveau soit M un ensemble quelconque ) :

Nous n’allons admettre que des foncteurs F : T' | Mod[S] —+ Ab pour lesquels il existe une famille

(Fr)mem avec Fo, 1 (T/s,.) | EnsS~ — Ab telle que

@) Vh:T— GeT | ModlS]: F(h)= Ie_IMF,,,(h/gm)

@) V(T )eT | Modls]: F() = TLFuln/s,):IFn(G/s,) — TIFm(il/s,)
/N
GT*H

Soit F': T'| Mod[S] — Ab donc un tel foncteur pour le reste de cette sous-section avec la famille

(Fun)men- Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6.4.1 : Pour m & M soit A,, un ensemble quelconque. De plus on dispose pour tout m € M

et z;n € A des ensembles T'(2,,). Nous avons une bijection entre

r t T(I FGap et T 1Tam)
(Tm)mem€ T Am meM

meM

Preuve : Posons

(II F(zm)) — I T Ten)
(Tm)mem€ HMAm meM mEM zm€H

me

{(¥m)mest)@m)men NzmImere an T ({¥m)sn)smeanImem

Cette application définit bien une bijection o

Considérons ensuite pour tout m € M les nerfs N(T' | Mod[S)) et N((T/s,.) | EnsS=). Nous avons de
nouveau une propriété de produit :

Lemme 3.6.4.2 : Pour tout n € IV nous avons N(T' | Mod[S])([n]) = mIEIMN((T/sm) { Ens®)([n])

Preuve : La bijection est donnée par 'application :

N(T L Mod[ST)([n]) — T N{(T/s.) } Ens®)([n])
meM

(I'— My — ...~ My) v (T/s, — Mojs, — ...~ Mp/s) «a
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Nous allons maintenant utiliser lemme 3.6.4.1 et lemme 3.6.4.2 de la maniére suivante, en employant la

définition du complexe de cochaine :

CHT,F) = a F(M,
(T.F) (sMoo.=M, )JEN(TLMod[ST(In]) (M)

= ; FoM)
('I’/sm—»M&"-—»Y.A—»M,:")meMemIfiIMN((TIS,,,)LEflsb"‘)([n]) meM

(lernme 3.6.4.2 et hypothése sar F)

=11 I1 Fon(M)
MEM  (T]sy =MG..MYEN((T/5 )4Ens5™ )([n])

(lemme 3.6.4.1)

= ]-_e—[MCn(T/S,,.:Fm)'

Soit, d” la difiérentielle de C™(T), F) et d7, la différentielle de C™(T/s,,, Fo).

Rappelons la définition de d" :

n -
d(x)(TLMof-L.__glen+,) - F(g"+‘)(x(T_“.M0£L )LAM)

- X Fng109n
(TlMootMy Maga)

+

+ =z
(T2MyM)

Devant le dernier terme nous avons “+, si n est impair et “—", si n est pair. De cette définition nous» ’

pouvons déduire pour m € M et z = (zi)iem

(@@)gto Y = Fnlgaer/s, )((#m)
TM) 91/5m 9n/Smh/ 3

(Tfsm BMofsy ==" Maf5)

- (zm) rls 91/ 5. snt199n /s,
(Tf55m —5Mofsm ~oMu—ifsy mE I Mg/5m)

+

+ (z o
( m)(T/smgx -hl*sme/sm"-—f*Mnfl/sm)

= dn(z
m( m)(T/smhfinMO/sm*~-‘*Mn+x/sm)

De ces constatations nous pouvons immédiatement déduire le Jemme suivant :

Lemme 3.6.4.3 : Pour tout n € IN nous avons H"(T, F) = HMH"(T/sm, Fn)
me

3.6.5 Résumé et conclusion

Dans 3.6.2, 3.6.3 et 3.6.4 nous avons vu que si § = H Sm, T : €~ Ens un foncteur de la catégorie

sous-jacente de S vers les ensembles et F' et (Fm)memcomme dans 3.6. 4, nous avons:

o og(T,S) = ,,IQWH""(T/S"“S’")

o Mer,5) = I0g(T/s,, Sm)

o HYT,F = 1L H'(T/s, Fm) (pour n€NN)
meM
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Comme toute esquisse est la somme de ses composantes connexes, nous avons ainsi :

o Tog(T,5) = RGQ(S)HOQ(T/R,R))

e ILg(T,5) R Rer@(s}nlg(r/& R)

IR« HYT,F) H™(T/g,Fp) (pour n € )
Rello(8)

(ici de nouvean Ho(S) = { composantes connexes de 5})

3.7 CONDITIONS SUFFISANTES POUR QUE T | Mod[S]
SOIT CONTRACTILE

3.7.1 Une hypothése de départ pour 'esquisse §

Quant a l'esquisse S nous supposons sans nuire & la généralité que pour tout I € 7, pour tout J € J' il
n’existe pas de fleche U] —s W telle que W est un candidat pour un objet initial dans S. Car si une
telle fleche existait, nous remplacerions I par I’ = (U}l —= U’)_,elp, le cone qui est obtenu &
partir de / en supprimant J et toutes les fleches dans I qui partent de J ou qui pointent vers J. De fagon
Intuitive nous pouvons dire que nous voulons mettre en évidence les “sommes cachées” U/10Ul
de Iesquisse S. Soit donc S’ I'esquisse qui est déduite de S en modifiant les cones inductifs pour lesquels
une telle modification est pertinente.
Lemme 3.7.1 : nous avons un isomorphisme de catégories M.0d[S] = Ens®, ce qui est facile & vérifier.
Pour la suite de la section nous allons donc adopter cette hypothése selon laguelle U-j ne pointe vers
aucun candidat pour un objet initial pour tout J € J! et tout I € I.

3.7.2 La condition suffisante

Proposition 3.7.2 : Si pour tout céne inductif I = (U} — UT)segr la catégorie sous-jacente J! est
connexe ¢t si pour tout cone projectif P = (VF — V}f)Keg" Pélément V¥ ne pointe pas dans
S vers un candidat pour un objet initial dans S, alors T | Mod[S] est vide ou admet un objet
terminal.

Remarque : Si Pesquisse S est purement projective, alors la transformation naturelle 77— % de T'
vers le foncteur singleton est un objet terminal dans la comma-catégorie 7' | Mod[5]. Si S est une
esquisse mixte, nous pouvons avoir sous les conditions de la proposition 3.7.2 un résultat similaire.

Démonstration : Sous ces conditions nous allons montrer que si T' | Mod[S] # 8, alors T' | ModlS]
possede un objet terminal que nous allons effectivement construire.



R
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Posons donc

R: c — Ens

osC v ObEns
{*} ,si W ne pointe pas vers un candidat

pour un objet initial de S

0 st W pointe vers un candidat
pour un objet initial de §

w —

FIC — FlEns

w-Lowy — (RW) 2L RW)
ot R{f) est une des trois applications possibles

8 — @
6 — {1
o

Tl est clair que R est un foncteur bien défini. Montrons que R est un modéle de S :

Soit I = (U} — U’)Jelr un cone inductif de S. Selon Ihypothése de départ (Cf. 3.7.1) et la

condition de la proposition il 0’y a aucun U,} qui pointe vers un candidat pour un objet initial

dans S. De méme U! ne pointe pas vers un candidat pour un objet initial dans S. D’olt pour tout

JeJ' RUL) = {x} et pour U’ : R(U') = {x}.

Comme J! est connexe nous avons :

lim  ply= RUY).
Jed'

Ensuite soit, P = (VF — V&)gegr un cone projectif de 5. Comme VP ne pointe pas dans S vers

un candidat d’objet initial  condition de la proposition ), aucun Vf‘? ne peut pointer vers un candidat

d’objet initial. Il s’en suit que pour tout K € K? : R(VE) = {x} et pour VF: R(VP) = {+}. Do

fm  pyfy = R(VF).
KeK”

Donc R est un modéle de § (C’est-a-dire en particulier que les deux conditions de la proposition

sont suffisantes pour P'existence d’un modele de S ).

Montrons ensuite que si T | Mod[S] # 8, alors il y a un objet terminal de T' | Mod[S}. Comme

T | Mod[S] # @, il y a un morphisme de T vers un modéle M. Pour W € ObC nous avons

M(W) =8, si W pointe vers un candidat d’objet initial de S.

Par conséquent pour un tel W € ObC nous avons aussi T(W) = 8. De ceite constatation ils’en

suit immédiatement qu’il existe un morphisme canonique 7' —— R.

Done T —s R € T | Mod[S] et T — R est 'objet terminal de T | Mod[S], car pour tout

T —s M €T | Mod[S], il existe un morphisme unique M —— R qui rend commutatif le diagramme

suivant :

R

N
T oi

 

Commetoute catégorie qui admet un objet initial ou terminal est contractile (voir lemme 3.2.3), il s’en

suit de la proposition 3.7.2 que B(T' | Mod[S]) est contractile.
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3.8 LES COMPOSANTES CONNEXES DE B(T | ModlS])

Comme en 3.7.1 nous allons supposer sans nuire 4 la généralité dans tout ce paragraphe que pour tout
I € I, pour tout J € J!, il n'existe pas de fleche U} — W telle que W soit un candidat pour un objet
initial dans S.

3.8.1 Introduction

(11

Pour tout céne inductif I = (U] —% U’)Jslx de S, rappelons que pour la catégorie sous-jacente J!,
MalJI) désigne Pensemble des composantes connexes de J/.

Comme au chapitre 2, Test " ensemble T(U)\[ U IT(af,)(T(U1)), est-a- dire I’ ensemble des points
Jed

de T(U?) qui ne sont pas atteints par la base (T(U}))Jey.
Pour le caleul du nombre de composantes connexes de B(T | Mod[S]), il nous faut savoir sous quelles
conditions il existe un morphisme de T' vers un modéle de S. Dans cette perspective il y a deux lemmes
utiles :

Lemme 3.8.1.1 : $’il existe un céne inductif I, deux éléments J,J’ de deux composantes connexes dif-
férentes de J7 et deux points z; € T(UL) et =50 € T(UL) avec T(ah)(zs) = T(cYz1), alors T'
n’admet aucun morphisme vers un modéle de S.

Exemple : le diagramme “candidat somme”

N
A B

n’admet aucun morphisme vers un diagramme “somme” du type

D+ E

8" il existe z € A et y € B avec u(z) = v(y).

Preuve : $'il existe un céne inductif I, s’il existe deux éléments J,J/ de deux composantes connexes
différentes de J' et deux points z; € T(U}) et x5 € T(UL) avee T(al)(zs) = T(ah)ar), il
est clair que 7" ne peut jamais étre un modéle lui-méme parce qu'un modéle peut toujours lier par
un zig-zag deux points qui sont égalisés dans son sommet. Comme J et J' appartiennent & deux
composantes connexes différentes, il ne peut donc exister un tel zig-zag. Donc T ne peut jamais
étre un modéle lui-méme. Autrement dit si M est un modéle de S, alors nous avons

M)(MUT) N M(ah )(MUT) = 0.
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Dans une argumentation par [Dabsurde supposons done quil existe un morphisme

h:T —> M de T vers un modéle M. Nous avons donc les égalités

M{aD)WUD(=) WU())20))i
i URTATIAIETD)

= Mad)BWL)e
Dot Ia contradiction M{af)(MUE) N M{(ah )(M)} £ 8 =

 

Rappelons la notation P = (V¥ — VE)kegr pour un cone pre

Lemme 3.8.1.2 : S'il existe un cone projectif P, tel que VP pointe dans § vers

initial et si 2931 T(VE) # 0, alors T' n’admet aucun morphisme vers un

KeK®

  
Exemple : le diagramme suivant

0

CA B

  

w v

n’ admet aucun morphisme vers un diagramme du type

#

Ao
D X

  

E

avee f(D) Ng(E) =0, si {(z,2,y) € Ax Cx B/z =u(z) =v(y)} £ 0.

Preuve : $'il existe un cone projectif P, tel que VP pointe dans S vers un candidat d’ objet ini-

tial et si M T(VE)Y # 8, il est clair que T nlest pas un modéle lui-méme. Autrement dit

Kex®

si M est un modéle de S, alors nous avons {im, M(VE) = §. Dans une argumentation par

KeK?

I’ absurdesupposons done qu’ il existe un morphwsme h : T ~—— M de T vers un modéle M .

Comme 15 T(VE) # 0, choisissons (2K )kexr € lim T(VE) avec 2x € T(VE)

KeK” - KeKP

1 sen suit que R(V2)(zx) € M(VE) el que (MVENer))kerr € lim M(VE).B Sek”

D’ou la contradiction o

Cees deux lemmes montrent des conditions qui font qu’ il n’existe pas de morphisme de T* vers un modéle.

Est-ce que la négation de ces conditions conduit 3 Pexistence d’un morphisme de 7' vers un modéle 7

Clest-a-dire est-ce que si 7" satisfait les propriétés Iy et T

¥, : Pour tout I € X, pour tout J,J' € J! tels que J et J' appartiennent a deux composantes connexes

dificrentes de J7 nous avons T{(ad YT(UIN NT)T(UL)) =8
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X3 : Pour tout P € IP tel que le sommet projectif V7 pointe dans S vers un candidat d’ objet initial
nous avops 1 TWVE) =0,

KekP

nous avons un morphisme de 7" vers un modéle M 7
Cette question differe du point de départ de la construction du diagramme localement libre. Dans led.l.l. nous partons de I’ existence d’ un morphisme h: T —s M (avec M modele) afin de construire unefactorisation par un point du d.0.0. :

T—fi—h————»M,

alors que pour la question soulevée plus haut il s’agit d’assurer ’existence méme d’ un tel morphisme
h:T —— M. Pour la suite nous allons ainsi donner quelques conventions.

3.8.2 Quelques conventions d’appellation

Cormnme premiére étape nous allons exclure qu’ il y ait P € [P tel que V¥ pointe dans S vers un candidatd’objet initial. Mais il faudra aussi exclure la possibilité suivante :
II se peut pour un P € PP que V? ne pointe vers aucun candidat d’objet initial, mais que nous ayons
pour tout modele M : 153 M(VE) = M(VFPY = @, précisément parce qu’il y a un céne inductifKek*
I € I, deux éléments J,J' € J¢ qui appartiennent & deux composantes connexes différentes de J!

1 1

tels que le diagramme UY L2, g 2 Uf, est un sous-diagramme de (V}I(D)KGL(R ( Puisque pour
M nous avons M{al)(M(UT)) N M{(aZ)M(UL) = 8, il est clair dans ce cas que lm MVE) =

KeK?®
{(=x)kexr € Kl;(IPzW(V;f)/VK s K e KP M(a)(zg) = 2} = 0 ). Ces deux possibilités sont
exclues dans la définition suivante :

Définition 3.8.2.1 : Une esquisse S sera appelée une esquisse 4 connexité semantique faible (C.S.Fa.)
si et seulementsi pour tout foncteur 7" : ¢ —— Ens qui satisfait la condition g (ef 3.8.1.), 1l existeun modéle M de S et un morphisme de T vers M.

Exemple : nous considérons de nouveau Pesquisse “somrmne”

S={a—rce—b}

Pour tout foncteur T' de C vers Ens que nous notons

C

/ ‘
A B

avec u(A) Nv(B) = B, nous pouvons choisir un morphisme vers le modéle suivant :

 

e
s
,
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 A
1

\C \1+1

/ /

B
1

 

 

Comme dans S il »’y a pas de cones projectifs, il s’ensuit que S est une esquisse & connexité

sémantique faible.

L'appellation sous-entend que nous allons considérer également une version “forte” . Pour cela nous avons

besoin des remarques suivantes :

Rappellons la définition de T7 qui est Vensemble T(UO\ [ U ’T(ag)(T(UJ{))}.
Jed

Une Ho{J’! )-partition de TI est une application p : Ho(J!) — P(TT) vérifiant

T! = L
* Aergu’)p(")

Ly Loe pour tous L Le IIQ(J_I) L#EL = pL)N p(Ly=8.

A tout moddle M € Mod[S] et tout morphisme h:T — M de Ens< nous pouvons faire correspondre

une unique Tg(J?)-partition de T4 de 1a fagon suivante :

Pour ¢ € T! C T{U') considérons MU)) € M(UY). Comme M est un modzle, il existe une unique

composante connexe L de J.! (ie L € Ho{d1Y), telle qu'il existe J € ObL non nécessairement unique,

qu'il existe 27 € M{UJ)tels que M(a})(zs) = R(UT)(z). Ce procédé départage T7 de fagon unique en

une To(J7)-partition.

Définition 3.8.2.2 : Une esquisse S sera appelée une esquisse 4 connezité sémantique forte (C.S.Fo)

si et seulement si pour tout foncteur T : £\ — Ens qui satisfait la condition Xy (Cf. 38.1 ) et

toute Mo(J7)-partition pf de T il existe un modéle M et un morphismeT—M qui induit la

To(J! )-partition P de TE.

Exemple : L’esquisse “somme” S = {g — ¢ — b} est une esquisse 5 connexité sémantique forte,

comine il est facile de voir.

3.8.3 Le calcul de T,B(T | Mod{S))

Nous supposons que S est une esquisse C.S. faible ou CS. forte et que T : C — Ens est un foncteur.

Rappelons que A(T,S) désigne la catégorie sous-jacente du d.ll. relativement filtrant que nous avons

construit au chapitre 2. Mais pour pouvoir considérer A(T, S) nous devons admettre que les catégories

sous-jacentes des cones projectifs de S soient finies, conformément aux hypoth&ses du chapitre 2.

Proposition 3.8.3 : 4,B € ObA(T,S) sont reliés dans A(T,S) par un zig-zag si et sealement si

7 24, Dy, T 2a, Dp induisent la méme Hg(_f}partition de 7Y pour tout I € I.

Démonstration : nous allons démontrer les deux points suivants :

18T 2 D4, T 48, Dp induisent la méme Hg(l_")—pa.rtition de TT pour tout I € I, alors A

et B sont reliés dans A(7,S) par un zig-zag.

2. Si dy et dp induisent des Tp(JL! }-partitions de T"1 différentes pour seulement un I € I, alors

A et B ne sont pas reliés dans A(7,5) .

  
BB
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En ce qui concerne les notations de la catégorie sous-jacente A(T,S) du d.i.l., nous allons nousrapporter au chapitre 2 plus précisément4 la section 221et222.

Point 1 Scient 4 € M(T,S), B e M(T, S). Supposons que k < n. Comme FIM; C FiIM,,Hous pouvons construire la “somme amalgamée” suivante :

T b—_—_flg)_fi____, D,.(B)

da(4)

Dald)TD)+D)
et nous montrons que Dy,(A) + Dn(B) satisfait & la condition X, ( voir 3.8.1 ). Pour celaT
soient T € Il; R, R’ € J” et yp € Do (ANUL), ywr € Da(BYUL) tels que
(Dn(4) +,Dn(B)(k)(cl(yr)) = (Da(4) +Dn(B))(efe)ellyr))) ot el(yr) et cl(ys) sont
des classes d’équivalence pour la somme amalgamée. Sous ces notations nous voulons montrerque R et R’ appartiennent & la méme composante connexe de J!. Ceci entrainera done que(Dn(A) +TDn(B)) satisfait la condition ;.

Considérons d’abord le cas oil existe z € T(U¥) avec :

Du(A)ed)(yr) dn(A)U)(2),
Dn(B)ek)(yr:) dn(BYUT)(2)

Nous allons donc considérer deux cas :

Premier cas : z€ U T(ad)(T(U))
Jegt

i
u

1l existe done J € :J:I et zy € T(U') avee T(ed)(2s) = 2, ot -

Du(A)(ef) dn(A)(UT)(21)) (U2 (= Da(A))(yr)

Da(BY@)da(BYUIN2)) = da(BYU')(Z) (= Da(B)ak)um))
Comme D,,(A) et Dn(B) sont des modeles, il s’ensuit Pexistence de deux zig-zags :Le premier combine yg et d, (A)U1)(z;) dans la limite inductive(DalA)(U) — DalA)U))s.
Le second combine ygr et d,(B)(U$)(2s) dans la limite inductive
(Da(BY)US) ~ Da(BYUD))yeg.
Comme conséquence nous avons Pappartenance de R, J et R’ & la méme composante
connexe dans J7.

Deuxidme cas : z € T
Comme dy et dp induisent la méme Ho(J")-partition de T, il existe J,J7 € J? appar-tenant & la méme composante connexe et z; € Da(AUD), 210 € Dn(BY(UY.)tels que

Da(A){(af)(z1) (AU(= Da(A)eh)(yr))

Da(B)ed)(z17) W(BYUNE (= Da(BYah)yw)

1 t

it
H

 

  

 

M
k
i
s
+

-
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Comme Dy, (A) et Dy(B) sont des modeles,il 8%

ants ©

Le premier combine yr et zy dans la limite inductive
Y,

(DalAYTS) — Da(AUsesr-
Le second combine yr: et zn dans la limite inductive

(Da(BYT) — Du(BYUNsesr:
Comme conséquence nous avons Pappartenance de B, J, K,

Nous venons donc de démontrer gue pour Fel,

et yr € D"(A)(Uf), yr' € Dn(B){(Ufy) tels que nous ayous le

!

connexe de J_I .

sornme amalgamée :

 

L1 existence des deux Blg-rags suiv-

 

T
R

Jai
ri

posante

e J!           

 

P

)2  
I

(Da(AYUD), Da(A)k)ur)

S

(D(BUT), DoB

 

1l s’ensuit que R et R appartiennent a la meéme composante conpexe.

Nous venons donc de démontrer pour 1a relation qui engendre 1a

somme amalgamée Dy(A)+ D,.(B) que Het R’ appartiennent2 la 7

T

  

mposante conpexe

de J' pour tout I € II. Le cas général pent etre réduit & celte relation qu cngendrela relation

d’équivalence de la somme amalgamée D, (4) +

Dans tous les cas R et R' appartiennent & la meéme composante conn

Donc Dy(A) + D,(B) satisfait la condition ¥y .

T
Clomme esquisse est une esquisse  C.S.

Dn(4) +TD"(B) admet un morphisme vers un

D, (B
-

 

faible on CS forte, il s’ensuit

modéle de S . Par la construction des fleches

que

dans la catégorie sous-jacente A(T,S) du d.1.1. il s'ensuit que A et B sont relids dans A(T,S5).

Point 2 Sinous pouvons montrer le lemme suivant, it §ensuit, comme il est, facile de voir, te deux-

ieme point de la proposition :

Lemme 3.8.3 : Soient M, M’ € Mod[S] deux

foches de EnsS et g 1 M — M’ un morphisme de modelc

diagramme suivant commute :

modéles, h 1 1" —> M et W7 - Mdeux

dans ModlS) tels que le

 

M

Alors pM = M (ot pM,pM' sont les Ho(J' )-partitions relatives 3 M et & M").

Preuve : Montrons pour tout Le Ho(il) ML) C pM'(L) et pM'@c ML)

o pM(L)C M(D)
Siz € pM{(L), alors il existe J € ObL (non nécessairement unique) et #; € MUH

tels que M{a})(zs) = hrU})(z). Dot

RUH(E) =

i1

SUHBUE)
UM)(z))
M/(adoW
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Do z € pM'(L).

* PM(L) C pM(L)
Si z € pM'(L), alors il existe J € ObL (non nécessairement unique) et zy € MUtels que M'(ad)(z,) = (U(z).
De plus on a (U1)(z) = HUTYR(UT)(z)). Soit maintenant L € Mo(J?) tel qu’ilexiste J* € ObL® et 27+ € M(UL.) tels que Mok)(zse) = A(UL)(z). Don

UKV)(x))
UM(])(wy-))
M(ef)(g(VSY=).

Et donc M'(af)(zs) = M'(af )g(UL )zge ). Comme M’ est un modéle,il s’ensuitque J et J* appartiennent a la méme composante connexe et donc que [, = L*.Do z € pM(L)a.

R(UT)(z)

o
u

Remarque : C’est pour cette proposition que nous avons appliqué pour la premiére fois la constructiondu d.LLr.f. élaborée dans la section 2.2 . Tous les résultats géométriques des sections 3.6. et 3.7 ont€té obtenus sans recourir & la construction explicite du d.1.0.r. f, mais en “travaillant” dans la “grosse”catégorie T | Mod[S]. Les résultats de 3.6. et 3.7 sont ainsi valables pour une esquisse S quelconque( c’est-a-dire sans que les catégories sous-jacentes des cdnes projectifs de S soient finies - condition émisedans la construction du d.1Lr.f. ). Dansla démonstration de la proposition 3.8.3 (Point 1) nous venons

Notation : pour le foncteur 7 : C — Ens notons Pensemble

2Ty = Z(T,8) = IIE]I {p" Ho(JT) — P(TT)/4" est, une Mo(J)-partition deT”}

Maintenant nous pouvons formuler Je théoréme fondamental :

Théordme : 1. $i S est une esquisse & connexité sémantique faible, alors nous avons pour tout foncteurT:C ~— Ens :

card(To(B(T | Mod[SD))) < card(Z(T))

2. Si S est une esquisse & connexité sémantique forte, alors nous avons pour tout foncteurT:C -~ Fns :

Io(B(T | Mod[S])) = @ ou Uo(B(T | Mod[S])) = Z(T}.

Démonstration : 1. Draprés la proposition 3.8.3 il y a dans A(T,S) au plus autant de composantesconnexes que d'éléments de Z(7'). D’on

card(Io(B(T | Mod[S]))) =

card(Io(T | Mod[s])) [=

card(Ilo(A(T, S5))) si § est & bases projectives finies] < card(Z(T)).

  

i

g
:
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P(BT

wour tont dlément p € Z(T) un

S est supposée

£ un point de

9. Si le foncteur T ne satisfait pas la condition 3, alors 7

Mod|SD)) = 0. Si T satisfait la condition Ly, alors nous »

modéle M € Ens et un morphisme b : T — M tels que

/

i

induit

5 C.S. forte. [Pour chacun de ces M nous pouvons Lrouver une factorisatbi

A(T, S} qui induit nécessairement p :

™~
RT s M,

  

 

si S est & bases projectives finies.] Avec la proposition 3.8.3 il s’ensuil gque !

card(Tg(B(T | Mod[S]))) =

card(Io(T | Mod[S)) =

card(TIo(A(T. 5))) si S est & bases projectives finies] 2 eard(I)

Comme une esquisse & C.5. forte est aussi une esquisse connexité sémantique faible nous

avons avec 1)
card(Tlo{B(T | Mod[SP)}) < cardZ(T)

et ainsi Ho(B(T | Mod]S])= Z{(T)o

Nous pouvons interpréter le résultat de la fagon suivante

Le nombre de composantes connexes de B(T | Ens) s’obtient par le caleul de tous les Hflf)»partitions

possibles de TI (I € X). Rappelons que T4 est la partie du sommet T(U!) qui n” est pas “remplie” par

1a base (T(U.Nsegre Cecl constitue un résultat expressif au sujet d’un calcul géométrique de la distance

entre T et un modéle. On apprend ainsi que le seul “vrai” facteur qui peut influencer le fait que T nlest

pas modale est celui du “pon-remplissage” des sommets TW(I €l parles bases (T{UI))zegr- Nous

obtenons également une expression plaisante de Vinter-articulation syntaxe- antique © le nombre de

composantes connexes est obtenu par le caleul de tous les To(d.I\-partitions possibles ( syntaxe Y de 7

( sémantique ).

De plus nous voyons que Pessentiel du résultat se trouve déja exprimé dans Pexemple de Guitart!? sur le

d.l.1. des sommes.

 

  

3.9 LEIL ET LES H" DES ESQUISSES MULTI-INITIALES

Dans cette section il s'agit de déterminer T B(T | Mod[S}) et H™(T, F) (n € IN) dans un cas particulier

intéressant. Puisque nous avons pour toute catégorie D : LBD = P[D~'} 3, nous pouvons calculer

T | Mod[SI(T | Mod[S])~}] de fagon effective en faisant recours & la construction 4 gy ddd. de T.

Fn revanche il est trés difficile de donner I, B(T | Mod(S]) et H? (T, F) de fagon explicite comme nous

avons fait pour HeB(T | M0d[S]). Mais si nous nous restreignons & un cas particulier, nous pouvons

donner une description explicite :

 

12yoir section 1.4.5
13 yoir section 3.4
14 voir chapitre 2

,,,,,,,,,,,,,,,,,,S
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Définition 3.9 : Une esquisse S est dite esquisse multi-inttiale si et seulement si pour tout foncteurT : € — Ens, toute composante connexe L € Oo(T | ModfS]) de T | Mod[S] posséde unobjet initial. Comme nous allons voir, les esquisses multi-initiales vont fournir pour tout foncteurT:( ~ Ens des multi-adjoints, c’est-i-dire des diagrammes localement libres discrets. Nousretrouvons donc le cas que Diers'® avait considéré. Si S est multi-initiale, soit Ay : T —s MyPobjet initial de la composante connexe L € Uo(T | Mod[S}) de T | Mod[S]. L’existence dud.llr.f garantie que Ho(T | M.0d[S]) est un ensernble. Posons

M :Uo(T | Mod[S]) -— Mod[S]
L = Mg

eth:(hy : T — ML)LGHo(TlMod[S]) d’ob le lemme :

Lemme 3.9 : Si S est une esquisse multi-initiale et T : ¢ — Ens un foncteur quelconque,(o(T | Mod[S]), M, h) est un diagramme localement libre relativement filtrant de 7". Ce résultatest immédiat.

3.9.1 Le II; des Esquisses multi-initiales

Selon le lemme 3.9 il est clair que le groupoide LB(T | Mod|S}) est équivalent & I’ensemble Mo(T |Mod[S]) considéré comme groupoide, parce que II; B(T' | Mod[S]) = T | ModSJ(T | Mod[S])—1]et parce que B(T | Mod[S]) et BIlo(T | Mod]S]) (la réalisation géométrique de la catégorie discréteIo(T" | Mod]S])) ont le méme type d’homotopie.

3.9.2 Les H" des Esquisses multi-initiales

Nous allons montrer que si S est une esquisse multi-initiale, si T : ¢— Ens est un foncteur quelconqueet si F': Mod[S] ~— Ab est un foncteur quelconque, alors pour tout n € IV : H*T', Fy = 0. Ceci est uneconséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 3.9.2 : si D est une catégorie discréte et F : D —- Ab un foncteur quelconque, alors pour toutn€N:HYD,F)=0.

Preuve : le n¥™¢ membre du complexe de cochaine est défini de la fagon suivante :

CYD,F) = I Fz.5 (X22%X,eND((n]) (@n)
Comme D est une catégorie discréte, nous avons Xy = ... = X et g; = id. Pour cela nous pouvonsécrire

CY(D, F) = zsngF(x)

pour tout n € IV. Il est facile de voir que pour la ni®me différentielle ™ nous avons:

si n est impair

sin est pair
dn((zx)xeb) = { (ZZ%ZE'D

Dot H*(D, F) = Kerd"[fpgn-2 = 0 pour tout n € IV o

On voit donc que si $ ne comporte que des cones inductifs discrets(sommes), alors § étant multi-initialeles calculs de Iy et H™ sont triviaux;ils le sont aussi presque (cf. propos. 3.7.2) s’il n’y a que des conesinductifs connexes. Leur intérét semble donc résider dans le cas de présence simultanée de cones inductifsdiscrets et de cones inductifs connexes

Yvoir Y, Diers, Catégories localisables, Thése, Paris 1977 
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Chapitre 4

APPLICATION : GEOMETRIE ET
LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

4.1 REMARQUES

Nous avons vu dans la section 1.2 que les modéles ensemblistes d’une certaine esquisse mixte décrivent
exactement les modéles d’une théorie du premier ordre et que cette correspondance n’est pas une équiv-
alence de catégories mais seulement un isomorphisme au plan des objets. Les cénes distingués de cette
esquisse du premier ordre sont & bases finies (voir section 1.2) : candidats d’objets initial et terminal,
candidats de produits finis,candidats de produits fibrés,candidats d’égalisateurs, candidats de sommes
amalgammées et sommes. Nous voyons en particulier que les bases des cones inductifs sont connexes
pour les sommes amalgammées et non-connexes pour les sommes. Or, nous savons que les sormmes d’une
esquisse du premier ordre proviennent de la présence de la négation — dans une des formules de la théorie.
Intéressons nous d’abord aux esquisses du premier ordre qui proviennent d’une théorie sans négation. Les
bases des cones inductifs d’une telle esquisse sont toutes connexes. En outre il est facile de voir qu’aucun
sommet d’un cdne projectif de Pesquisse ne pointe vers un candidat d’objet initial. Nous sommes done
exactement dans le cas de la proposition 3.7.2; c’est-d-dire si § = (C, I, P) est lesquisse du premier
ordre en cause et 7' : ¢~ Ens un foncteur quelconque, alors B(T' | Mod[S}) et en particulier BM0d[S]
sont contractiles. Si en revanche, une théorie 7 comporte des négations, alors 'esquisse du premier ordre
induite contiendra des sommes. Et ce sont ces sommes qui font que Pesquisse sera susceptible d’engendrer
une théorie d’homotopie non-contractile. L’esquisse sera susceptible car pour pouvoir appliquer le thé-
oréme de la section 3.8.3 sur le calcul des composantes connexes,il faudra supposer que [’esquisse soit &
connexité sémantique faible ou forte. Sien effet S est une telle esquisse, il s’ensuit de ce théoréme et de la
nature du foncteur vide § : ¢ — Ens que Mod[S](2 @ | Mod[S}) est contractile. La théorie d’homotopie
non-contractile se développera alors seulement dans des comma-catégories de modéles T' | Mod[S] ou T
est un foncteur de ¢ vers E'ns, c’est-a-dire une sorte de réalisation du langage de base {C) mais non une
réalisation de la théorie (S), parce que pour au moins une formule ¢, 7' réalise @ et ~p de fagon non
tout-a-fait complémentaire :

ie. dans la somme T(p) — T(c) «— T(=p) on a Th,(c) def T{e)\ [T(p) UT(~p)] # 0.
Dans ce cas les composantes connexes de la réalisation géométrique se calculent de la fagon suivante(voir
théoréme de la section 3.8.3) :

oB(T | Mod[S]) < card( QT{p.w; p-~p est une bipartition de T.,(c)}).
e
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En résumé nous pouvons donc dire que V'interprétation géométrique des théories du premier ordre fournit

deux grandes classes : les théories comportant des négations 4,7 ot les thiories ne compoTiant ageuns

négation “~. Cette facon de présenter contient malheureusemnent la lacune suv

Qu’en est-il des théories qui comportent des négations mais qui sont loginuerent

théories ne comportant aucune négation? Commela catégorie des modéles thé

n’est pas équivalente & une esquisse du premier ordre construite en 1.1.2, mai

le plan des objets, nous pouvons donc obtenir des géométries homotopiques différ

logiquement équivalentes. Ceci montre en particulier que la notion d’homorr

généralement admise par les logiciens n’est pas adaptée pour une ¢tude des

de morphisme entre esquisses peut a son tour enrichir la notion de morphi

   

   

  

 Gouivalentes & des

« premier ordre
norphe sur

  

£

s pour des théories

e entre modéles

is que ja notion

s

4.2 EXEMPLE : LES ENSEMBLES INFINIS

 

Pour souligner le fait qu’un certain nombre de cas n’est pas couvert par les notions “esquisse a sonnexité

faible/forte” (voir section 3.8.2), nous allons montrer 3 titre d’exemple que pour la théorie des ensemt

infinis Pesquisse associée n’est pas A connexité sémantique forte ni faible. La théorie des ensernbles infinis

peut étre axiomatisée de la fagon suivante

 

T = {gn;n € N>}

avec @p © d21. .. 3Ta /\ N (e = 25)-
i1 j=ibl

Soit § l'esquisse engendrée par les données suivantes (c’est-a-dire nous construisons une esquisse des

ensembles infinis (voir 1.2.2))

- des objets ¢, 1 dans ObC

. une fleche 7 : ¢ — 1 dans FIC, candidat pour un épi

- 1 est candidat pour un objet terminal

   

- pour tout énoncé @n, (7 e — c)ig{1,..n} €8t candidat pour un produit

- pour i,j€{l,..., n} avec ¢ # j et pour la formule ¢}; & = & un candidat pour up égalisateur

n?

o{pl) ———ey€
. o

7

- pour 4,j € {1,...,n} avec i# jet pour la formule ¥f}; © @ = Ty un candidat pour une somme

olpy) — ¢ el¥iy)

- pour rendre compte des “intersections” nous introduisons de facon récursive des formules x7; (G>1

qui correspondent % une certaine mise en parenthése :

L an n Lun n
Xio¥Ts et XTje tX0s A Y+

v iy
C T 1

Xiigr : Ximin A PPy O Xiget P Xig [z

et nous ajoutons & S des candidats pour des cones projectifs :

 

‘
:
|
E
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C(X?,j+1) T C(t'/’?,jfl)

| |

   

X7j41) <

e(XTiy1) (¥ig1) o(x3j41) AWEj41)

Xy) * e(x?;) ——— o

- pour rendre compte de la quantification existentielle nous introduisons de fagon récursive des formules
e(é1),. .-, ¢(€n), c’est-a-dire nous ajoutons & S des objets ¢(€1), ..., ¢(€n) et des fleches c(£;) — 1
(pouri=1,...,n~1), ALyn) = e(€1), e(&) — c(pys) (Pouri=2,...,n=1), #' : ¢ — =1
(pour i =2,...,n) et ¢(&) — 7t (pouri=1,...,n).
Nous ajoutons & S ensuite des cénes inductifs et projectifs qui expriment que

  

® c(&) —>™ (pouri=1,... ,n) est candidat pour une application injective
® (&)) — 1 est candidat pour une application surjective
(&) — 1 (pour i = 1,...,n — 1) est candidat pour une application surjective

(A7) — c€1) est candidat pour une application surjective
e(&) — c(fnp1) (pouri=2,... n— 1) est candidat pour une application surjective.-

Ces données seront soumises 4 des égalités qui sont suggérées dans la section 1.2.2 (voir partie
concernée)

Ceci achéve la construction de esquisse S. Un modéle de § correspond & un ensemble infini. Montrons
que S n’est pas une esquisse A connexité sémantique forte ni faible. Pour cela construisons un foncteur
T : ¢ — Ens qui satisfait la condition £, mais qui n’admet aucun morphisme vers un modéle.

- T(1) = 1 (ensemble avec un élément)

T'(c) = 2 (ensemble avec deux éléments)

STg=e,n])

T(e(pEy)= equal(2 === 2) \ {x}
J

'

c’est-&-dire que nous soustrayons un point % que nous avons fixé dans
n7!

equal(2™ —:.—_—:;: 2) auparavant.
P
i

- Tle(pfy =20 \ T(e(¢};)) cest-a-dire nous avons 2" = T(e(¥F;)) + T(e(e?;))

- ensuite nous définissons de facon récursive (voir plus haut) :

T(e(a) = T(e(v},) ,
Te(d50) = TE(G) N T(e(w;,,)
Tle(xfin)) = T(C(X?-z,n» n T(c(¢§t£+1})
Tlelxfim)) = TN Te(dhm)
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- et finalernent nous posouns T(c(&)) = {0} (pour ¢ = 1,.. ,n) olt 0 & T(e(X2., ,)) est un point que

nous avons fixé auparavant

Cela achéve complétement la définition du foncteur 7": C s Ens

Soit M : § — Ens un modéle de S. Dans une argumentation psr Pabsurde supposons il existe un

morphisme h: T —+ M. D’aprés la définition de T' i existe

i

* € T(c(p};)) = equal(T{(c"} ren

  

avec % € T(c(¥];)) le morphisme B(c") 1 T(c™) — M(c") est déterminé par la

du produit. Et U'on voit facilement que pour x € T(c(vb;fj)) le diagranmme suivan  

 

commutatif : T(e(¥7,)) M(e(¥7;))

|

T(C") e M(™)

Il n’existe donc aucun morphisme de T vers les modéles de & Pourtant T satisfait ¥y conune nous

constatons en revoyant la définition de 7. Donc S nlest pas une csquisse a connexité sémantique faible

ni forte.
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