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5i L’Eternel ne batit la maison,
Ceux qui la batissent travaillent en vain;
Si I’Eternel ne garde la ville,

Celui qui Ia garde veille en vain.

(L’Ancien Testament: Psaume 127,1)
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Jésus dit: et voici, je suis avec vous tous les jours,
Jusqu’a la fin du monde.

(Le Nouveau Testament: Matthieu 28,20)
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RESUME ET REMERCIEMENTS

Le chapitre 1 est une introduction A Ja théorie des esquisses et & son expressivité en tant que modélisa-
tion. Les logiques du premier ordre, par exemple, peuvent étre codées par des esquisses. La théorie du
diagramme localement libre fouruit des systémes de factorisation, des pro-objets libres. Les dizgrammes
localement libres sont un maillon nécessaire entre la logique et la géométrie, parce qu’ ils servent & mon-
trer que Mod[S] a en fait un petit type d’homotopie.

Les chapitre 2 et 3 constituent le centre de la recherche. Le chapitre 2 présente une construction “effec-
tive” du diagramme localement libre, un ajout effectif & la démonstration de Guitart-Lair,

Dans le chapitre 3 nous étudions géométriquement (surtout le Hy) la catégorie de modéles M od[5] de
Uesquisse 5. En 3.8 on trouvera dans le calcul des composantes connexes une inter-articulation riche
entre la syntaxe (Pesquisse S) et la sémantique (les modéles Mod[S]).

Dans le chapitre 4 est présentée une illustration dans le cas de la logique du premier ordre et de la théorie
des ensembles infinis.

En particulier, grice 4 la construction “effective” du chapitre 2, on obtient un moyen effectif (pour une
classe raisonnable d’esquisses S) pour calculer le nombre des composantes connexes de T' | M odfSi o T’
est un foncteur de la caiégorie sous-jacente de S vers les ensembles,
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Chapitre 1

LES ESQUISSES

1.1 LES ESQUISSES MIXTES

1.1.1 Un point d’histoire

Les remarques suivantes de René Guitart! nous paraissent particuliérement intéressantes pour une in-
troduction & la théorie des esquisses fondde par Ebresmann en 1966 {Ehresmann a défini les esquisses
comme “graphes multiplicatifs” marqués de cdnes) :

“Il n’existe pas du tout de lien avec les sites ot catégories de faisceaux, car il faut dire gue son point
de vue est tout autre que celui de Grothendieck. En effet, Ehresmann n’aime pas travailler “hom par
hom” avec Poutil fondamental qu’est le lemme de Yoneds et il préfere toujours les calculs et descriptions
“dessinées” par de petits diagrammes bien visuels. Cela se rattache probablement & sa formation en
topologie algébrique, et se voit jusque dans sa maniére graphique de représenter les diagrammes dans les
catégories.

Ainsi, pour lui une catégorie est d’abord un graphe orienté, plus une loi de composition des paires de
fleches consécutives; vers 1965 cela fait une différence entre lui et les autres catégoriciens, différence con-
ceptuelle, & laquelle s’ajoutent des différences de notations :

il emploie “(F, f, E)” pour “f 1 E — F” ¢t « et 8 pour “dom” et “cod”, “e’.C.e” pour “HOM{e,e')”.
Avec parfois le choix d'une terminologie a Papparence “provisoire” {comme le terme “quasi-quotient”)
pour des concepts au demeurant simples et excellents, cela a certainernent contribué 4 une mauvaise diffu-
sion des travaux d’Ehresmann, jusqu’en 1970 environ. Mais revenons aux esquisses. Il existe une esquisse
Seat (& savoir le  début  de la catégorie  simpliciale) telle que la catégorie
CONT(Scat, Ens) des foncteurs continus de Sear vers Ens soit équivalente 4 Cat. Alors les catégories
U-structurées, avec U : C — Ens, sont précisément les objets de CON T(Scat, Ens), et beaucoup de
résultats & leur sujet sont encore valables si S,4, est remplacée par une autre esquisse S décrivant un autre
type de structure. La définition d’Ehresmnann de foncteur adjoint (comme “jecteur”) est moins agréable
que celle de Kan; d’un autre coté, il travaille toujours sous la forme “locale” (= existence d’objet Hbre},
ce qul est la maniére naturelle de construire les adjoints. Travaillant avec des univers de Grothendieck
emboités, il donne en particulier un théorome d’existence de structures libres dont Ia preuve est une
imitation des constructions de compactifications ou complétions en topologie (avec U : C — Ens, la

U-structure libre sur £ est im(£ 428 l}( ))) Dans le méme esprit, i construit le “type” associé & une
E—U(Y
esquisse, diverses complétions de catégories et catégories stucturées, de foncteurs et foncteurs structurds.

Vvoir René Guitart, Sur les contributions de Charles Ehresmann 3 la théorie des catégories,
paru dans la gazette des mathématiciens, 5.M.F., n. 13, février 1980, pp. 37-43
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2 CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

Ces derniers résultats semblent maintenant intéresser beaucoup de gens, les catégoriciens allemands en
particulier.”

1.1.2 Définitions
Une csquisse mizte’ S = (C, I, P)estla donnée

- d’un graphe multiplicatif petit C
- d’un ensemble de cones inductifs distingués de bases petites

i
I={I= (Uf Z1, Uf),;eg_x el que J1 est une petite catégorie }

- d’un ensemble de cones projectifs distingués de bases petites

P
P={P= (v? Ik, VEYkexr tel que KY¥ est une petite catégorie }

Nous allons supposer pour la suite que C est une petite catégorie.

Lorsque Pensemble des cones inductifs distingués I est vide, on dit qu’il s'agit d’une esquisse projeclive,
tandis que si I'ensemble des cones projectifs distingués IP est vide, nous parlerons d’une esquisse inductive.
Enfin, une esquisse telle que (C, 0, 8) sera identifée & C.

On dit que f: (C, I, P) — (C', 1, IP') est un morphisme d’esquisses miztes si et seulement si

- f:C—>C estun foncteur
- I'image par f de tout cone distingué de (C, I, IP) est un cone distingué de (', P

Esquisses et morphismes entre esquisses sont les objets et les morphismes de la catégorie des esquisses
notée Esq.

Soit § = (C, I, IP) une esquisse. On appelle réalisation de S et 'on note F 1 5 — Ens, tout foncteur
F:C — Ens transformant les cones distingués de S en des limnites de Fns.

On nofe par Fns€ la catégorie des foncteurs de C dans Ens et par Mod{S] 1a sous-catégorie pleine de
EnsC dont les objets sont les réalisations.

Une catégorie D sera dite naturellement esquissable si et seulement si il existe une petite esquisse

S = (C, 1, IP) telle que D soit équivalente & M od[S}.

1.2 LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE

1.2.1 Langages et théories du premier ordre
Un alphabet du premaer ordre est la donnée

- d’un ensemble infini dénombrable V = {z1, %2, - .} de variables

- de connecteurs logiques - AN, T

- de deux parenthéses {,)

. d’un quantificateur existentiel 3 et d'un quantificateur universel V

- pour tout n € IV * d’un ensemble Sy, de symboles de fonctions n-aire

(pour n =0, un symbole de fonction (-aire sera appelée symbole de constante)
. pour tout n € IV * ¢’un ensemble Rn de symboles de relation n-aire

{pour n =12 on dispose dans Ry d'un symbole d’égalité =).

% voir C. Ehresmann, Hsquisses et type de structures algébriques, Bul. Instié, Polit. fasi XIV (1968}
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1.2, LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE 3

Les termes du premier ordre sont construits de la facon suivante :

- toute variable # € V', tout symbole de consiantes ¢ € 5 sont des termes
-8l ty,..., 1 sont des termes et f dans S, alors ff; ... #; est un terme.

Les formules atomigques du premier ordre sont les suivantes
sity,...,1; sont des termes et R dans Ry, alors Rty ... ¢, est une formule atomique.
Les formules du premier ordre se construisent par :

- les formules atomiques sont des formules

- 81 (7 et H sont des formules, alors ~G, {GAH ), (GV H), (G = H}, (G < H) sont des
formules

- 81 (7 est une formule et z € V' une variable, alors VoG et Jz@ sont des formules.

On appelle langage du premier ordre Uensemble I des formules sur un alphabet du premier ordre. Une
formule F' est appelée énoncé, si pour toute occurrence d'une variable z dans F il y a une sous-formule
(¢ de F dans laquelle figure cette occurrence et telle que Y2 @G ou 326 est une sous-formule de .

Une théorie du premier ordre est un ensemble dénoncés.

Soit L un langage du premier ordre. Une L-siructure M est la donnée

- d’un ensemble M M

- pour f € 85, d’une fonction f°  M" - M
. =M

- pour R ¢ R, d’une relation n-aire & C M"

- pour ¢ € Sy d’une constante #M € M.

Une valuation dans M est une application . V — M de 'ensemble des variables dans M.
Si @ est une valuation et ¢ € M nous notons par % la valustion

oV — M
v e {ﬁ(y) siy#

a siy==x
Une interprétation des termes est un couple {M, 8} tel que

-z € V est interprété par 3(z) (on note done #M = 3(z) )
- ¢ € Sg est interprété par ¥
- fti ... 1% est interprété par }"”E;” .. ff.
La relation “Iinterprétation des fermes (M, 3) est un modéle d'une formule” (notée (M, ) = F} est
définie de fagon inductive
S M B FEah sl B =T
S M B ERG .t s BB
- (M B SR ssi non (M, 5 = F)
- (M EFAG ssi M A EFeaMHEGC
- MBI EFVYE gl (MO E=EFouMAEC
- M B Y F ssi pour toulta € M 1 (M, 82 = F
- M A e F ssi il existe 0 € M avec (M, 32} = F.

R o T T T B 8 3 8.2 2 e om0 e e SO
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4 CHAFPITRE 1. LES ESQUISSES

Soit @ un ensemble de formules et F' une formule, on éerit @ - F si et seulement si tout modele de @ est
un modéle de F. Une formule F* est dite sous forme préneze sl F = (hzy .. QnzaG avec Q7 € {V,3}
et si (G est sans quantificateur. Toute formule est équivalente & une formule sous forme prénexe. Un
homemorphisme entre deux L-structures M= (M) et N = (N,'N) est une application 7 : M — N
telle que

- pour ¢ € Sg on ait T(EM) = ol

. .M =N
- pour f € Sp{k > 0} on ait #(f (ay, coag)) =T (m(ar),--. . 7law))
- pour R € Ri(k > 0) on ait WI?Mal ... 0 881 o w{ay)...w(ag).

Gi 7 est une théorie, nous notons par Mod(T } la catégorie qui a come objets les L-structures qui sont
modeles de 7, et comme morphismes tous les homomorphismes entre ces objets.

1.2.2 Construction des esquisses du premier ordre

Dans cette sous-section nous allons associer a toute théorie T du premier ordre une esquisse S = (C, X, P)
qui sera appelée esquisse du premier ordre déduite de T. Pour tout énoncé F' de la théorie 7 soit V(F)
Pensemble des variables qui figurent dans F. Nous allons construire Vesquisse S selon la structure
inductive des formules de 7. C’est-a-dire soit S Pesquisse engendrée par les données suivantes

- des objets ¢, 1 dans ObC
- une fleche 7: ¢ — 1 dans FIC
- un ¢dne distingué

N,

¢ —5—1

T T

{ pour exprimer que 7 :¢ — 1 est candidat pour une application surjective 3
- un céne projectif distingué: 1€ IP
(pour dire que 1 est un candidat pour un objet terminal )
- pour tout énoncé F de T et n = cardV (F}
e un objet ¢" dans Q8C

o des fieches a1 " — ¢ dans FiU pour i =1...n

e un cone projectif distingué

{ pour dire que " est candidat pour un produit )

- pour fout & € IN” et tout R ¢ R un symbole de relation k-aire qui figure dans T
OUS BVOns !

a un objet ¢* dans ObC
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1.2. LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE

 des fleches 7f : ¥ — ¢ dans FlCpouri=1. n

® un cone projectif distingué

{ pour dire que ¢* est candidat pour un produit )
s un objet (&) dans Qb

® une fleche tp : ¢( B) — c* dans FiC

* un cone projectif distingué

c(R)
id td
i

C(R) n?.f;—* C “"‘%}—L(R)
( pour dire que tg : ¢(R) s ¢ est un candidat pour une application injective )
- pour tout k € IN* et tout f € S; symhole de fonction k-aire qui figure dans 7 nous avons

® un objet ¢* dans ObC
e des fleches 7f : ¢f — ¢ dans FlC pouri=1.. .5

® un cone projectif distingué

NI

* une fleche ¢(f) : ¥ — ¢ dans FIQ

- pour tout symbole de constante m e Sy qui figure dans 7 nous avons ume fléche
elm) : 1 —» ¢ dans FIQ

- pour tout énonce F de 7 et n = cardV(F), pour tout terme ¢ qui figure dans F nous
consiruisens une fleche A{f) : ™ — ¢ dans FIC de la fagon suivante :

¢ sit=z; ( variable }
nous prenons comime fléche K(#) la projection A —
# sit=m { constante )
nous définissons dans FIC une fléche ¢® — 1 et nous prenons comme fleche K({)
sim

le composé ¢* — 1 205 4

L4 Sii:fé;tfk

et st pour £ = i ...k on a déja défini K{t;) @ e — ¢ , nous définissons dans
FIC une fleche A @ o7 s b 3 laquelle nous imposons les égalités o h = K(t;)

. \ - . B (/)
{pour i =1,... k) et nous prenons comme floche & (1} le composé o™ - o .

T P g i o 3 5,0, i



CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

- pour tout énoncé F de 7 et n = cardV (F), pour toute sous-formule G qui figure dans F
nous construisons un candidat pour un monomorphisme I(GY — ¢" dans FIC de la fagon
suivante :

e 51 (Gt =iy
nous ajoutons un objet Z(G) & Ob( , une flache Z(G) — ¢ & FIC et un cone projectif
distingué

7(G)

€ P
e K(t:) c
K(t3)

( pour dire que Z(G) est candidat pour un égalisateur )

e siG: Rty.. .1
nous définissons dans FIC une fieche b ¢™ — ¢* & Taquelle nous imposons les égalités
7¥oh = K(t;) (pouri=1,...,k) ( cest-a-dire que h est candidat pour le morphisme
de la propriété universelle du produit ). Nous ajoutons ensuite un objet T(G) & Ob(C,

des fidches Z(G) — ¢(R) ot Z(G) B, ¢ 3 FIC et un cone projectif distingué

IT}')

B o
Ito,@\ &P
e ek e(R)

esiG:HAK
et si Z(H) — ™, I(K) — ¢ sont déjh définis, nous ajoutons & ObC un objet Z{G},
trois Alaches I(G) — ¢ I(G) — L(H), T(G) — Z(K) & FIC et un cone projectif dis-
tingué
(G
¢ P

7(K)

I{H) ™

( pour dire que Z(G) est un candidat pour une intersection )
s siG:HVEK
et st Z(H) — ", Z{(K} — c" sont déja définis, nous ajoutons & ¢ I{HAK) ="
comme nous I’avons fait sous le point précédent, a ObC un objet Z(G), et & FIC deux
flaches T(H) — Z(G), Z(K) — Z(G) et & [ un cone inductif distingué
T{G)

el
T(H) ~— I(H A K) —— I(K)

( pour dire que Z(() est un candidat pour une réunion).
e si G H
et si I(H) — ¢ est déja défini, nous ajoutons & ObC un objet Z(G), & FIC une fleche
T((7) — ¢* et & I un cone inductif distingué :
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1.2. LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE

el
() 7(G)

{ pour dire que ¢ est un candidat pour une somme}.
o 5i7: dxl
et si I{H) — ¢™ est déja défini, nous devons envisager deux cas :
a} la variable » ne figure pas dans H.

Dans ce cas nous ajoutons & ObC un objet Z(G), & FIC une fleche I(G) — I(H}
et & I et P des cones qui expriment que Z{G) — Z{H) est candidat pour un

isomorphisme.
b) la variable » figure dans i, c’est-a-dire (7 AeH(zy, .. ., Bi1, &, Tit1,- .-, En). Dans
ce cas nous ajoutons A O6C des objets ¢! (sauf pour n = 1 ou nous posons

¢ = 1), T(G) et & FIC des fldches 7 : ¢ — ¢*~ % Z(H) — 1, I(H) — L(G) et
I(G) — 7L
A [P nous ajoutons des cones (sauf pour n = 1)

fi—1

et

b @HD
I{G) —— " = I(G)

{pour dire que () — ¢" ! est candidat pour une application injective.)
Comme ¢dne inductif nous ajoutons i esquisse 5 :

1
]\ .
1 e T ——— 1

{pour dire que Z(H) — 1 est candidat pour une application surjective)

o)
*

: e
(Gt T(H) —2—= I{G)

(pour dire que I(H) -~ Z{G) est un candidat pour une application surjective)
Ces données seront solmises & des égalités suivantes

=1 I i i TR FrA e T2 -t — e TE
) CH Wy, ..,y OF 5 W, A; OW—W&+§:"'=7‘.n—1OTr“‘7"u

I NS, 4 4 00 50,8, 53,80, 8, 8,3 8 50 i
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8 CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

et vou=mom
otv m: I(H) »— c" pour exprimer que nous disposons &’une décomposition epi-mono

I(G)
Ll & —

Ceci achéve la construction de I’ esquisse S. Malheureusement M od(T) n’est pas naturellement esquissé
par S, c’est-h-dire mous n’avons pas en toute généralité une équivalence entre Mod{(Z) et Mod[S]. i
existe, en revanche, sur le plan des objets un isomorphisme de classes : ObMod(T) = ObMod[S]. Clest
griace a cette correspondance que nous parlerons donc des esquisses du premier ordre.

1.3 LES ESQUISSES CONCRETES

Appelons esquisse concréte® tout couple (S, F') constitué d’une esquisse projective S et d’un ensemble
IF de cones projectifs petits distingués dans Mod(S]. On appelle réalisalion de (S, JF) toute réalisation
F de § qui vérifie :

Hom(L, F) = K.’fﬂ Hom(Lk,F)

€x,

pour tout cone projectif (L — L K )k eKer appartenant 3 IF. On note alors Mod[S, FF] la sous-catégorie
pleine de Mod[S] dont les objets sont les réalisations de cette esquisse concréte. A toute esquisse mixte
S ={C, I, IP) on peut associer Vesquisse concréte ((C, IP), Y{H)} ol Y désigne le foncteur de Yoneda.
1l est facile de vérifier que Mod[C, I, IP] = Mod{(C, P),Y (I)].

Inversement on montre* qu’d toute esquisse concréte (C, 1P, JF) est associée une esquisse mixte S’ =
(C', I', IP’) telle que les modeles de §' et de (C, IP, IF") soient en bijection. On voit donc que les notions
d’esquisse mixte et d’esquisse concréte se correspondent.

1.4 CATEGORIES FILTRANTES ET
FONCTEURS COFINAUX

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats des livres CWMS et SGA 45,

En théorie des ensembles on appelle ensemble filtrant tout ensemble muni d’un préordre dans lequel deux
&éments admettent toujours un majorant. Cette notion peut étre étendue aux catégories !

Une categorie J est filtrante si J est non-vide et

. Pour tous objets J, J' e J il existe K € J et des fleches J — K, J e K

9. Pour tout couple de fleches u,v 1 J —+J "l existe un objet K € J et une fieche w : J -~ K avec
wou=wou

3 voir R, Cuitart et C. Lair, Existence de Diagrammes localement Libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981
4 yoir R. Guitart et C. Lair, Calcul des formules internes, Diagrammes, Vol. 4, 1980
{en pp. G 26-27 se trouve une démonstration d’existence)
5voir 5. Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag
% yoir Séminaive de Géométrie Algébrique du Bois Marie,1963/64, Théorie des Topes et Cohomologie Etale des Schémas,

S.L.N. 269

e R R 2 e B e O e L e I D B e
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Autrement dit J est filtrante si et seulement si tout foncteur ] — J de source une catégorie finie [ est
base d’un cone inductif dans J.

Une himite inductive filtrante est la limite d’un foncteur F : J —+ K défini sur une catégorie filirante J.
Nous avons le théoréme important :

Théoréme : Soit K une catégorie finie et J une catégorie petite et filtrante. Alors pour tout bi-foncteur
F: K x J -+ FEns le morphisme canonique

Colimy Limg F(K, J) — Limg Colim; F(K, J)
est un isomorphisme.
Démonstration : voir CWM, p.212

La notion de cofinalité que nous allons introduire maintenant servira dans la définition du diagramme
localement libre & exprimer synthétiquement sa propriété de limite (voir section 1.5.2), comme J.Bénabou
nous a signalé.

Un foncteur F' : J — K est appelé cofinalsi pour tout X € K la comma-catégorie (K | F) qui a comme
objets des morphismes K — F(J) est non-vide et connexe. Une sous-catégorie est appelé cofinale si le
foncteur inclusion est cofinal. :

Pour F: J — K et L : K ~ (il existe un morphisme canonique ColimL o F' — Coliml, qui est
défini si les deux colimites existent. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme : 5i F : J ~ K est cofinal et si L : K ~ C est un foncteur tel que ColimL o F existe,
alors Colim L existe et le morphisme canonique est un isomorphisme.

Démonstration : voir CWM, p.213-14

1.5 THEORIE DU DIAGRAMME LOCALEMENT LIBRE

1.5.1 Introduction

On sait construire effectivement les éléments du monoide libre sur un alphabet A, 4 savoir comme les mots
sur cet alphabet. Les structures algébriques libres générales peuvent aussi étre décrites effectivement,
en en représentant les éléments comme termes de la théorie comprenant comme constantes les éléments
de Vensemble générateur. Si un foncteur n’a pas d’adjoint mais est néanmoins mixtement esquissable,
on a (Guitart-Lair?), & la place des structures libres, Uexistence des diagrammes localement libres; ef
méme dans certains cas plus particuliers, on a ( Diers® ) Pexistence de multi-structures libres ¢’est-a-dire
de diagrammes localement libres discrets. Nous indiquons ici, dans le cas ol I'esquisse mixte consi-
dérée compte des cOnes inductifs quelconques et des cdnes projectifs finis, une méthode pour présenter
effectivement les éléments des différents objets du diagramme localement libre. Ce résultat est une étape
indispensable en vue d’élaborer un procédé calculant les invariants homotopiques et cohamologiques
proposés par Guitart®. Pour simplifier nous écrirons d.0.1. au lieu de diagramme localement libre .

Tvoir R. Guitart et C. Lair, Existence de Diagrammes Localement Libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981

Svoir Y. Diers, Catégories localisables, Thése, Paris, 1977

Fvoir B, Guitart, On the Geometry of Compntations, Cahiers de Topologie et Géométrie Différentielle Catégorique,
Vol. XXVII -4 (1986}
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1.5.2 La définition du D.L.L. des Esquisses Mixtes

Soit § = (, I, IP) une esquisse mixte. Considérons le foncteur T : ¢ — Ens de la catégorie sous-jacente
C vers les ensembles. Si 7' n’est pas un modéle, T est quand méme susceptible d’engendrer un “spectre”
de modales. Le d.l1. de T est ainsi la donnée :

- d’une petife catégorie A,

- d’un diagramme de foncteurs D : 4 — M od[S] et

- d’un céne projectif d = {dy : T — Da)aca dans Ens<
tels que pour tout modele M € ObMod[S] :

Homp,,c(T, M) % Hompgoqrs1(Da, M).

Autrement dit on demande que le foncteur (D,d) : A — (T} Mod(S}) avec Av— (da : T — Da)
soit cofinal {cf. section 3.3} i.e. tel que pour tout h:T —— M la catégorie (D,d) | h soit non-vide et

COLNEXE.
Cette dernidre condition peut étre explicitée de la fagon suivante :

Pour toute fleche (T L M) € Homp, (T, M)
1 34€ A, HDa 25 M) € Homppousy(Da, M) - h=ma0dy

Ens&

M od[S]

F2]
FIL 4 \ d
A\

M il T

2) Si (A, ma) et (A, m 40) satisfont la condition 1), alors il existe un zig-zag dans A :

A A

Aﬁﬂl_ ........... Aﬂ :xA"

tel que le diagramme suivant est commutatif :




e R

]
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D

2

Guitart-Lair'® ont donc établi Vexistence des d.1.1. La démonstration se base sur une construction trans-
finie par saturation. I y a donc un principe itératif, mais 3 chaque étape la construction n’est pas
effective. Dans la perspective d’un calcul effectif d’invariants géométriques nous aurons besoin d’une
construction plus effective. Pour cela nous avons effectué une autre démonstration qui est effective mais
valable seulement pour les esquisses dont les cHnes projectifs sont A bases finies. La finitude des bases des
cOnes projectives est donc une restriction par rapport au résultat de Guitart-Lair mais permet d’éviter
une induction transfinie.

1.5.3 Raffinement : le D.L.L. relativement filtrant

Pour des applications géométriques ultéricures nous aurons besoin d’une certaine “amélioration” de la
notion du d..I. Soit de nouveau S = (C, I, IP) une esquisse mixte et T : ¢ — Ens un foncteur. Un d 0.1
(4, D, d) de T est relativement filtrant (d.Llr.f) sl et seulement si pour tout b : T —s M, la catégorie
(D,d} | h, qui est connexe, est de plus filtrante. Soit expliciternent :

i} Pour tout modéle M c M od[S] et tout morphisme (7 2 M) € FIEns€, pour A, A € ObA4,
ma € Homproqsy(Da, M) et my € H omaseas){ Dar, M) tels que les diagrammes suivants commutent -

DA QAJ
M. T M T
h A

existe B € QbAet mpg & Homyrous)(Da, M) et A — B — 4 dans FIA tels que dans Mod[S] on ait
un diagrarme commutatif :

¥vair R, Guitart et O, Lair, Bxistence de Diagrammes Localement Libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981
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.
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12

M od]5] m :
DA‘ 6

TiE 42 DB

2 ) Pour tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme (T 2, M) € FlEns<, pour A A" € ObA
et tout couple de fléches u : A — Aetv : A —— A, pour my € HomMadg_g;(DA,M) et pour

ma € Homppoars{Par, M ) tels que le diagramme guivant commute

Mod|5) m
A

™a Dar

AT \

Enss

il existe Be UbA el mp € HGmMoggs}(DB:M} et w: A" —s B dans FIA tels que wou=wov et tels

que le diagramme suivant commute dans Fns= :
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M od[5] m
A

L o

m 4

\\\“T

Enss

On reconnait les deux étapes dans la définition d’une catégorie filtrante!!. Le mot “relativement” se
référe au point de départ qui est le morphisme b : 7"~ M.

1.5.4 La définition du D.L.L. des Esquisses concrétes

Soit S = (C, P, F) une esquisse concréte. Considérons le foncteur T G s Ens de la catégorie sous-
Jacente de S vers les ensembles. Le dll de T est la donnée :

- d’une petite catégorie A
- d’un diagramme de foncteurs D : A — M od{(C, IP), IF]

- d'un cdne projectif d={dy T Dy)aca dans Ens€ tels gue pour tout modale
M e ObMod|(C, IP), IF] :

Hompg, o(T, M) ’—%“":gf% Hompgoq51(D g, M).

La définition est donc tout 3 fait analogue au d 1. d’une esquisse mixte. Nous avons de nouveau lexistence
du 410137,

1.5.5 Exemples

Les deux exemples suivants ont 66 mis en évidence par Guitart!® :

Le D.L.L. des sommes

On considére Pesquisse mixte §=aq - ¢ o b avec le cone inductif distingué a —— ¢ <X b, Soit
T :{ — Ens un foncteur que Pon notera par T'= A % 0 2.

Premier cas : u(4)N v{B) # 9

I v’y & donc pas de morphisme de {u,v) vers un diagramme sormme. Dans ce cas Je d.i1. est le
diagramme vide.

Hvoir 8, Mac Lane, Categories for the Werking Mathematician, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, p. 207

Pvoir B, Guitart at, C. Lair, Existence de Diagrammes Localement Libres, Diagrammes, Vol. 6, Paris 1981

Fyair B Guitart, On the Geomstry of Cormputation 11, Cahier de Topsologie et Géoméirie Différenticlie Catégorigues,
Vol. XXIX-4 {1988}, p. 322-323

T 00, et e
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Deuxitme cas : u(A)Nv(B) =@
Soit donné un morphisme vers un diagramme somme :

> C ¥ / A+ B
B -5
fs
Notons
c* = C\lu(A)Uu(B)]
Ci = {ceC{f() €A}

{eeC*| fle) € B}
Pour cette raison

u(A)+C

u(A) +v(B) +C*

\/

v(B) + Cg

sera le diagramme somme qui factorise le morphisme {fa, f, fB). Le d.li. est donc discret et est indexé
par Vensemble des bipartitions de C*.

Le D.L.L. des Epis

On considére ’esquisse mixte S = a L, b avec le céne inductif distingué :

id b id
/ tf\
b«Ta—?—-b

( pour dire que f:a — b est un candidat pour un épimorphisme).

Soit T' : § —— Ens un foncteur que P'on notera A L, B. Soit w la catégorie qui a comme objets les
cardinaux finis ¢t comme morphismes toutes les applications entre cardinaux finis. Le d.l.1. est défini de
la facon sulvante :

D w —  Mod[S}
[
n bt A+ ﬂ(Bi\ f(A))
B
‘ A+nBA\AA) "E A+ m(B\ f(4))
{n—— m) — 1 !

\ B ey B /
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ot D(£)(d) est U'identité sur B, D(t}{a) est Uidentité sur A et envoie Ja #87¢ copie de B — f(A) sur la
H@)™e copie de B ~ f(A).
Le cone projectif du diagramme localement libre est donné par :

Ar A+n(B\ f(4)

d, : If pour n € w

- B

id

Vérifions maintenant que ces données constituent un d.ld. de A —s B. Pour cela considérons un mor-

phisme de A 2.8 vers un épi ;

A : - K
f[ lg
B - [

Ii est facile de voir que tout n € w délivre une factorisation par A + n{B — f{A})) — B mais que cette
factorisation n’est pas unique en général. Considérons pour cela deux factorisations :

A a(B\J(A) e K At m(B\ f(4) 2 e K

e » [

Dans w nous pouvons définir le zig-zag suivant

43 v
n — nt+m T

d’oll le diagramme commutatif ;

A4 n(B\ f(A)) ——— A+ (n+m)(B\ f(A))~—L— A+ m(B\ £(4))

St m l
H
‘ ; ‘
B id B id B
¥
En e K Fon
!
H T —— I ¥

R R PRI ... 0,32 1, .m0 st ot
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avec Spem : A+ (n+m)(B\ f(A)) — K
re A s s{x)
yE(B\ f(A)); avec i<n b Sp(2)

ye(B\ flA)) avec n<i<m +—— su(z)




Chapitre 2

LA CONSTRUCTION
EFFECTIVE DU D.L.L. DES
ESQUISSES MIXTES

Ce chapitre a été objet d'un exposé au 5litme Paripatetic Seminar on Sheaves and Logic'. Pour le
reste de ce chapitre, soit S = (C, I, IP) une esquisse mixte avec les notations de 1.1.2 . La construction
effective du d.J.[. ne sera valable que si les cones projectifs distingués de S sont & bases finies {Cette
condition intervient dans la section 2.3.1.¢), p.40).

Soit T : € — Ens un foncteur quelconque de la catégorie sous-jacente de Vesquisse S vers les ensembles.
Le but de ce chapitre est de caleuler de facon effective point par point le dl de T.
Nous allons veoir que la construction qui sera préseniée n’est pas seulement un d.l1., mais aussi un
d.L1. relativement filtrant de T'.

2.1 LE SQUELETTE DE LA CONSTRUCTION

Si 7' n'est pas un modeéle de Pesquisse S, l'on peut se questionner au sujet des raisons qui font que T ne
transporte pas les cOnes distingués de S en des limites de Ens. Avant d’examiner cette question, faisons
les rappels suivants sur les timites inductives et projectives

Limites Inductives : Soit F:J — Ens un foncteur. Alors :

lim _
ot F(J) = L ED/ =

oit ~ est la relation d’équivalence suivante :
(z,J) = (&, ) ssi il existe un zig-zag entre J et J' qui lie (z,])a{c,J)

Limites Projectives : Soit 71 K - Fns un foncteur.

Alors :
I ) = {(ex)rex € T1 FUONK K€ K ut K — K’ € K Fu)(ex) = 2]
KeK Kex

{gyieme Q&L Valenciennes(Fraunce), 13-14 février 1993

A R T e R
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Nous trouvons trois types d’“imperfections” qui empéchent T d’8tre un modale { les deux premitres
concernent les limites inductives et la troisiéme les limites projectives )} :

Erreur 1 H se peut pour un cone inductif de S que 'image de son sommet par T ne soit pas entidrement

“remplie” par la base. Clest-a-dire il existe 7 = (U] RN Ujeyr € X

tel que M2 T(UL) # TV parce que la famille T(a}) n'est pas collectivement surjective, i.e.
Jegd

S T TwmETUh

V(RS m

[
AN
AN v

P

Les 7l
Erreur 2 Il se peut pour un cone inductif distingué de 5§ que dans 'image de son sommet par T deux
points de la base s'identifient sans que dans la base il y ait un zig-zag qui les lie,

I .
Cest-a-dire il existe I = (U} LR U zeqr € I tel que lim, T # T(U!) parce que 37,7 € J*,
4 Tes?
Jzy € TUD), x5 € T(UL) tels que T{ah ) zs) = T{a} Yz} mais il n'y a pas de zig-zag entre J
et J! dans J? quilie z; & zj.

U

P -

Ty e

Lid -
Erreur 3 1l existe P = (V2 25 V) wexr € P el que B T(VE) £ T(VP), Cest-a-dire que
K k"
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a) ou bien T(V") — i T(VE) est non surjective.
KeK”

b) ou bien T{(VE) ~ hm T(VE) est non injective.
KeK"

OO0 52, R
Kek®

G—‘_wﬁi}) 0
oxe 538 0O

O
(3 S L

Nous allons “réparer” ces trois types d’erreurs par saturation :
P Y

Erreur 1 Pour tout cone inductif I € I, nous allons départager la partie de T(UT) qui n'est pas “rem-
plie” par la base et nous slions “verser” cebte répartition sur la base : pour tout IeletJed d
nous ajouterons un ensemble A (J) & T(U]) tel que nous ayons UI)\" (1} = T avec

Jed

o =T\ LY (a5 WU

Comme le cone distingué I est plongé dans ¢ dans un environnement, nous devons ajouter XN
également a T (W) pour toute floche U] —— W € FI{ et tout objet W € ObC. Les M (J} sont done
le résultat d’une partition de 77 Mais rien n’assure qu’il existe une sorte de répartition canonigue
unique. Cest-&-dire qu’il y aura une ambiguité dans la détermination des A7(J). La téche de la
construction effective du d.l.L sera de mesurer cetie ambiguiteé.

Erreur 2 Cette erreur est due au fait que dans la base il y a “trop peu” de zig-zags susceptibles de com-
biner des points qui sont identifiés dans le sornmet. Pour tout 1 € T et J € L ! nous ajoutons done
wn ensemble #1(J) &2 T(U]) qui consiste en des “maitlons manquants”. Ces “mailions manquants”
seront précisés plus tard. Comrue pour erreur 1, nous devons ajouter #7(J) également & T{W)
pour toute fléche U —s W € FIC et tout objet W € ObC. Comme pour erreur 1,1l y aura une
ambiguité dans la détermination des # ()} ce que nous allons essayer de mesurer dans le d.0.1.

FErreur 3 Afin de réparer ce troisiéme type d'erreur, nous allons ajouter & T(VF) (P € IP) une partie
convenable ¥ C ﬁi:{ P"[’{Vé)} qui sera précisée uliéricurement. Comme le cone distingué P est
CER

piongé dans C dans un environnement, nous devons ajouter ¢F également & T{W} pour toute
floche VP — W & FIC et tout objet W ¢ ObC. En réalité, la réparation ne sera effectuée que par
des ajouts {visant V'erreur 3 a}} et un passage au quotient wltérieur (visant Perreur 3 b)).

Nous effectuons simultanément toutes ces saturations sur 1. Mais comme les différents cones distingués
de § peuvent étre entremélés, il est possible qu'une saturation anéantisse les effets d’une autre. Le

T T TR
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“nouvean” 1" est done susceptible de contenir les erreurs 1, 2 et 3 & nouveau. Pour cela nous allons
répéter la procédure de saturation pour “ce nouvean” T etc. Autrement dit nous allons répéter ce
procédé a Pinfini par induction. Nous obtenons ainsi les foncteurs 75, (n € IV). Nous poserons ensuite
Too = neav Tn et quotienterons Too par une relation d’équivalence convenable & g qui fera de Teo un
modéle. L'ensernble Solmod(T) = {Tw/xy} de tous ces modéles ne sera pas encore le d.l1. de T, parce
que P'ensemble Solmod{T) ne permet pas de combiner les différents modéles par zig-vags. Afin d’obtenir
ces zig-zags entre modéles, nous allons procéder de la maniére suivante :

Nous considérons les éléments de Solmod(T) par paires de deux. La sormme amalgamée de deux modéles
ne sera pas nécessairement un modéle, mais elle est susceptible d’engendrer un autre ensernble de modeles
selon fe procédé que nous venons de décrire. Nous allons assembler tous ces ensermnbles de modéles avec
Solmod(T) et nous allons définir des fléches formelles qui pointent & partir de deux éléments de Solmod(T)
en passant par leur somme amalgamsée vers un point de Pensemble de modéles de cette somme amalgamée.

Mod[5) /—"\

- |

/

[, somme
f amalgamée

X
\

;

— N

M T

EnsZ

Aprés avoir joint tous ces ensembles de modéles ensemble, nous allons recornmencer cette procédure
de formation de sommes amalgamées ainsi de suite. Autrement dit nous allons répéter ce procéde de
formation de sommes amalgamées 3 Pinfini par induction. Ceci nous conduira au d.l.i..

2.2 LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L.

La construction qui va suivre est effective, mals malbeureusement peu intelligible quant & ses choix et
ses définitions, parce que Pordre qu'a pris Uinsuition est différent de celui d'une représentation ferite.
L’intuition est partie d’'un morphisme b : 7 — M de T vers un modeéle M de ¥, afin de construire une
factorisation - factorisation qui est obtenue & partic de T en réparant de fagon 1térée les erveurs 1, Z ot 3

M I

Dans Papproche intuitive c’est seulement apres la coastruction de cette factorisation que Uon essale
de déerire Vensemble des factorisations possibies, tandis que dans la représentation écrite on introdait
brutalement dés le début des ensembles (qui semblent étre arbilraives et peu intelligibles) pour montrer
ensuite qu'ils fournissent des factorisations.

A cause de ces considérations nous proposons au lecteur d'admettre la construction du 4.0, de se
rapporter directement a la section 2.3 et de revenir successivement & la section 2.2 . Clest dans ce “va-

L T L AR i i e 8 2 280
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et-vient” que la lecture du chapitre 2 nous semble étre la. plus profitable.
J.Bénabou nous a signalé que le lemme suivant permet en théorie d’éliminer le foncteur T :

Lemme : Soit § = (G, I, P} une esquisse mixte et T : C ——+ Ens un foncteur. Alors il existe une
esquisse S[7] telle que Mod[S[TT] = T | Mod[5]

En effet, la recherche d'un petit d.ll sur T se ramene ajors & la recherche d’un foncteur cofinal
A — Mod[STT]] de source une petite catégorie A.

Dans ce qui suit, quitte a remplacer S par S[77], le lecteur pourrait, du moins dans la premiére étape de
la construction (passage de 7' & 74}, raisonner comme si I'on avait 7' = @.

2.9.1 Construction de ’ensemble des factorisations au-dessus de T

La construction de cette sous-section concerne la premiere condition du d.{.M. Pour tout
n € N construisons par récurrence des foncteurs Ty, : £ — Ens réparant sur 7' les erreurs 1, 2 et 3
ot des ensembles Iy, A qui mesurent ambiguité de ces réparations.

La premiére étape de la récurrence

Posons Ty = T. Indiquons ensuile les définitions qui sont essentielles pour la réparation
des “erreurs 1, 2 et 3”.

Erreur 1 Pour I € I soit Tf = To(U)\ [ U To(a))(Te(U)] et
JEd
AT TH = M- ObJT — P(T{}/ \lest une application et UI)\é(J} =T
sel
A(JF, T}y déerit Vensemble des distributions de 7!

Erreur 2 Pour cette erreur il s’agit donc de compléter les “zig-zags manquants”. Sans nuire a la génér-
alité nous pouvons nous restreindre & deux types de zig-zags dans FIJ d ( pour tout cone inductif I
de I) :

FE SN

U}’)‘ I J PR J’H

Le deuxiéme zig-zag ne présente pas de probleme de “maillon manquant”, comme nous allons voir
dans la section 2.3. Pour réparer Perreur 2 nous allons donc surtout nous occuper des zig-zags du

type J' < J . J. Définissons
OV () = {(zr s} € ToUJ) x Ta(Uo) N2 € TolUD) : Ta(y)z 1) # 2o et To(8)(@s) # 2an}
elin :%@g'ém et Of = Jgfegu).

Nous pouvons mesurer 'effort de réparer Perreur 2 par Pensemble suivans :
o Ty = {# : 0bJ" — P(O); /8] est une application et VJ € J k(0 c el

Prreur 3 La mesure de la correction de Perreur 3 peut dtre définie par
By P
vy =20 1 v
Fn rassembland lous ces ensernbles, nous pouvons définir

Ao =To= LA Ty x e’ 1oy = TL (KD Ty
fek ’ fel PeP

AT ERERRRREL, A L B T e T L T L T B L 7T T T A 0,
L T T S e TP T T R R SORRCS
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Choisissons (g, 90, %) = (A)rer, (9)1ex, (¥ )per) € To = Do

Nous pouvons ainsi définir le foncteur Ty = Ty (Ao, Yo, o) de la fagon suivante :

T (Ao, Bo,%0) c e Ems
osC — ObEns
11 I I
W e Tp{WY + Ilélf JEiIHomgm(U;, W x Ag(J) {erreurl)

F18 jglﬁamgu(iff;, W) x 95(J) (erreur2)

+ PIé},PHO-T_ng_(VP, W) x ¥f (erreur3)
FiC —  FliFEns
WS W) (Ti(ho, 9, $0)(W) =5 Ty(Ao, o, w0)(W"))

Ti(c)est défini par morceaux :

To(W) Tols) To{W")
Homg (U5, W) x A{(J) — Homg(UJ, W) % A5(T)
Wit we) s (UL S W S W)
Homg(Uf,W) X 195(J) — Homg_(U§,W’) X 195(})
i w,) — (UL WS W)
Home(VE W)y xyf  — Home(VE W) x ¢f
VP Lwa) — (VP LW S Wz)

Tl est facile de voir que 73 est un foncteur. Malheureusement T) peut contenir de nouveau les erreurs
1,2 et 3. Pour cela recommengons la procédure :

Erreur 1 Pour tout I € I soit Tf = Ti(UD\[ U Ti(a))(T{UI))] et
Jed

A TH = (M 08— P(T{)/A! est une application et U[)\{(J) =T
JEd

Erreur 2 Pourtout € Tet J €L ! wous considérons dans FII' le zig-zag J' 2oy

Définissons
1)) = {(xyr,250) € Ti(UL) x Ta(Ujn)/Nzs € TUULY : TNz s) # za0 et To(8)(z1) # 2v}

el =11e7'() e O] = JEIJ}@{(J).

7.8

Comme pour Pétape précédente nous définissons
0!, Ty) = {#! : ObJ! ~— P(©1)/9] esi une application ¢t V.J € JT 9l cel(ng.

Erreur 3 Pour tout cone projectif distingué P € IP nous définissons :

(K", 1) = P(Kgxpfﬁ(vﬁ DL

En rassemblant tous ces ensembles nous obtenons comme une mesure de Vambigulté :

Iy = Ti(ho, dorio) = TTAW, T x Lo, 1) x J1 (K", Th) et
fed fel pPelP

A= H o T, 0, v0)
{Ag,¥o WolE L.
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L'hypothése de la récurrence

Supposons que Ag,...,An i To, ..., I'n et les foncteurs To, --., Ty sont déja définis tels que

Aa = o a TnQaes Pasy ),
r, = To(nes, et 1) = AL T x 1O, 70) x T 9K, Th),
fe¥ fed Peip

V(KT Ty o= PO I TV,
KeK?
O, Th) {81 : J1 — P(OL)/9] est une application et VJ € L' : 9}(J) € O5(J))

i

avee ol = }_%@z’ﬁ((]) et © = U 0L et
¥, Jed!

O10() = {(@smar) € TaU)[Ves € TaUD)  Talr)(es) # 250 et Ta(m(@s) # 24}
Pour tout J' —— J L g et tout J e S
AJE Ty = {AL:ObJT — P(TL)/A, est unc application et Ulhﬁ(J) = T4} avec
Jed

Tr{ = Tr{(‘\nmly t?ﬂe«la d"nwl) - Tﬁ(UI) \ [Jg!Tﬁ{ag}(Tﬂ(U.;))]

Finalement le foncteur Tp, = Tn(An-1, 9n-1, ¥n-1) dépend du choix de Pélément
(Aﬂwlnﬁn—dsd)nwl) (S An——l-

Le pas de la récurvence
Choisissons (An, n, ¥n) = ((AM)rer. () zex, (W5 Ypep) € Ag, c'est-a-dire nous choisissons

(}\nml;ﬂn—-hd}nwl) EAp_; et (}‘n;ﬁm'ﬁé’ﬁ) € A,
Nous pouvons définir de fagon analogne un foncteur Ty = Tas1{An, ¥n, )

Tot1: C —  Ens
ObL —  (QbLEns
W - Tn(W)%IIEIE jgfﬁomg(rj;,vv) x AL(J) (erreurl)
1§ I I
L Jei{Homg_(Lj, W) x 95(J) (erreur)
+ PHPHomC(VP, W) x ¢k (erreur3)
- C

FIC — FlEns
(W EWY e (Tagr O s )W) T2 Ty O, B, 90 ) (W)

Trs1{€) est défini par morceau de fagon analogue que Ti(g). De nouvean il est facile de montrer que Tt
est un foncteur.

Erreur 1 Pour tout I € ¥ soit T, = T (UH\ {Jg}i;+1(a§)(il;+i((j’j))} et

L2

A(_Jiftf[’ffﬁ) = {A 08J1 — P(T} . )/ M 41 est une application et Jgii\fw}(bf} =TI}

Frreur 2 Pour tout [ € F et J € .J' nous considérons dans FIJ' le zig-zag J' MLE S
Définissons -
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e (7)) = {ar,zm) € Tost(UL) x Tupr(USa)/ V21 € Toei(US) ¢ Tasa(V)zs) # 2y €
Tt (8)(zs) # zar}

oL () = Llerfu() e 0= 100

Comme pour Pétape précédente nous définissons
o\ Tor) = {9np ob)}  —  P(OL.)) Fnyy est une application et
vield": 91 () € e 41(N}-

Erreur 3 Pour tout cone projectif distingué P € IP nous définissons :

qf{f\ipsTﬂ,;}} = P(KE{PT’%-F&(V};))‘

En rassemblant tous ces ensembles nous obtenons comme une mesure de Pambiguité :

Pnst = Fag1(An, On, ¥n) = T AW T % 1o, Tun) x 1 W(KE  Tas1) et
fed Igl Pel

A = r AnsOns Pn )
atl (An;ﬁn%n)eau nvi-l( n 'f) )

Clest ici que finit la construction par récurrence.

Vers ’ensemble des factorisations au-dessus de T

Afin de construire une mesure globale d’ambiguité, définissons :

Ao o {applications p: IN — ]éINAﬂ_/ Vne IV : p(n) € Ay et Vo€ N7 p(n) € Ta(p(n - 1)}
7

Cette définition de Ao est préférable a UNAn, parce que définir Ay, comme 11 A, ne prend pasen

ne ng
compte le fait que chaque An 41 dépend de Ay, Ensuite nous devons construire un foncteur Too qui unifie

les T, {n & IN). Pour tout p € Mg nous posons :

Too = Toolp) © T+ 1L Talo(n = 1))

Nous digposons d’une transformation naturelle canonique T = To ——rToolp).

Le foncteur T n'est pas nécessairement un modéle. Nous allons essayer de quotienter Too par une
relation d’équivalence convenable. Pour cela nous devons établir quelques considérations sur les relations
d’équivalence. Soit H un foncteur € — Ens. Nous pouvons définir deux types de relations
d’équivalence :

1. Pour tout foncteur H' € ObEns<, toute transformation naturelle g : H — H' € FlEnsE et tout
objet W € ObC nous avons une relation d’équivalence sur H (W) :

Yo,y € H(W): z=gw)y 8 g(W)(a) = g(WH(w)
2. Nous pouvons ensuite consiruire une relation d'équivalence sur la classe suivante :
Horag,c(H,—)=1{g: H — H' JH' € ObEnsS, g € Homp, o(H, H')}

Deux transformations naturelles gy : H —s H, et gy 2 H — Hgsont équivalentes (notons g1 = g2)
o et seulement st pour tout W € C, pour tout =,y € H(W):

G (W)) = g1 (W) < g2(W)(z) = g:(V) (9]
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Pour une transformation naturelle g : H — H' le premier type de relation d’équivalence fournit en
particulier le foncteur suivant ;

Hfwmy [ s s
ObC — ObEns
w s H(W)/xgw)
Fid —  FlEns

W W) s (HOW) wgowy — HOW') mgiwsy)
r/zg(W) _ H(S)(z}/zg(w-')

1l est facile de voir que H/~, est un foncteur, c’est-a-dire que implication suivante est valable :
g(W)(z) = g(W)ly) == g(W'}(H(e)(2)) = g(W ) H(e)(y))-

Cles considérations serviront & trouver des relations d’équivalence convenables qui transforment 7o, en
un modele. Pour p € Ao définissons la classe :

L =N(p) = 5(T,p) ¥ { ¢ Tulp) — H/ H € ObModlS],

pour tout 1€ I: 5% To(U) /gty = Too U gty
Jed

pour tout P € P: W0 T (VE) gywey = TeolVE) wgviy}
KeK?

Dans cette classe nous trouvons toutes les transformations naturelles de T (p) vers un modele H de 5
qui fournissent une relation d’équivalence transformant T, en un modele de 5. La classe ¥ devient un
ensemble si nous la quotientons par la relation d’équivalence “~”(voir plus haut) :

Q= Q(p) = AT, p) BT, p) /=

(5(T, p) est une sous-classe de la classe Homp, c{(Tus(#), ~))-
() est un ensemble parce que Q =~ {vrai,faux}?, oit @ est Uensemble des triplets (W, z,y) avec W € C,
2,1 € Too(p}(W). Maintenant nous pouvons définir “I'ensemble des factorisations” de T’ par :

{TOO(P)/%.Q € Mod[S] | (P:g/m) € E(T)}

o ey def
avec ensemble subordonné Z(T) =

pg_gmﬂ(fl’, P

Il v a donc un foncteur (ou plutot une application) :

D E(T) s M odiS]
(p:9/x) v Toclp) g

et de plus un cone projectif dans Ens< :

d=(dipgjn) T T (p) — TeslpMma)io912)e20T)-
Comme il a été suggéré dans la section 2.1, (E{T), D,d) ne fournit pas encore un d.l.l. de T, parce que
la “deuxiéme condition” d’un d.[.[. n'est pas encore satisfaite, c’est-a-dire qu'il n’y a pas de possibilité

de combiner les Too(p)/x, par des zigzags. A ce stade (2(T), D, d) est seulement un “ensemble de
solutions” {solution set).

I BB BB R 03 8,5, 0, 555 e
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2.2.2 Des zig-zags pour combiner des modeles au-dessus de T

Afin d’obtenir des zig-zags entre modéles, nous pouvons procéder de la fagon suivante (voir aussi section
2.1). Nous allons considérer les éléments de “Vensemble des factorisations” de T’ par paires de deux.
La somme amalgamée de deux modéles ne sera pas nécessairement un modéle, mais elle est susceptible
d’engendrer un autre “ensemble de factorisations”. Nous ajouterons tous ces “ensembles de factorisations”
avee {Too(p)/mg € Mod[S] | (p,9/x) € E(T)} et nous considérerons comme premiéres fléches celles qui
pointent & partir de deux éléments de {Tw (p) /=g € Mod]S] | (p,9/=) € E(T')} en passant par leur somume
amalgamée vers un élément de “I'ensemble des factorisations” de cette somme amaigamée.

M od] 5] m

]

e SOMERE

% amalgamée

A/

><

8
;

/ N

M T

Ens%

Aprés avoir joint tous ces ensembles de factorisations dans un “grand” ensemble, nous allons recommencer
cette procédure de formation de sommes amalgamées etc. Autrement dit nous répéterons ce procédé
de formation de sommes amalgamées 3 l'infini par induction. Ceci nous conduit aun 4.1, Mais nous
souhaitons non seulement construire un d.l.l., mais aussi un d.l.lr.f. 1idée qui s’impose est d’introduire
parallélement & la formation des sommes amalgamées une construction de coégalisateurs. Cetle idée est
résumée dans la figure suivante :

M od[5] @

\
/

M e

Enss

Ceci nous conduira au d.1.0.r.f. Pour celte raison nous développoss un procédé par récurrence qui traite
4 chaque étape :

e 1z saturation par “sommes amalgamées”

o la saturation par “coégalisateurs’

s im0 A SR BB 0, T R A D D
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® la construction de “la catégorie librement engendrée”2
(pour tout n € IV on construit des n-concaténations sur les flaches qui sont dégagées par les sommes
amalgamées et les coégalisateurs.)

Pour cela nous allons construire par récurrence
® des graphes M, et R, (n ¢ N
o des morphismes de graphes D, : My — Mod[S] (n € IV)
® des cones projectifs dans Ens€  d, = (47 T — Du(1))reobm, .

Mais avant d’amorcer la construction, simplifions les notations :
Pour tout foncteur H : ¢ — Ens et tout ¢ = (P, g/~) € Z(H) (onn E(H} est Pensemble subordonné de

Vensemble des factorisations de I ) nous posons Hlo] def oo (P} g (1 Z(H) = @, alors H [o] n’est pas
défini bien siir).

Les graphes M, et My

Pour n = 0, Définissons les graphes My = My(T) = Mo(T, S) et Ry par :
ObRo L =(1)
Ob Mo ¥ (1)
FIR, ¥ g
FIM, & 1= 7> /7T €E(T), < r> est un chemin de longueur 0},
le morphisme de graphes 13, par :
Dy : Mo ——  Mod|8]
T=(09/%) = Tl = To(p)/mg
KT e (T[] L 1)

et le céne projectif dy dans EnsC par :
dy i (d2 T —s Dy(r) = Tl reosm,.

Définissons encore une composition sur FIM, qui consiste & concaténer < r > et < o > lorsque
T=g,

Pour n = 1. Choisissons ensuite 71, 12 € ObMy. Nous pouvons construire la somme amalgamée suivante

dans
9
T i et D(){‘f‘l)
dﬂ
Dyirs) " Do{1y) +T[3(}(Tz)

*voir §, Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Graduate Texts in Mathernatics, Springer-VerEag, o 50

B e T N e
e . 2

o T 3,0 W, i s e,
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Do{m)+ Dyg(rz) n’est pas forcément un modele de S, mals nous pouvons considérer “Uensemble des

factorisations” E(Do(r1)+ Do(7)}. De méme nous pouvons construire dans Ens< le coégalisateur :
T

idou(‘f} . .
Dg(‘!") prsnm— D{j(?‘) ———r Caeq{adgﬁ(y}, 3(530(7))_
B Doir)

Coeqlidp a(,},idpn{f)) est bien siir isomorphe & Do{T) (nous mentionnons ce cas guand-méme pour
des raisons formelles).
Définissons maintenant les graphes My et Ry

def

oM, = ObMy -+ ObR; avec
def _
O = (T;,ra)eogAQxObMﬂ“(DO(ﬂ) +TD<)(7'2)}

-+ TECI}‘}MQE(COEQ(idDB(T) ' idDu(r)))

Pour définir FIM, posons d’abord :

FIRy ={<m,m>/ sl mn€0Met dre ObMy tel que
7y € E(Do(m1) "*“TDO(“)) = Z(Do(o) +TD(}(T;))

ou2 T EOMyel € E(COEQ(idDQ(TI)!idl}a(fz}))}

Sur FIR, qui ne contient que des floches de longueur 1, on construit I'ensemble des chemins de
longueur < 1. Nous appelons cet ensemble FIM;. 1l existe dans FIM, une manitre évidente de
concaténer les chemins.
Aprés cecl nous serons capables de définir le morphisme de graphe D :
D1 : M; e MOd[S}
ObM; — ObModS]
reObMy - Dolr)

(r1,73;7) tel que

T1T2€0bMo et s {Do{r) +_ Da(ra))iri

Tea(m(n}+Tpa(r;}) T

(r1.71} tel que
T EObMg el ot Coeq(iaﬁfﬁ.n(?l), id{)o(ﬁ)){‘rﬂ
T;E&"*‘,.(Coeq(idge,:”},iciDO(,,i)))
Fij\/h g FIM’Od{S]

(D) — Di{m))

i i
Dolm) = Dolm) +TDG(0) —  {Do{m) +T96(°“)}[T2]
ot o € ObM, tel que 7 € E(Dofm) %TDQ(U)}

( (Dy(m1) —r Di{m2))

(?’i m—— ’;"2) e 4

f I
{39(‘?1} it Caeq{id} id) —r Caeq(id%m}, édpﬁiﬁ)}[‘rg}
ou T £ ObMg et ™ € E(Cééq(idyg{ﬁ)}id;}o{n)))

# . N
{ry —* Tg} oo
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o
=
=
e
=

Nous avons aussi un céne projectif dans Ens< -

(dy =dd: T — Do(m))re0nmm,
(@ rr s T — Do(’ﬁ)+TDG(T2)—*(Do{fl)-PTDﬂ(T‘z))[?"})

TL,TaE QM
dy : T€E(Do(TI)+TDO(T2})
d, . T —— Coeq(id,id) — C’oeq(idpo(n),idpo{ﬁ)){'rg]) T ECEM,

1'1QE(CGeq(ian(,l),fdpe(,l)))

Hypothése et pas d’induction

Supposons que Ro,.. o, Rn; My, ..., My Do,..., D5 et dy, ..., d, sont définis.
De fagon similaire 4 la définition de R1, My, Dy et d; nous pouvons poser ;

def

Oan.;.l = Oan + ObRﬂ+1 avec
def =
ORnr = {n,rg)EObIJ_\’IdnxObMﬂu(Dn(Tl) +TD“(72))
+ I E(Coeq(f1, f2))

{1, f2)8 FIM X FIM,
tels que f, et f; paralidles

Pour définir FIM,, ., posons d’abord :

FIR, .\ = MOH H}F!’R,- +
{<m,m=/ sil 7 eObM, e 3o € ObM,, tel que

7 € E(Dy(m) +TDn(U)) = B(Du{o) + Dn(m))
ou 2. 7 € ObM,, et Af1, f2 € FIM,, tels que f; et fy paralidles et
72 € E(Coeq( Du(f1), Du(f2))) ou € E(Caeq(Dn(fg), Dn(fi}

Sur FiR,41 qui ne contient que des fleches de longueur 1, on construit Pensemble des chemins de
longueur < n + 1. Nous appelons cet ensemble FiMpty. 11 existe dans FIMy 1 une maniére évi-
dente de concaténer les chemins. Ajoutons de plus & FIM; 1.1, chaque fois ot le cas se présente, I'égalité
T T of) =T,y - ofy.

Aprés ceci nous serons capables de définir le morphisme de graphe Doy

L T

e,

T e
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Dﬂ+1 : Moy — M()d{ﬂ
ObMpyw — ObM od]S]
reObM, r— Du(7)
{7y, ra;7 ) tel que \
71, Te€0bAM, et — (Dn(’*’l) + Drz("'?)){"']
Tes(D..{nH—TD“(m}) < r

{ry,72) tel gue
T €My et

J1.f2 € Fldig tel que el CO&Q{Dn(f}), Dn(fz))[‘?'gl
tel que f1, f2 paralldles et

rQEE(Coeq(Dn(fx),Dn(.fz))}
FiMpy —— FIMod(S]

(Drgr (e} — Diya{ra))

{1y — Ta) li
D) wr DY Dala)— (Dn(m1) +TD1L(U)){T2}

o o € ObM,, tel que 12 € B(Dn(71) +TDn(a'))
( (Dnga(m) — Dasi(r2))

I I
Dn(m)  —Coea(Da(f1)Dalian)— Coeq{ Da(f1), Dalf2))ir]
ott 7, € ObMy, f1 et fa € FIMy paraliéles et

TS & E(COEQ(Dﬂ(fl)l Dﬂ(fz)))

Nous avons aussi un cone projectif dans Ens<

(T} — Tg) | —

(dtr=dy: T — Do (M)} reosm,

(ditl o T — D“(Tl)-{"TD“{fg)M(Jr)n(?'l) +TDn(T2)){‘T'}) re 2 EOb A
TQE(Dn(Tl)‘!;FDu{Ts))
doyit | (4% - T s Coeg(Da(f1).Dalf2))—~Coed{ Dn(f1), Dall2)N72]) | copm.,
J1.f2 € FiM,
tel que i, fy pavaileles et
\ r2€B(Coeg(Dalfi 1Dl f2)

Ceci met fin & la construction par induction. Maintenant est venu le moment de définir le diagramme
localement Libre de T
Soit Moo le graphe qui réunit Jes My (pour n € IN) :

ObMoy Y UnenwObM,,  nous avons ObMa € ObMats

FlM o {i‘ngnQNFijn nous avons FIM, C FlMa

Tl est parfaitement clair que Mo, est une catégorie. La prochaine étape consistera i définir le morphisme
de graphe :
Dw: My —— M od[S)]
ObMo — ObMod[S]
(r,n) € ObMy  +— Da{n)
FiMy -~ FiModl5]
(r; = 19,n) € FiMe {Dyp(r) — Dnlr2))
Ti ast facile de voir que Do est bien un foncteur.
De méme nous pouvons définir un cone projectif dans Ens<

deo : (A7 1T — Dol rm)e 00 Me
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Soit mainfenant :
o A= A(T,5) la catégorie M,,

e D=D(T,5) : A— Mod]S] le foncteur Dy, : Moy ~—r Mod[S]

e soit d =d(T,S5) ¥ a,,

Ceci met fin a la construction du diagramme localement libre. Il reste & prouver que (A4, D, d) est en effet
un diagramme localement libre.

2.3 LA CONSTRUCTION DE 2.2 EST BIEN UN D.L.L.

Nous allons intégralement reprendre les notions de la section 2.2. La section 2.3 est entiérement consacrée
a la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 2.3 : (4, D,d) est un 4.0 du foncteur T : C — Ens.

Démonstration : Nous devons montrer les deux conditions d’un d.1.1. -

Pour toute flache (T —2» M) € Hompg, (T, M)
1) AA€ A, 3(Ds =5 M) € Hompgousy(Da, M) : h=my 0dy

Ens&
Modi5]
D
/ \ g
"\
M k T

tel que le diagramme suivant est commutatif :

T e e e e B RSSIRIS 00,8 48,03 55 et e i e
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DAQ Dﬁn—i

Dy,

9.3.1 Lexistence d’une factorisation (premiere condition)

A ce propos nous allons montrer qu’il  existe (pglx) € ET) = ObM, C ObA et
hoo : Teolp) —+ M € FiEnsS (respectivement hoo © Too(p) mg — M € FIMod{S)) tels que le dia-
gramme suivant commute :

Ens<

Med|5]
Toalp) mse

Froo 40

(P\Ws)
h

Afin de trouver un tel (p, g/~), nous construisons par réeurrence des foneteurs T}, et des transformations
naturelles by, + T — M.

T

Début de la récurrence

Définissons To X 7 et ho % h. Le but ici est de définir

(Xo, Bo, o) = ((Aé)felf(‘?é)féﬁs(¢§)P€P)€ AV

Erreur 1 Nous donnons ici ta définition de Aq qui “mesure” erreur 1.
Soit T € . Nous rappelons que T4 = ThH{UT)\ [ UzTg{aﬂ)(Tg(Uj))}.
Jed

Pour J € J définissons M(J) & {z € T4 /325 € M(U]) : M(ah)(2:) = ha(UT)2)}.
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Nous tirons alors bénéfice du fait que M est modéle : Nous envoyons les points non atteints de
T(U?) via ho(UT) dans M(U?) et dans M(UT) I'image de ces points est répartie dans la base
(MU e 47, puisque M est un modéle. Par conséquent nous pouvons définir une application
AL oyt — p(TH
J —  M(D

qui vérifie UI,\g(J) =Ty Donc X € A(J", TJ). D’od Ao = (M)seq est une famille bien définie.
Jed:

Erreur 2 Pour 'erreur 2 nous allons donner la définition de dy. Pour I € ¥ et J € J' considérons dans
FlJT le zigaag J' L g5,y e FIJ!. Posons
def
B = {zr, 2o € TUL) x To(UL)/

ho(U ) (To(ah)(254)) = ho(UT ) (To(ad ) (zm)),

Vzy € Tg(U}) : Tg('}’)(x_}r) Fxry et Te(&)(l‘j) -',é Ty,

s € M(UT) : M) us) = ho(Uh)(zr) et M(8)(ys) = ho(UL)(z )}
Comme nous allons voir plus tard, 7"° fournira les zig-zags rmangquants.
Nous posons ensuite : 9] (J) et I%Bg'ﬁ(.]).

¥
Clest-a-dire que nous avons 9{(J) C ©4(J) et I'application :
9 obJt — Ppe))
J —  9{(J) est bien définie .

Pour cela 9} est un élément dans O(J!,Tb) et en posant 9o = (9)rer la définition de ¥y est
achevée.

Erreur 3 Quant i la définition de la famille g = (u’;é) Jpep nous allons définir pour tout cone projectif
distingué P dans P :

W = eoxexr € I @R/ hoV)@o)err e My =12 mevp))
K KeK
On a bien vf € W(E",T) = P( 11 1o(vf)) .

Dol la définition g = (¢f Jpep.

Le triplet (Ao, 9o, %0) = ((AQ)rex, (9)1ex, (W& ) pep) définit un foncteur Ty = Ty (Ao, Yo, 10)
(voir section 2.2).

Définissons maintenant la transformation naturelle hy
Pour I € I ,J € J" et x € AY(J) il existe ys € M(U}) tel que M(ad)(ys) = ho(UT)(z) (d’apres la
définition de AJ(.J)}. Nous pouvons donc choisir une fonction
G ) — M)
(il y a éventuellement plusieurs fonctions).
Egalement pour (2,250} € 60°(J) il existe y; € M(U})
tel que M(v)(ys) = ho(Uf Wza) et M(8ys) = ho(UL. )2 s0). Pour cela, choisissons une fonction

w6 — M(U})
(37}:,.’13]#) fa y.f
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{De nouvean il y a plusieurs fonctions).

Ce c¢hoix fournit une fonction

wh0) = L (1) 96(7) — MUJ)

Ensuite nous avons 1’application canonique (P € IP) :

v of — MV
(zx)rerr +— (ho(VE )z ) Kekr

Maintenant nous disposons de tous les éléments pour définir hy :
hg B T]_ — M
08 — FlEns
woo— () + L Jgfﬂomg(Ug W) x M)

L i I
pis JEfHomQ(UJ,W) x 95(J)

+ 1L Homg(VF, W) xuf) MOV

hi(W)est défini par morceaux !
fh(W)/Tg_(_w_?ﬁhn{W}

To{W) M(W)

Homg (UL, W) x A{(J) o M(W)

(U§ = wiz) promes M(e)(C5(I)(z))
Homg (U, W) x 94(J) — M(W)

(U = Wizp,z5m)) — M) (" (g0, 230)
Home(VE W) x %§ — M(W)

(VP = Wie) — M)t (=)

1l est facile de voir gue h; est une transformation naturelle.

Hypothése et pas de récurrence

Nous supposons que le foncteur Ty, et la transformation naturelle b, : T, — M sont déja définis.
Le but est de définir (A, ¥n, ¥n) = ({(ADrex, (9 ren, (05 ) pewr) € An.

Erreur 1 Nous domnons ici la définition de A, qui concerne Perreur 1.
Soit [ € I, Nous rappelons que

Tl = TN Y, (@)L

pour J € J¢ défissons AL(J) & (& € TI/Fes € M(UL) : M(af)(z1) = ha(U')(z)}. Nous

profitons de nouveau du fait que M est un modéle de la fagon suivante !

Nous envoyons les points non atteints de T,(U”) via hn (U1y dans M{U7) et dans M({ U7y Pimage

de ces points est répartie dans la base (MU ¢ gi, puisque M est un modéle. Par conséquent

nous pouvons définir une application
AL

TE

Obj! — PTH
J = Aud)
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qui vérifie U A (J) = T . Done AL € A(JY, 7). Dioi A, = (AD)1ex est une famille bien définje.
Jed

Erreur 2 Pour Perreur 2 nous allons donner la définition de Yn. Pour I € T et J € J considérons de
nouveau dans FI1J' le zig-zag J' e J Lime F1J. Posons

A E (e, z) € TUL) x Ta(UL)/
An(UI ) Taled ) (@) = ha(UTY(Tulaho) (@ 7)),
Vo € To(U]) : Ta(vzs) £ 2p ot Ta(8)(z 1) # 2zm,

s € M(UJ) : M(Y)(y) = ha(UL)(@ar) et M(8)(y3) = ha(Ubu)(2sn)}

Comme nous allons voir plus tard, 7% fournira les zig-zags manquants.
Nous posons ensuite : % (J) et LEH,‘{"S(J)

v,
C’est-a-dire que nous avons ¥2(J) C ©1(J) et application

¢l okl — POl
J — 95(J) est bien définie .

Pour cela ¥ est un élément dans 6(".]_[ sTn) et en posant ¥, = (F!);cx la définition de O, est
achevée,

Erreur 3 Quant & la définition de la famille v, = (¥} )pep nous allons définir pour tout cone projectif
distingué P dans JP :

oF Ferrexr € LTV (nVE e kenr € MV T) =0 arvey)
€K Kex®

On a bien 9} € W(K”, T,y =P( Il T.(vE) .
Kek¥ K

Dot la définition ¥, = (¥ )pep.
Le triplet (An, ¥, ) = (A )rer, (95 )rer, (08 )pep) définit un foncteur
Tos1 = Tay1(An, B, ¥n) (voir section 2.2

Définissons maintenant hy,4; :
Pour [ € I ,J € J! et 2 € AL(J) il existe yy € M(U7) tel que M{al)(ys) = ha(U')(z) (d’aprés la
définition de AL(J)).
Nous pouvons donc choisir une fonction
Gt A — MUb
x — Yy
(il ¥ a éventuellement plusieurs fonctions).

Egalement pour (z:, z;») € 87°(J) il existe yy € MUH
tel que M(Y)(y1) = halUJ. )z s:) et M(6)(ys) = b (U, )(z4). Pour cela choisissons une fonction

p ) 6y — M(UY)
(;I,'Jf,;l:ju) f—— yJ

(De nouveau il y a plusieurs fonctions). Ce choix fournit une fonction :

wh (D) = guzﬁu) 9Ty — M(UD).
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Ensuite nous avons I'application canonique (P € IP) :

P pf — MVF)
(Q’K)Kegg_*’ L (hn(sz)(ﬂfx))Ke_fg_P

Maintenant nous disposons de tous les éléments pour définir hpy -

Pogr1: Tupn — M
Ob; — FlEns

W (@) + I Jg{fﬂomg(U§,W)xF§(J)

I I
L J%{Homg(ﬁj, W) x NL(J)
P P —
+ P{élpﬂomg(v W) x ¥E) M(W))
hpy1(Whest défini par morceaux :
T (W) hnw{W)!m)mhu{W) M(W)
Homg(US, W) x AL(J) — M(W)
(Ul 5 W) s M(e)(CA(N)(=))
Homg(Uj, W) x 95(J) o M(W)
(U.};’ _‘:, W, (.’L‘.]:,:Cju)) it M(E)(#l’é(zji,zjﬂ))
HOTH.Q(VP, W) X ?j)f — M(W}
(V¥ 5 Wie) — M{e)(v7 (2))

1] est, facile de voir que An4 est une transformation naturelle.
Ceci achéve la construction par récurrence de la famiile

(An, ¥n, Cnnevy = (s, (B)ier, (W) perp Inen-

Cette famille nous fournira un (p,¢/~) € E(T) et de la une factorisation du morphisme T' Y
Définissons donc (p,§/~) € E(T) = ObMo :

p: IN — I A,

ne N
n —  ((Mrer,(9rer, (¥ )per)

1l est manifeste que p € Ay & cause de ((Ai)]eg,(ﬂﬂ)feg,(‘l,bf)pﬁp)new & Ay . L'application p nous
fournit immédiatement le foncteur Too(p). Posons ensuite :

h = h : .
oo ﬁlgiw i Toolp) — M

Pour g = he nous avons

1l g’ensuit la factorisation :
Teo (P)/ =g
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Vérification de la propriété de modéle

Il nous reste & montrer que Ty (p)/ =g est un modéle.
Nous devons montrer que pour tout / € ¥ -

P T U mgtwgy = T (N0 gy
€

a) Démontrons d’abord que
Too(p)/mg(U') = ,BJTw (P} (&3 W Too (P)/ g (UL)].

Soit
2 € Too(p)/ny(U') = nréINT"(UI)/ﬁg(U’}'

Clest-d-dire In € IV et Iz, € T,(UT) 1 2 = Zn/mgur)

Premier ¢as : z, € UITn(aﬁ)(T,,(U})).
Jed

DoncilyaJ e J! tel que 2, € Tn{ad T (UD) et ainsi «, € Too(p)(e3) (T (p)(UD)).
Nous pouvons en déduire que

= xn/m.q{U’) € ng[Tw (P)/%y(aﬂ)(:{‘m (P)/%g((f.{))}

Deuxidme cas : z, € T}
De la définition de T il s’ensuit qu’il existe J € I tel que z,, € M), Dion

I
(U7 5 U7, 20) € Homg (UL, U") x AL(J).

I
A cause de Home(US,UT) x ML(J) C Tyr (U7) nous avons I 0! ) e Tt (UF) .
D’un autre coté nous avons les égalités suivantes -

- . I
Taa(ef) U] S5 UL, o) = (UF Ul 22 y7 4,
¥
= (Ul —-C!—J>Uf,mn).
I
Done (Uf = Usan) € | U T (p)(@h)(Tem (p)(U)).
€4
al

I s’ensuit que hoo(U1)(20) = hoo (UINUL 25 U 2,,) 4 cause de

hoo UV} 25 U0 20) = M(ah)OL(I)(zn))

heo{UT){(z,).

ol

I
Pour cela nous avons également g(U!)(z,,) = UL 25 01 2.
Doll 2 = 2, /5 g1y € Jgf{Tm (P} mglef W T (p)(U})!%g(ffj})]'

T T T s 0 8 8, 2.2,8,0 i m  n  m mman i = o
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b) Démontrons maintenant que

1'111_){ Too (p) /g (UT) = Too (£)/ 24 (U").
Jed

Soit t./zg([ﬂ} € Tm(p)/a,g(UI).
Supposons quil y ait J,J' € JT et z5 € Too(PHUD), 240 € Toolp)(UJ.) tels que

T (RS W@ mpry = tmgiury = Too (P @ )@} mgwny

1l s’en suit que Ao (U1 (T (p)(ah)(es)) = hoo (U Taalp)ad Y (2 a0)) et

M{a5)(heo(UT)(21)) hoo{ U1 ){Teo(p) a3 )(21))
hoo (U T} (Teo () 0y W2 22))
M{a ) oo (U7 )(z2)),

parce que Ao, est une transformation naturelle. Comme M est un modale, il existe un zig-zag entre
J et J' qui combine hoo(US){(zs) et hoolU 1)(z) dans M. Sans nuire & la généralité nous allons
examiner setulement les deux cas suivants :

U

Premier cas : 51 J o g7 77 est un zig-zag dans J'
qui combine heo(UF)(2s) et hoo(Uf:){(xs/) dans M, alors nous avons :
M) (hoo (U1 () = M(8)(hao(U%)(2.7)) - Dol s égalités

hoo(UN(Tao(p)(1N(22)) = M{1)(hoo(US)(z1))
M(8)(h oo (U7, )(231))
hoo (U S ) (Toalp)(6){(z 4+))-

i

Comme g = hy, nous avons :
T‘x’(p)/”g("f)(“/w(b’fz)) = ch(P)/’my@)(x-!'/mg(uf,,))-

Tl existe done pour le premier cas un zig-zag entre J et J' qui combine 27 gty €6 21 1. WUl
dans Too /mg-

Deuxidme cas ;: Soit J «— J” L un sigzag dans J' qui combine hoo (U (zg) et

hoo(U)(z g} dans M.

Puisque Pon considére 2y et x; modulo & g, et vue la construction de g = ko, & partir de h,
on peut supposer qu’il existe n € IV tel que x5 € T(Uh) et 250 € T.(UL).

Nous devons envisager deux possibilités

(i) zgn € Tu(Ut.) tel gue Ta(v)(zgn) = 25 et To(8)w ) = 2.

Le zig-zag J i J" 2, J' combine donc 27 [/ ngiury et @yt f gty B Vintérieur de Ti(p)
& cause de

Too(p) ma(THE I gt )) = B3 gty
et
Toolp} /g (EW 1 [gwi,y) = 80 /gty

(i) Vegu € To(UL) : Ta(v)(2yn) # 24 0 Tul8)azsu) # 2.
Conformément & Phypothése du deuxiéme cas il existe yi € M(UL) tel que
M () = heo(UN{zs) et MEN 4o} = hoo (U131}, est-b-dire que
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(@2, 25:) € OLT") C BL(J"); DO (U % Ui (27, 220)) € Toa () (UE).
Conformément 2 la définition de #1(J”) et de ul (J”) il S’en suit que :

hoo(UN)(USu =5 Ui (za,200)) = M{y)(p2*(T"Wes,2.0))
= heo(Uf)(z4)

Nous avons également

hoo(US) U = Ubi(z5,20)) = M3 (7") (21, 250))
hoo (UL ) (z).

Nous avons ainsi montré que

sUNWE, = Uli(zs,z1) = g(U)zs) et
JUNWE, = Ubi(zr,zp)) = oUL)(zs).

Ceci signifie qu’il existe 2y == (U], 4, Ubis(zg,zp)) € Too(p)(UL) tel que

ToolpM g &1 [ ngurr,)) = &3 /gy e
Toolp)/mo(OH =3/ nqwy,y) = 21/ ng(u,)-

1 s'en suit que le zig-zag J 2= J” -4 J7 combine 21/ gy et z;:/%g(gm. Pour cette
raison nous avons finalement montré que

%; Tw(p)/gg(U_{) = Too(p)/ﬁg(UI)'
Jed

Nous devons également montrer que pour tout céne projectif distingué P € P

BT (VE mavy) = Teal )V Y gty )
Kex*®

Pour faciliter les notations nous remplagons ¢ par foo, ¢'est-a-dire nous montrons que :

fm {Tm(ﬂ)(vf?)/mm(vg)] = Lo )(VEY s (v -

KeK¥®

Pour cette raison nous allons montrer que Papplication suivante est une bijection :

) P lim P
f: nyNT“(V W vey — ek {ﬂwaﬂ(VK)/zhm(V,f)]

xﬁ/zbm{vp} = (T, (51};)(%)/%&(%?))1(559

La condition de départ a savoir la finitude des bases de cones projectifs intervient & cet endroit pour
prouver que f est surjective. Il faut donc vérifier les propriétés suivantes :

a) f est bien définie
Nous allons vérifier deux points :
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e pour &, € Tn(VF) nous allons montrer que

(Tn(BENEn ) mhivEVIREEP € %p[ngNTn(fo)/mm(v,f)l-

K€

Considérons pour cela K, K’ et u: K — K ' ¢ K¥. Nous avons:
Ta(W(Tn(BEWEn)) = Tn(BE Y(zn) parce que le diagramme suivant est cornmutatif :
VP

BR BL.

fl

P P
vE - VE,

Dott
(Ta(BR)(&Zn M mnoo(vE) ReRP € Az [gﬂTﬂ{V§)/uhm(V§}}

rexPm
e Comme point suivant nous montrons gque pour In, z, € T (V) vérifiant
Tn/mhoa(VP) = En/mho(vF), DONS avons Tn(BENEa) mhoo(viy = Tn(BEY(@0)] vy POUE
tout K € K. Choisissons pour cela 25,2, € To(VF) avec oo (VEN@n) = hoo (V) (2}). 1
s’en suit que

oo (VEXTR(BENza)) = M(BE ) hoo(VF)(zn))
= M(BE) hoo(VF)(2h))
= heo(VEYTn (B )(zn))

et finalement T, (8% M(Zn ) mho(vE) = T (BEN @ mhom(vES-

b) f est mono
Supposons que (T (ﬁ;};)(fn)/zhm{v_,?))xeﬁf = (Tm (ﬁﬁ’)(ym)/zh@{vlf))f{eﬁp .
Sans nuire & la généralité nous admettons que n = m.
Pour tout K € KT nous avons heo(VENTa(BE)(#n)) = heo{VE ) Tn (B Hua))-
1l s’en suit que

MBE) hoo(VE) ) = hool VENTn(Pic)(zn))
= hoo (VONTH (B ) (w)
= M(Bflz’)(hm(vp)(yﬂ))
Comimne E‘_PM(Vf?) = M{VF} , il est vrai que
hoo(VE)(2n) = (M(ﬁf}:‘)(hW(Vp)(zn))}Keg{f = (M(ﬁﬁ}(hoo(Vp)(yn}))xey
= hm(VP)(yn)
Nous pouvens en déduire directement que Zn [shoo(VP) = Un [shalVPY donc que f est mono.
¢} f est épi
Soit

i P
(Znx/mho(vE)) Kek? € ‘;}"S}PL?NT“(VK W wah (v )]

vérifiant o, € T L(VE). Et c’est ici giie nous utilisons maintenant le fait que les bases projectives
de Vesquisse S sont finies. Comme K¥ est donc supposé fini nous pouvons poser

def , s R,
n 2 max {ni/gexr} Sans nuire & la généralité nous admettons que zny € Tnx(VE) Pour
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tous K, K' € K¥ et tout u : K —s K' < FI_K_P nous avons :
ha(VENTn(u)(zn, ) = ha(VE Xzn,,) et ainsi

M(u)(ha(ViE ) Eny)) R (VENTo(u)(2ny )

hn(VIf,){an,).

hn

Pour cela

(n(ViE ) @i Drcexce € ;'}E‘;{,,M(V;f) = M(VF)

Conformément & la définition de ¥ nous avons (#axkexr € ¥E. La définition de 7)., fournit

2= (VP 25 VP (en)kegr) € Tamr(VF)

qui vérifie

l§

(2] hooivey) (Tn+1(.3;};)(-"3)/%00(&/5));{65?

ﬁP
(VA= Jxex?) sho(vE)KeKP
Et nous avons -
heo(VENVE 25 VE, (o0 gerr) =

MBI (hn(VE ) (#nx Ik exr)
b (Vi€ ) (#n) hoo(VE ) (Zn s )

Nous en déduisons que f(2/,_ (v ry) = (-’an/zhm(v,f))KeK’" Donc f est bien épi et pour cela une
bijection. -

o

Ceci achéve la preuve de [existence d’un modéle factorisant {(Premiére condition).

2.8.2 Les zig-zags entre les factorisations (deuxiéme condition)
Dans cette sous-section nous allons vérifier la deuxiéme condition du d.i..

Soient 4,A" € ObA; my € Hompgoars)(Da, M) et my € Hompypoqsy(Dar, M) tels que (A, my) et
{A’, m4) satisfassent la premiére condition

Dy Dy
/ \ /m/ \
M . T M. . T

Alors il existe n,n' € IV avec A € ObM,, et A’ € ObM,,1. Nous avons par exemple n’ < n. Comme
ObMy: ¢ ObM.,,, nous pouvons former la “somine amalgamée” suivante :

d
T 4 - Dy

da

Dy Dy +T»DA‘
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La propriété universelle de la somme amalgamée fournit um morphisme  unique
m : Dy +TDAr —— M, qui est induit par le couple (ma,mar). Comrne il existe un morphisme de

Ds + TDAs vers un modetle, alors B{Dy4 -+ TDAI) #+ @. Choisissons B € E(Da + Dar)
T
(C ObMpq1 © ObA) tel quil existe mp Dp — M rendant commutatif le diagramme suivant :

M T

D’aprés la définition de FiM,.41 nous disposons de fleches
Al — B — A.

Il est clair que pour ce zigzag la deuxiéme condition du diagramme localement libre
est satisfaite. Ceci achéve la démonstration du diagramme localement libre :
(A, D,d) est un diagramme localement libre du foncteur T' : C —— Ens, mais (A, D, d) est loin d’étre

1'unique.

2.4 LE D.L.L. EST RELATIVEMENT FILTRANT

Proposition 2.4 : (A, D,d) n'est pas seulement un diagramme localement libre du foncteur
T : C - Ens, mais il est aussi relativernent filtrant.

Preuve : Nous rappelons les deux conditions suivantes de la propriété “relativement filtrant”:

o Pour tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme (T -t M) € FlEnsS, pour
A A € ObA, my € Hompgoasi(Da, M) et mar € HomModgsj(DA;,M) tels que les dia-
grammes suivants commutent :

DA DAI
M. T Mo T
h h

il existe B € ObA et mp € Homygoasi{Dp, M) et A — B «—— A dans FIA tels que dans
Mod[S) 1l existe un diagramme commutatif

/N

e 42
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Cette premiere condition est facile & vérifier. Soient M, h; A, A'; my,my comme introduits
précédemment. 1l existe alors n,n’ € IV tels que 4 € ObM,, et A’ € ObM,:. Nous avons
par exemple n’ < n. Comme ObM,: C ObM,,, nous pouvons former la “somme amalgamée”
suivante :

d
T 4 Da

dar

Do D4 +TDA'

A caunse de la propriété universelle de la somme amalgamée nous obtenons un morphisme

unique m : Da 4+ Dar — M, qui est induit de {(my4,m4:). Ensuite nous pouvons choisir
T
B € B(D4 + Da)(C ObM,yy C ObA) tel qu’il existe mp : Dg — M rendant commutatif
T

le diagramme sunivant :
Dy

/ ds

M - T

Nous avons donc trouvé B € Ob4, mp € Homy,g51(Dp, M) et A v B ¢ A’ dans FIA
qui satisfont la condition demandée.

o Pour tout moddle M € Mod]S)] et tout morphisme (I' — M) € FlEnsS, pour A, 4’ € ObA
et tout couple de fléches u : A ~ A’ et v 1 A — A, pour my € Hompsog51(Da, M) et
pour mar € Hompg,grs1(Dar, M) tels que le diagramme suivant commute :

Mod[5] /_—__\
Da

Dyl D,

/DAJ
m i \

m4

N

T

Ens&

lexiste B € ObAet mp € Homproq51(Dp, Myet w: A' — B dans FlAtelsquewou=wov
et tels que le diagramme suivant commute dans Fns&

A
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Mod[5] m

4AN
b D,

SN

Dg \\

AT

Ens<

E
ér
fod

Soient done M € Mod[S], h : T — M € FlEnsE, solent A, A" € ObA et u,v € FlA un
couple de fleches paralléles et my4 € Homppoa51{Da, M), mar € Homapgoa(s)(Dar, M) comme
précédemment. 1l existe alors n,n' € IN tels que u € FIM, et v € FIM,:. Supposons gue
n' < n. Comme FIM,, C FlMy:, nous pouvons former le “coégalisateur” suivant :

D
D(A) m%—fi:: D(A"Y — Coeq(Dy, Dy).

A cause de la propriété universelle du “coégalisateur” nous pouvons obtenir un morphisme
unique m : Coeq(Dy, Dy) — M qui est induit par ma. Pour cela Z(Coeq(Dy, Dy)) # @
et nous pouvons choisit B € E(Coeq(Dy, D)) (donc B € Myuy1). D’aprds la construction
de FIMp4 il existe de plus w A’ —+ B dans FlMu, avec wou = wovet tels que le
diagramme suivant commute dans Ens< :

Mod]S} /—‘\
Da
D

m ot \N
Dg

Ma

}/

AT

EnsS

Ceci montre donc que (4, D, d) est un diagramme localement libre relativement filtrant. L'on se
convaine facilement qu’un diagramme localement libre relativement filirant n'est pas unique. Au
chapitre 3 nous verrons que la notion du diagramme localement libre relativement filtrant fournit
sur le plan géométrique une construction unique & équivalence d’homotopie pres, d’olt Vintérét du
raffinement “relativement filtrant”.
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Chapitre 3

LA GEOMETRIE DES
ESQUISSES

Ce chapitre a été Pobjet d’un exposé au 53¢me Peripatetic Seminar on Sheaves and Logic!. Le but de ce
paragraphe est de rappeler les constructions de la réalisation géométrique de Milnor et de la cchomologie
d’André et d’appliquer ces constructions aux esquisses.

3.1 LA REALISATION GEOMETRIQUE DE MILNOR

La catégorie simpliciale A est définie comme suit -

ObA
FiA

{In] | [n} = {0,...,n} est un ordinal fini}
{f2lm] —[nlIVijeml:i<j= fG) < f5)).

i

Pour toute catégorie D, non nécessairement petite, son nerf ( noté ND J est le foncteur suivant :

ND . ACP —+  FEns
[n] — Pl Fonet([n], D)
{[m] LA In]) (Fonct([n], D) —— Fonct([m], D))
(& b+ (GGof

ou 'ensemble ordonné [n] est considéré comme catégorie,
Le n-simplexe standard (n € IV ) est la partie suivante de R .

Aﬁ:{(tOs"~stn}€Rn+l (0 S]—azti: 1}
i=0

Nous munissons ND([n]) de la topologie discréte et A, de la topologie induite par JR™*1 et définissons
donc pour toute catégorie D non nécessairement petite sa réalisation géométrique BD de la fagon suivante

BD = ngv(ﬁv([n}) X Ap)a.

t53me pS gL, Trieste{Italie}, 11-12 septembre 1993
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olt “a¢” est la relation d’équivalence engendré par les deux relations suivantes :

< (fr, - fimn i o fi, firms s Jadi (tor o taea) >
< (fl,...,fn),(tg,...,t,’ml,o,tg,...,iﬂ_q) >
< (f;, . .,fg,id(_:adf“fg_,,l, .. .,fn),(io,...,iﬂ.:,.i) > ~
< (f},...,fn),(ig}...,t,;_g_,tg +tit1,tign, - - 3iﬂ+1) >

BT est un CW-complexe dont les n-cellules correspondent exactement aux n-simplexes non-dégénérés
de ND (ot (f1,.-., Ja) € ND{[n]) est appelé n-simplexe non-dégénéré de N'D si aucun f; n'est identité).
Pour pouvoir appliquer cette notion avec bénéfice aux esquisses, nous devons parler ici du théoréme A de
Quillen qui servira comme moyen d’élaborer une certaine équivalence d’homotopie.

3.2 LE THEOREME A DE QUILLEN

Si D et D' sont deux catégories non nécessairement petites et f 1 D 7 un foncteur, f induit
canoniguemnent une application cellulaire Bf : BD BD'.

Le foncteur f : D ~— D est appelé équivalence d’homotopie si Bf : BD — BD' est une équivalence
d’homotopie.
La catégorie D est dite contractile si BD est contractile. On a les résultats suivants :

Lemme 3.2.1 : BD et BD(la catégorie duale) sont homéomorphes.

Lemme 3.2.2 1 Si f : D ~— D' admet un adjoint & gauche ou a droite alors f est une équivalence
d’homotopie.

Lemme 3.2.3 : si D admet un objet initial ou terrainal, alors D est contractile.

Lemme 3.2.4 : toute catégorie filtrante est contractile.
Maintenant nous allons énoncer une version duale du théoréme A tel qu’il se frouve dans Particle®.

Théoreme A : Pour le foncteur f: D — D' et ¥ € Q6D considérons la comuna catégorie f | Y
Ob(f | V)= {(X,fX -+ Y)/X € ObD,v € FID'}
FUFLYY={u: (X, fX V)= (X, fX - Y)/u: X —— X, To fu=uv}
Si, pour tout Y € ObD’, f | Y est contractile, alors f est une équivalence d’homotopie.

3.3 REALISATION GEOMETRIQUE ET ESQUISSES

Dans cette section nous allons appliquer le théoréme A de Quillen aux esquisses®. Soit T': & — Ens
un foncteur de la catégorie sous-jacente de esquisse S vers les ensembles. Nous nous intéressons dans la
suite non seulement 3 Mod{S}, aux réalisations ensemblistes de Pesquisse S, mais aussi aux réalisations
ensemblisies de S relatives au foncteur 7, ’est-a-dire & la comma-catégorie T' | Mod{S] ol :

OW(T | Mod[S)) = {(T =2 M, M)/ M € ObMod(S], h € Homg(T, M)}
FUT | Mod[8]) = {m : (h, M) — (B, 30)/m : (M — M) € FiMod[S},moh = k)
i T est le foncteur vide, alors T' | Mod]S] et Mod(S] sont isomorphes. En général T | Mod[S] est une

2 yoir I, Quillen, Algebraic K-Theary LS.L.N. pum. 341, p.85
3yoir B, Guitart, On the Geometry of Computations, Cahiers de Topologie et Geométrie Différenticlle Catégornigue,
Vol XXVII-4 (1986}
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“grosse” catégorie et done B(T | M od[S]) est en général un “gros” CW-complexe. Mais nous pouvons
construire une petite catégorie dont la réalisation géométrique est en équivalence d’homotopie avec le
“gros” CW-complexe B(T | M 0d[S)). En effet considérons le diagramme localement libre relativement
filtrant de T construit au chapitre 2 :

® avec la petite catégorie A = A(T', )
® avec le diagramme de foncteurs D = DT, 8) : A(T,8) — Mod[S]
* avec le cone projectif d = d(T, 5) = (d(A) : T — D(A)) ac4.

Nous peuvons ainsi définir le foncteur

E: A — T Mods
A — (d(A}: T — D(4))
T
(A=B) — dy yﬁ’)
D(A) 57—+ D)

Nous voudrions appliquer le théoréme A de Quillen pour montrer que £ est une équivalence d’homotopie.
Pour cela considérons h: T — M € O(T | Mod[S]) et construisons la comma-catégorie £ | h :

ObELh={ T [ A€ObAm(A)€FIT | ModlS))

/\

D(A)—— M

FIELh={ T | A-~BeFIAmA),m(B)e FIT | ModS]}
d(A) i{ 4(B)

Par la définition de la notion du diagramme localement libre relativement filtrant il s’en suit que £ | A
est filtrant et donc par le lemme $.2.4 que E | A est contractile.

En appliquant le théoréme 4 de Quillen nous obtenons une équivalence d’homotopie :
E AT, 8) — T | Mod[S]

Ceci signifie que le “grog” CW-complexe B(T | ModS]) a le méme type d’homotopie que le “petit”
CW-complexe BA.

De plus il s’ensuit en particulier que si 4 et A’ sont les deux catégories sous-jacentes de deux diagrammes
localement libres relativement filtrants de T, alors BA et BA' ont le méme type d’homotopie. Ainsi
notons le “petit” type d’homotopie de BA par g(T, ), puisqu’il ne dépend que de T et de S. Si T est
le foneteur vide, nous parlons brievement du type d’homotopie de Pesquisse S et notons g5 = ¢4(8,5).
Donc g5 est en dquivalence d’homotopie avee M od[S] .

A1 e
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3.4 LES FONCTEURS 7, (n € IV)

Nous présentons ici une synthése des travaux d’Evrard 4 ot renvoyons également A des notes de Guitart 5.
Cat (resp. Cat*) désigne ia catégorie dont les objets sont les petites catégories {resp. les petites catégories
pointées) et dont les morphismes sont les foncteurs covariants (resp. les foncteurs covariants conservant
les points). Pour une catégorie [ € Cat, A(D), la catégoric des chemins de I, a comme objets les zig-zags
et comme fAiche les morphismes d’Evrard entre zig-zags (nous renvoyons & son article dans le bulletin de
la société Math. de France, 1975). Cette construction définit un foncteur A : Cat — Cat. Ensuite st la
catégorie I € Cat est pointée en Iy, on note QI It) la catégorie des lacets de Len Ip. Cette construction
définit de nouveau un foncteur € : Cat* — Cat*. Pour tout entier n > 0, on définit par induction des
fonctenrs A : Cat — Cat et Q7 : Cat* - Cat* ot A®(I) = AA* D) et Q*(L, Ip) = UQ* L L))
Si I € Cat est une catégorie, nous notons par “a” la relation d’équivalence suivante :

Pour I,J € ObL : I = J ssi il existe un zig-zag entre I et J. On définit ainsi Pensemble :

Me(l) % Obl/w.

Par extension nous avons pour n > 0 des ensembles :

.0 Y nanD)
oL 1) = Te(@(L L))

1;([), donc aussi [I,(I), est un groupoide pour la composition des zig-zags et Hy{Z, Iy), donc aussi
,.(I, I), est un groupe pour la composition naturelle des lacets; de plus, T,{L, Ip) est abélien pour
n > 1. Nous avons en particulier T;(I) = I[I7'] ott I{I7'] est la catégorie de fraction 5 de [. Evrard
démontre que pour tout n € IV : I, (L, Iy} = H,(BL+) olt Wu(BL #) est le ntéme aroupe d’homotopie
d'un espace topologique.

3.5 LA COHOMOLOGIE D’ANDRE

Nous introduisons dans cette section la cohomologie d’André 7 sous les notations introduites de Guitart 8,
Soit D une catégorie non-nécessairement petite et F 1 D —- Ab un foncteur de D vers la catégorie des
groupes abéliens. Le n**™¢ membre du complexe de cochaine est défini par

@)= al) F(es)

gt R Ve NDRD

{yoir M. Evrard, Homotopie d'un espace topologique relativement % un recouvrement. Application & U'homotopie des
préschémas, These d’Etat, Université Paris 7,1973.
M. BEvrard, Fibration de petites catégories, Bull. Soc. Math. France 103, p.241-265, 1975

Svoir R, Guitart, Construction of an Homology and # Cohomology Theory Asscclated io a First Order Formula, Journdes
d'Btudes Esquisses, Logigue et Informatique Théorique, Université Paris 7, 27 juin-2juillet 1988

8 voir P. Gabriel et M. Zisman, Caleulus of Fraction and Homotopy Theory, Springer-Verlag, 1967, p.6

7 voir Michel André, Méthode simpliciale en algibre homologique et algébre commutative, 5.L.N. 32, 1867

8 voir B, Guitart, Construction of an Homology and a Cohomology Theory Associated to a First Order Formula, Journdes
d'Etudes Esquisses, Logique et Informatique Théonque, {niversité Paris 7, 27 juin-Zjnillet 1988
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avec la différentielle d* : C™(D, F) — C+Y(D, F)

dn(x){zﬂn..g:wtlx,..ﬂ) = Flgnts )(x(:cui’ip...ﬂ%zn))

g1 n419Fn
(Frrmszp R )

z

92 Fnstl -
(Fa—==. s 0 yg)

Devant le dernier terme nous avons “+” si n est impair et “—” si n est pair. Et finalement nous définissons
les groupes de cohomologie par
HH(D,F) = Kerd"/!mdn-l

Nous avons le résultat suivant

Proposition 3.5 : Si T': C ~ Ens est un foncteur alors H (T | Mod]S], F) dépend uniquement du
type d’homotopie du CW-complexe B(T | M od[S]).

3.6 CALCUL RELATIF DE I, , I1,, H" (n € V)

3.6.1 Introduction

Le but de ce paragraphe est de régler, de fagon élémentaire, Vinfluence que jouent les composantes
connexes de I'esquisse S sur le calcul de Mg, T, et H® (n € V).
Rappelons que Esq désigne la catégorie qui a comme objets les esquisses et comme féches les morphismes
entre esquisses. {f : (C, X, P) — (¢, I, IP' ) est un morphisme d’esquisses si f est un foncteur C ~sr <’
tel que

Viel : flherw

YPelP : f(PYe ).

51 M est un ensemble et (S, )mepr une farille d’esquisses, alors on peut définir dans Esq la somme 3
isomnorphisme prés :

U Sm:( U Q,m: H Ema H Pm)
meEM meM meM meM

En particulier si $ = [] S,,, alors Mo(S) = ] Hy(Sm) De Pantre coté si S est une esquisse quelconque
mE M meEM

et Io(5) = {composante connexes de S}, alors § = 1 )R {(ie S est la somme de ses composantes
Rellg(S

connexes ),
Pour la suite de ce paragraphe soit {(Sm)mear une famille d’esquisses quelconques, S = [] S, et

. . meM
T . — Ens un foncteur de la categorie sous-jacente de S vers les ensembles. Nous avons le lemme
suivant :

Lemme 3.6.1 : T | Mod[S] est isomorphe & HM(T/ Sw) | EnsSm ol T/ est le foncteur T restreint
me

& lesquisse 5.

¥voir B. Guitart, Construction of an homology and a cochomology theory associated to a first order foromada, Journdes
d'Etudes Esquisses, Logique ot Informatique Théorigue, Université Paris 7, 27 juin- 2 juillet 1988
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Preuve : Il est facile de voir que le foncteur “ymiti-restriction” f: T | Mod[S] — HM(T/ s.. | Ens®m)
me

qui associe & toute fleche (T L, M) la famille de fleches (A/s,, Tls, — M/s,  mesm ot Bfs, :

est la transformation naturelle h restreinte a Sy, est un isomorphisme. O

3.6.2 Le calcul relatif de Il

La remarque suivante de J.Bénabou exprime le nombre de cornposantes connexes d’une catégorie comine
limite inductive du foncteur constant :

Remarque : Si const : C —+ Ens désigne le foncteur constant qui eavoie les objets d'une catégorie
C sur Pobjet terminal de Ens, alors nous pouvons exprimer Ifo(C) comme limite inductive de ce
foncteur :

consi

Ho(Q) = Colim(C ~— Ens)

Afin de pouvoir appliquer g au lemme 3.6.1, nous devons montrer gue Iy commute aux produits. Pour
cela considérons une famille de catégories  mon nécessairement  petites  (Pm)mem-
Rappelons que pour tout m € M nous avons Ig(Pm) = ObDPm /e O &2 est la relation d’équivalence
suivante :

2,y € OWDy iz my il existe dans D, un zig-zag qui combine = et y.

Ho{D:m) peut étre un ensemble ou une classe. Les éléments de To( HMDm) seront notés par el({Zm men )
me

avec {ZmlmeM € HMO&’Dm, tandis que pour tout m € M les éléments de Ho(Dy,) seront notés par N
me
avec Z, € ObDy, .

Lemme 3.6.2 ¢: 8i M est fini, il y 2 une bijection Hf{ I p)= I (D) -
meM meM

Preuve : posons
f:lI.O(ml;lMDm) — ml;{wﬁo(vm)
cl{{zm)mem) = ({#mDment-
Par la définition du produit de catégories, il est clair que f est bien défini.

f est injectif : supposons que NOWUS avons Jel({xm)mem)) = (el({ym Imesr)). Il 8'en suit que pour
tout m € M : [&mm] = [ym]. Donc pour tout m € M, il existe dans Dy, un zig-2ag qui combine

Em et Ym. Comme M est supposé fini, nous pouvons trouver un zig-zag dans HM’Dm qui
me

combine {&m Jmear €t (4 e ar, en mettant bout & bout les zig-zags de Dm qui combinent Zm
et Y-
f est surjectif : cect est immédiat. a

Nous supposons jusqu'a la fin de cette sous-section que M est fini. En posant Dy = (T/5xm) 1 Ens®m,
nous pouvons appliquer le résultat de ce lemime et du lemme de 3.6.1 de la maniére suivante :

Weg(T,5) = MWo(B(T | Mod[ST)) = To{T | Med[S]) = ng(mgw{fr/gm)mnssm}
1 (75,5 | Ens®=) 1 1(BU(T/s,) | Ens®™))
me A meM
= 1 Heg(T/s,:5m).

meM

b
1

19 yoir M. Evrard, Homotopie d'un espace topologique relativement & un recouvrement. Application & Phomotopie des
préschémas, Thise d'Etat. Sur la page 48 {propostion 1114} se trouve un énoncé plus général : Four tout n € I ei tout
couple dobjets ([, J) de Cat* : wald X 4} 2 mnil) % mald). Nous allons présenter powr & = O et en 3.6.3 pour n = i des
preuves adaptées A ces cas spécianx.

e 8 .52 AL N
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De méme nous pouvons trouver un résultat similaire pour I :

3.6.3 Le calcul relatif de I,

Nous renvoyons 4 la référence en bas de page du lemme 3.6.2. Nous souhaitons tirer bénéfice & nouveau
du lemme 3.6.1. Comme II; BD = D[D~!], nous allons montrer que 'opération d’inverser les féches
commute aux produits finis. Pour cela rappelons le théoréme suivant :

Théordéme de Gabriel-Zisman !

Soit D une catégorie. Pour toute partie & C FID il existe une unique catégorie ( 4 isomorphisme
prés )} D[E7] et un foncteur Py : D —s DE~1] vérifiant les propriétés suivantes :

(1) pour tout o € X, Pg(0) est un isomorphisme
(i) pour tout foncteur F : D -~ Z qui vérifie (i), # existe un unique foncteur
G : DL — Z tel que le diagramme suivant commute :

D2 pfz-)
x /
z

D[] a les mémes objects que D.
51 D et £ sont maintenant deux catégories non nécessairement petites, nous allons montrer que
(P xE[Dx &) =D~ x £[£7].

Choisissons Pp : D — D[D | et Pe : £ — E£[£71] conformément aux notations du théoréme de

Gabriel-Zisman.
Nous obtenons ainsi le foncteur canonique Pp X Pg : D X £ o DD~ x £[£71]. Maintenant nous

pouvons vérifier les deux propriétés en question du théoreme de Gabriel-Zisman pour ce produit :

(1) pour tout (f,9) € FID x &) :
(Pp x Pe)(f,9) = (Pp(f), Pe(g)) est un isomorphisme.

(ii) soit F : D x £ ~+ Z un foncteur qui vérifie (i}. Pour tout £ € ObD et tout y € ObE nous pouvons
définir les fonctenrs :

Fy,: D — 2
z v Flz,
_ F{f,id .
(@18 — (Fz,y) " piz, )
Fy: E —_— Z
1 [ .F(z,y)
» Fid, _
9 — (Fz,y) " pe,).

Selon le théoréme de Gabriel-Zisman il existe des foncieurs uniques Gy : DD s Z et
Gz E[E7*] — Z qui rendent commutatifs les diagrammes suivants

Y voir Gabriel et M. Zisman, Caloubus of Fraction and Homotopy Theory, Springer-Verlag, 1967, p.6

e W i i e
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P P
P B PP £ £ gEH
Fy Gy F, Gy

Ainsi nous définissons de fagon canonique

G D x £ — Z
(z,9) e Flz, y) = Fy{z) = Faly) = Gyle) = G
(w2 Em — Fay 2 REY) 9 p(z, 7))

A cause des égalités suivantes

, S P P S
P x P (o) L2 @) = Gy 2L (5 )
P
= Fap ) pEy) T @D
F o Ty o
= By 2 ey T REY)

= Floy Y @ 22 @)
= F((zy) L8 (&)

il s’ensuit que Je diagramine suivant est commmutatif :

Pp x P,
D x &bl lE DD x E[ETY

Z

Remarquons que G est bien un foncteur. Cela peut se voir soit en présentant les éléments de D[D 1] et
E]E71] par des zig-zags de D et £ soit en montrant que (G s'obtient directement par deux applications
successives du fait que si & C FID, alors

D x E[(L x &) 1= DETIXE,

fait qui résuite de ce que ¥ oD x £ — Z inverse les éléments de I X £, si et seulement st Fop— 2
défini par P(z)(y) = Flz,y) inverse les éléments de X,

Nous pouvons donc conclure avec le théoréme de Gabriel Zisman que (D x S){D x &)~ = DD %
gt

De plus nous pouvons étendre Vargumentation aux produit finis
Lemme 3.6.3 : si M est fini et (Do )mep une famille de catégories non nécessairernent petites, alors :

it - oy
([ 2ol I P12 11 Dl

meM
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De ce lemme et du lemme de 3.6.1 nous pouvons déduire les isormorphismes

(T, 5) = W(B(T{ Med[S])) =T | Mod[S][(T" | Mod{S])~"]
£ ml;[M(T/Sm)1Enssm{(mIgM(T/’gm)iE‘nsS"‘)"l] lemme 3.6.1
= mgw((T/sm) | Ens®~[((T/s,.) | Ens=)~1]) lemme 3.6.3
= mQMIII(B((T/sm) | EnsSm))
= mEMﬂw(T/sm,Sm)

Le méme type de résultal est aussi valable pour H™ (n ¢ IV).

3.6.4 Le calcul relatif de H™ (n € IV)

Nous n'allons pas démontrer le caleul relatif dans toute sa généralité, mais nous allons soumettre la
restriction suivante ( de nouveau soit M un ensemble quelcongque ) :

Neus n’allons admetire que des foncteurs F' : T | Mod[S] — Ab pour lesquels il existe une famille
(Fn)menm avec Foy, : (T/s._ Y1 Ens®r — Ab telle que

()Vh . T-—GeT | ModlS] : F(h) = mIE}MFm(h/Sm)
@ V(T YyeT | ModlS]: F(m) = I Fu(n/sn): 1L Fn(Glsn) — 11 Fa(H/s,)

/\

G ——H

Soit F': T'| Mod[S] — Ab donc un tel foncteur pour le reste de cette sous-section avec la famille
(Fuuymens- Nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 3.6.4.1 : Pour m & M soit A, un ensemble queiconque. De plus on dispose pour tout m € M
el &y € Ay des ensembles Tz, ). Nous avons une bijection entre
( I;IMF(xm)) et mEIM zmgAmr(xm)

{rm)mEMfE H HAmm
mEM

Preuve : Posons

( II D(zm)) — I Il T@m)

(Zm)memE HMAm meM MEM fm€lm
mE

(((ym)mEM)(xm)meM)(zm)meme EIM&,“ b (((ym)rm)meAm)mEM

Cette application définit bien une bijection o

Considérons ensuite pour tout m € M les nerfs N(T' | Mod[S]) et N({(T'/s..) | Ens®=). Nous avons de
nouveau une propriété de produit :

Lemme 3.6.4.2 : Pour tout n € IV nous avons N(T' | Mod[S]){[n]) = HWN((T/Sm) | Ens¥)(In})
mMeE!

Preuve : La bijection est donnée par Vapplication

N(T' | Mod(S])([n]) — mI;IMN((T/sm) | Ens®j(In])

(T — My — ... = My} — (T/s, - Mofs, — ...~ My/s, ) a
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Nous allons maintenant utiliser lemme 3.6.4.1 et lerome 3.6.4.2 de la maniére suivante, en employant la
définition du complexe de cochaine :

CHYT,F) = I1 F(Mn)

(T — Mo+ M JEN(T LM od[ S])(in])

= FulMD
(T s =M= — M mem€ felMN((T/sm}iEﬂss"‘){[ﬁ}) mli-ilM (M)

(lemme 3.6.4.2 et hypothese sur F)
= ] 1 Fon (M)
MEM  {T/sm— M= —=MPYEN{(T 5, ) Ens ™ )([n])
(lemme 3.6.4.1)
= gMC”(T/Sm,Fm).
Soit d” la différentielle de C™(T', F) et d, la différentielle de C™(T/s,,. Fin).
Rappelons la définition de d* :

d™{z = P z
( )(TLMeih,._gﬁ.‘Mn+,) (gn41)( (Tﬁ»Mn_?l«r.“—ylrMn))
- & h In 41998
(TW*MB——P...—-#M«“,M,[ —_— M"+1)

+

+ = "
(T2 My e comr Mg 1)
Devant le dernier terme nous avons '+, si n est impair et /", si n est pair. De cette définition nous

pouvons déduire pour m € M et z = (zihiem

e . = Bl z .
( ( )(Tmf«*Meﬂn..g-i»‘Mnm))m rn(gn+1/5m)({ m}{T['Smhii{nMOmeg}‘{f"m"'gf:‘l_s;mMniSm)
- {zm) / aga/
M s Mg I M5 M o)

+.

+ (#m) g
1okl 5,
(Tfsm — Mllsm‘*"‘MM"+li3m)

= &y(om)
mivm Afg
Ty — Mofspm——Muys/5m}

De ces constatations nous pouvons immédiatement déduire le lemme suivant :

Lemme 3.6.4.3 : Pour tout n € IV nous avons H"(T, F) & HMH“(T/SW Fn)
mE

3.6.5 Résumé et conclusion

Dans 3.6.2, 3.6.3 et 3.6.4 nous avons vu que si § = 1 S8, T : C —— Ens un foncteur de la catégorie

ME
sous-jacente de S vers les ensembles et F et {(Fr)menr comme dans 3.6.4, nous avons :

- HGg(T7 S) = rngWHDQ(T/Sm s Sm}
o Ug(r,s) = 1] Wg(T/s,, 5m)

o HMIF)

iR

mQMH”(T;’SM,Fm) {pour n & N)
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3.7. CONDITIONS SUFFISANTES POUR QUE T | MOD|S] SOIT CONTRACTILE b5

Comme toute esquisse est la somme de ses composantes connexes, nous avons ainsi :

. H()(](T, S) o RQ}%(g)HQQ(T/R,R)

Il

© W8 = /s R)

IR

e H™T,F) H™(T/p,Fn) (pour n € IN)

ReHo(S)

(ici de nouvean Ho(S) = { composantes connexes de S})

3.7 CONDITIONS SUFFISANTES POUR QUE 7T | Mod[S]
SOIT CONTRACTILE

3.7.1 Une hypothése de départ pour P’esquisse S

Quant & Pesquisse S nous supposons sans nuire 4 la généralité que pour tout I € ¥, pour tout J € J! il
n’existe pas de fleche U] — W telle que W est un candidat pour un objet initial dans S. Car si une
telle fleche existait, nous remplacerions I par I’ = (U}T‘ — gl =yt Jicyr'» le cone qui est obtenu
partir de / en supprimant J et toutes les fléches dans I qui partent de J ou qui pointent vers J. De fagon
intuitive nous pouvons dire que nous voulons mettre en évidence les “sommes cachées” U fe—0-—UL
de Desquisse 5. Soit donc S’ Pesquisse qui est déduite de S en modifiant les cones inductifs pour lesquels
une telle modification est pertinente.

Lemme 3.7.1 : nous avons un isomorphisme de catégories Mod[S] = EnsS’| ce qui est facile & vérifier.
Pour la suite de la section nous allons donc adopter cette hypothése selon laquelle U] ne pointe vers
aucun candidat pour un objet initial pour tout J € J7 et tout I € 1.

3.7.2 La condition suffisante

Proposition 3.7.2 : Si pour tout cone inductif I = (U] —s U%Yser la catégorie sous-jacente J! est
connexe et s1 pour tout cone projectif P = (VF — Vif')ycgr Pélément VF ne pointe pas dans
S vers un candidat pour un objet initial dans 5, alors T | M od[5] est vide ou admet un objet
terminal.

Remarque : Si 'esquisse S est purement projective, alors la transformation naturelle T — % de 7T
vers le foncteur singleton est un objet terminal dans la comma-catégorie T | M od{S]. 8i 5 est une
esquisse mixte, nous pouvons avoir sous les conditions de la proposition 3.7.2 un résultat similaire.

Démonstration : Sous ces conditions nous allons montrer que si T | M od[S] # @, alors T' | Mod[S]
posséde un objet terminal que nous ailons effectivement construire.

B e a4 T T N W T 0 8 003, 0 0 B GRG0 18 0 8 S8t a0 st e n n m o
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Posons done

E: C —> FEns
oC —+  ObEns
{#} ,si W ne pointe pas vers un candidat
pour un objet initial de S
@ ,si W pointe vers un candidat
pour un objet initial de S
Flig —as  FlEns

W Lowy — (rRW) 2L RW))

olt R(f) est une des trois applications possibles

g -— B
b — {9
pr — ()

Tl est clair que R est un fonctenr bien défini. Montrons que K est un modéle de 5 :

Soit I = (U} — UT)jegr un cone inductif de 5. Selon I'hypothése de départ (Cf. 3.7.1) et la
condition de la proposition il n’y a aucun U 4 gui pointe vers un candidat pour un objet initial
dans S. De méme U! ne pointe pas vers un candidat pour un objet initial dans §. D’olt pour tout
Je ' RUE) = {x} et pour U/ : R(UT) = {x}.

Comme J! est connexe nous avons :

m - Rty = RUT).
Jed!
Ensuite soit P = (V¥ — V¥ )gexr un cone projectif de 5. Comme V¥ ne pointe pas dans S vers

un candidat d’objet initial ( condition de la proposition }, aucun V£ ne peut pointer vers un candidat
d’objet initial. Il sen suit que pour tout K € K” : R(VE) = {x} et pour VP R(VPY = {x}. Dot

bm pvE) = R(VP).

Keg®
Donc R est un modéle de § (Clest-a-dire en particulier que les deux conditions de la proposition
sont suffisantes pour Pexistence d’un modéle de S ).
Montrons ensuite que si T | Mod[S] # 0, alors il ¥ a un objet terminal de T' | Mod[S]. Comme
T | Mod[S] # 8, il y a un morphisme de T' vers un modéle M. Pour W € Ob( nous avons
M(W) =8, si W pointe vers un candidat d’objet initial de S.
Par conséquent pour un tel W € ObC nous avons aussi T'( W) = 8. De cette constatation il s’ en
suit immédiatement qu’il existe un morphisme canonique T —— R.
Done T —s R € T | ModiS) et T —~ R est Uobjet terminal de 7' | Mod[S], car pour tout
T —s M €T | Mod[8], il existe un morphisme unique M — R qui rend commutatif le diagramme
suivant :

R

N

.iM rI Q

Comime toute catégorie qui admet un objet initial ou terminal est contractile (voir lemime 3.2.3), il s’en
suit de la proposition 3.7.2 que B(T" | Mod{S}) est contractile.
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3.8 LES COMPOSANTES CONNEXES DE B(T | Mod[S])

Cormnme en 3.7.1 nous allons supposer sans nuire 4 la généralité dans tout ce paragraphe que pour tout
I e I, pour tout J € J!, il n’existe pas de flecche U — W telle que W soit un candidat pour un objet
initial dans S.

3.8.1 Introduction

i
Pour tout céne inductif 7 = (U] 2L 0/1),, g7 de S, rappelons que pour la catégorie sous-jacente J!,
Ho(J) désigne Pensemble des composantes connexes de J7.
Comme au chapitre 2, 77 est I” ensemble T(U)\[ U T (a2 YT (U], ’est-a- dire I’ ensemble des points
Jed

de T'(UT) qui ne sont pas atteints par la base (T(Uﬁ),ey.

Pour le calcul du nombre de composantes connexes de B(T' | Mod[S]), il nous faut savoir sous quelles
conditions il existe un morphisme de T' vers un modéle de S. Dans cette perspective il y a deux lemmes
utiles :

Lemme 3.8.1.1 : S’il existe un c6ne inductif I, deux éléments J, J' de deux composantes connexes dif-
férentes de J' et deux points z; € T(UL) et &5 € T(U},) avec T(af)zs) = T(eh)(ay), alors T
n’admet aucun morphisme vers un modéle de S.

Exemple : le diagramme “candidat somme”
C
/ \
A B

n’admet aucun morphisme vers un diagramme “somme” du type

D+ E

7N,

s’ il existe & € A et y € B avec u(z) = v(y).

Preuve : S'il existe un cone inductif 1, s’il existe deux éléments J,J’ de deux composantes connexes
différentes de J et deux points zs € T et x3 € T(ULY avec T{al)z;) = Tl (zp),
est clair que 7" ne peut jamais étre un modéle lui-méme parce qu’un modele peut toujours lier par
un zig-zag deux points qui sont égalisés dans son sommet. Comme J et J’ appartiennent 3 deux
composantes connexes différentes, il ne peut donc exister un tel zig-zag. Donc T ne peut jamais
étre un modeéle lui-méme. Autrement dit si M est un modéle de S, alors nous avons

M{a3) (MU 0 M{a . ) (M(UL)) = 0.
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Dans une argumentation par DPabsurde supposons donc quil existe un morphisme
h:T —s M de T vers un modéle M. Nous avons donc les égalités

M{eX YU =s)) = U (ed)z)

Ii

DT ) )
= M{ah UL ])
Dloit Ia contradiction M{a MU D) N M5 )MV ])) £9 =

Rappelons la notation P = (VP — VP ke kP pour un cone projectif de 8

Lermme 3.8.1.2 : 8’il existe un cone projectif P, tel que V¥ pointe dans 5 vers un car
initial et si T T(VE) # 0, alors T n’admet aucun morphisme vers un
KekF

Exemple : le diagramme suivant

9

SN

B

A

W v

n’ admet aucun morphisme vers un diagramme du type

@

AL

D — X - B

avee F(DYNg(E) =8, si {(z,2,4) € AxCX B/z = u(z) = v(y)} £ 0.

Preuve : 5'il existe un cone projectif P, tel que VP pointe dans S vers un candidat d’ objet mni~
lim

tial et si £ T(VE) # 0, il est clair que T n’est pas un modéle lui-méme. Autrement dit
KegF®
si M est un modéle de S, alors nous avons fm M(VE) = . Dans une argumentation par
Kek?
I’ absurde supposons done qu’ il existe un morphisme b : T —— M de T vers un modéle M .
Comme W% T(VE) #9, choisissons (z2x)xegxr € bm  ry2y avec zy € TVE).
Kek” o Kek* )
I s'en suit que A(VF)zk) € M(VE) et que (A(VEWex))kerr € im e fy.
LS

Dot la contradiction o

Cles deux lemmes montrent des conditions qui font qu’ il n’existe pas de morphisme de T vers un modele.
Est-ce que la négation de ces conditions conduit a Pexistence d’un morphisme de T' vers un modele ¥
Clest-a-dire est-ce que si T satisfait les propriétés X; et Tg

¥, : Pour tout I € X, pour tout J,J' € J ! tels que J et J' appartiennent & deux composanies connexes
différentes de J' nous avens T(a}}(T(UJ)) AT NTUL) =8
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Yy : Pour tout P € P tel que le sommet projectif V¥ pointe dans § vers un candidat d° objet initial

nous avons 1M T(VE) = ¢,
KeK”

nous avons un morphisme de T vers un modéle M 7

Cette question differe du point de départ de la construction du diagramme localement libre. Dans le
d.l.l. nous partons de I’ existence d’ un morphisme & 17" — M (avec M mod&le) afin de construire une
factorisation par un point du d.i.l. -

/

T 3

M,

alors que pour la question soulevée plus haut il s’agit d’assurer I'existence méme d’ un tel morphisme
h:T —= M. Pour la suite nous allons ainsi donner quelques conventions.

3.8.2 Quelques conventions d’appeliation

Comme premiére étape nous allons exclure qu’ily ait P & JP tel que V® pointe dans S vers un candidat
d’objet initial. Mais il faudra aussi exclure la possibilité suivante :

Il se peut pour un P ¢ I que V¥ ne pointe vers aucun candidat d’objet initial, mais que nous ayons
pour tout modsle A : M M(VE) = M(VF) = @, précisément parce quil ¥ a un cbne inductif
Ke¢kK*

I € I, deux éléments J, J' € J¢ qui appartiennent a deux composantes connexes différentes de J7
y O’Ir . .
tels que le diagramme U] 24 pf 220 U, est un sous-diagramme de (V Jkexr- { Puisque pour

M mnous avons M(af)}(M(U))N M{al ) (M(UL) = 8, il est clair dans ce cas que im . M(VE) =
KeK

{(zr)kexr € KQPM(V;E)/VK = K € K¥ : M(o)(zk) = 25} = 0 ). Ces deux possibilités sont

exclues dans la définition suivante -

Définition 3.8.2.1 : Une esquisse S sera appelée une esquisse 4 connerité semantique faible (C.8.Fa.)
si et seulement si pour tout fonctear 7 - € — Ens qui satisfait la condition 1 {cf 3.8.1.), 1l existe
un modéle M de S et un morphisme de 7' vers M.

Exemple : nous considérons de nouveau Vesquisse “somme”
S {a — b}

Pour tout foncteur T de ( vers Ens que nous notons

C

A B

avec u{A) N v(B) = &, nous pouvons choisir un morphisme vers le modéle suivant :

B 03 005.5,3.5,3.80..0,3 . 35 8 i+
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A -1

X‘C \1+1
/ /

B +1

Comme dans S il n’y a pas de cones projectifs, il s’ensuit que $ est une esquisse A connexité
sémantique faible.

L’appellation sous-entend que nous allons considérer également une version “forte” . Pour cela nous avons
besoin des remarques suivantes :
Rappellons la définition de 77 qui est Vensemble T{U D\ U lT(aﬂ)(T win.

Jed

Une ol J }-partition de TI est une application p: ﬁg(iJr ) —_ P(T*) vérifiant

eTi= U oI
et

e pour tous L, L'e IIO(&LI) (L # L= p(L)D p(L’) = .

A tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme BT —s M de Ens< nous pouvons faire ¢orrespondre
une unique Hg{J T)-partition de T4 de la fagon suivante :

Pour z € TV C T(U!) considérons MU Yz} € M(UT). Comme M est un modéle, il existe une unique
composante connexe L de J! {ie L € LY I }), telle qu'il existe J € ObL, non nécessairernent unique,
qu'il existe 25 € M(U Ty tels que M(al)(zs) =AU N(z). Ce procédé départage T! de fagon unique en
une To(J!)-partition.

Définition 3.8.2.2 : Une esquisse S sera appelée une esquisse ¢ connerité sémantique forte (C.8.Fo)
si et sealement si pour tout foncteur 7' : ' — Ens qui satisfait la condition Xy (Cf. 3.8.1 ) et
toute Ho(J)-partition p’ de 77 il existe un modéle M et un morphisme b : T — M qui induit la
To(d ! )-partition o de T!.

Exemple : L’esquisse “somme” § = {a — ¢ — b} est une esquisse 4 connexité sémantique forte,
comune il est facile de voir.

3.8.3 Le calcul de I, B{T' | Mod[S])

Nous supposons que S est une esquisse C.S. faible ou C.S. forte et que T : C ~— Ens est un foncteur.
Rappelons que A(T,S) désigne la catégorie sous-jacente du d.l.l. relativement filirant que nous avons
construit au chapitre 2. Mais pour pouvoir considérer A(T,8) nous devons admettre que les catégories
sous-lacentes des cones projectifs de S solent finies, conformément aux nypothéses du chapitre 2.

Proposition 3.8.3 : A, B € ObA(T,S) sont reliés dans A(T,S) par un zig-zag si et seulement si
T DA T 2, Dp induisent la meme No(J')-partition de T4 pour tout I € L.

Démonstration : nous allons démontrer les deux points sulvanis :

1.7 44, Da, T 45, g induisent la méme Ha(il)—pmtition de TT pour tout I € I, alors A
et B sont reliés dans A(T,S) par un zig-sag.

2. §i dy et dg induisent des Ho(J !Y-partitions de T' différentes pour seulement un I € I, alors
A et B ne sont pas reliés dans A{T,5) .

AR
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PR R

En ce qui concerne les notations de Ia catégorie sous-jacente A(T,5) du d.LlL., nous allons nous
rapporter au chapitre 2 plus précisément 4 la section 2.2.1 et 2.2.2 .

Point 1 Soient A € M, (T, S), B € My(T,S). Supposons que k < n. Comme FiMe € PIM,,,
ous pouvons construire la “somme amalgamée” suivante :

T o (B)

-+ D (B)

dy(A)

D.(4) ™ Dyu(A) +,Dn(B)

et nous montrons que Dy,(A) + D,(B) satisfait & la condition 3 ( voir 3.8.1 ). Pour cela
_ T

soient I € I; R, R’ € J' et yp € D (ANUL), yw € Do (BYUL) tels que

(Da(4) +, Da(B))(af)(cl(yr)) = (Dn(4) + Du(B))(ag)ellyr))) ot cllyr) et ci(yp) sont

des classes d’équivalence pour la somine amalgamée. Sous ces notations nous voulons montrer

que R et B appartiennent i la méme composante connexe de J'. Ceci entrainera donc que
(D=(A) —i—TD,1 (B)) satisfait la condition ;.

Considérons d’abord le cas ot il existe z € T(U!) avec :

Dy, (A)(agi)(yR)
Dr(B) (o))

Nous allons done considérer deux cas -
Premier cas : z€ U T(af)(T(UT))
Jeg

1 existe donc J € }f et zy € T(U?) avec T(al)(zs) = 2, d’otr :
Du( D)@l WUN() = dalA)UNE) (= Da(A)ok)(ur))

Da(B)@ )N dn(B)UD(22)) = da(BYU)(2) (= Da(B)(ak)wrr))

Comme D, (A) et D,(B) sont des modeles, il s’ensuit Pexistence de deux zig-zags :
Le premier combine yg et d,(A)U1)(z 7) dans la limite inductive
(Dn(ANU]) — Dn(A)(UI))JEJ_"-
Le second combine yps et d,, (B)Y(UI)(zs) dans la limite inductive
(Dn(B)U) — Du(BYU ) se,r.
Comme conséquence nous avons Pappartenance de R, J et B' & la méme composante
connexe dans JT. '
Deuxidme cas : z ¢ T/
Comme d4 et dp induisent la méme Ho{ [ o J-partition de T, i existe LJ e J! appar-
tenant & la méme composante connexe et z; € Da(ANUE), 210 € Do(B)U 1) tels que

DalA)ei)zr) = dafA)YUN)(z) (= Da(A)ah)(yr)

Dn(B)ab)zr) = da(BYUTY2) (= Da(B)ak)(vr))

dn (AU T)(2),
dn(B)(UT)(2)

il #

e A A
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Comme Dp(A) et Dn(B) sont des rodeles, il sensuin | oeastonce des deux rig-zags SUv-
ants :

Le premier combine yg et 27 dans la limite inductive
(D AU — Da(AYU Nsesr

Le second combine yp: et zy» dans la iimite inductive
(Da(BYUD) — Du(BYU et

Conmme conséquence NOus avons I'appartenance de [Z, g hia
connexe de J_‘r  Nous venons done de démontrer que pour [ & £, pout R,OH € J
et yr € Dn(AXU), yre € Dn(BYUfy) tels que nous ayons lo zig-pag simple relatlil 3 ia
somimne amalgamée :

we composainte

(T2

S

\\
(Dal(ANUT), Dr(A) (@) uR)) (D BUUT), Dal Bl um )

1l s’ensuit que R et R’ appartiennent a la mMeme composante COnneRe.

Nous venons donc de démontrer pour la relation qui engendre la vel didquivalenos ¢
somme amalgamée Dp(A)+ Dp{B) que et R! appariiennent a la meme composante cODnReXE
T

de J7 pour tout [ € Il Le cas général peuat etre piduit a cette relation qu engendre la relation

d’équivalence de la somme amalgamée Dy, (A) 4+ i H).
-

Dans tous les cas R et R’ appartiennent & la méme composante counexe de 4.
Done Dp(A) + Da(B) satisfait }a condition Xy
T
Comme Desquisse est une esquisse C.5. faible on C.8 forte, il s'ensuit  que
Do(A) + Dn(B) admet un morphisme vers un modele de § . Par ia constructicn des fleches
T

dans la catégorie sous-jacente A(T, Sy du dld 1 il sensuit que A et B sont seliés dans A{T, 5}

Point 2 Sinous pouvons montrer le lemme suivant, it s’ensuit, comune il est, facile de voir, e deux-

itme point de la proposition :

Lemme 3.8.3 : Soient M, M’ € Mod[S}] deux modéles, b7 e M et W T - M deux
foches de EnsS et g+ M — M * un morphisme de modelcs dans M odlS] tels que le
diagramme suivant comumute : M

g h

Mo T.
h

Alors oM = oM (o pM, pM" sont les Wo(JL T)-partitions relatives aMeta M)
Preuve : Montrons pour tout L € To(J) : pPM(L) € ML) et ML) C pM(L)
o ML) C M (L)
Siz ¢ pM(L), alors il existe J € ObL (non nécessairement unique) et z; € MU 0
tels que M{al)(zs) = R(UD{z). Dou
RN ) = U RUTY ()

g(U Y (M(aj)es)
M (oY (g(U i)

i

it
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Dol € pM'(L).

o ML) C pM(L)
Siz € pM(L), alors il existe J & Obl, (non nécessairement unique) et xy € M/(UT)
tels que M'(af)(z,) = B/(UT)(2).
De plus on a A'(U1)(z) = HUDRU)(2)). Soit maintenant L* € Mo(d7) tel qu’il
existe J* € ObL" et 2. € M{U{.) tels que Mot Yzse) = (U z). Do

gU (AU )(z))
g M(a ). )(zs-))
M (g )(g(US. ) (z0-)).

Et donc M'(af)(z;) = M’(aﬂ.){g([fﬁ)(:w.)). Comme M’ est un modéle, il s’ensuit
que J et J* appartiennent & la méme tomposante connexe et donc que L = L*.
Dod z € pM (L)a.

R(UT(z)

o

Remarque : C’est pour cette proposition que nous avons appliqué pour la premiére fois Ia construction
du d.llr.f. élaborée dans la section 9.2 Tous les résultats géométriques des sections 3.6. et 3.7 ont
été& obtenus sans recourir 3 Ia construction explicite du d.f.r. f, mais en “travaillant” dans la “grosse”
catégorie T' | ModS]. Les résultats de 3.6. et 3.7 sont ainsi valables pour une esquisse S quelconque
{ c’est-a-dire sans que les catégories sous-jacentes des cénes projectifs de S soient finies - condition émise
dans la construction du d.l.i.rf. )- Dans la démonstration de la proposition 3.8.3 (Point 1) nous venons

4 ”

gamées” (utilisée dans la preuve du Point 1) peut étre effectude, de la méme maniére, dans la “grosse”
categorie T | Mod[S). Pour cette raison la Proposition $.8.2 reste vrale, lorsque ’on considére un esquisse
S (& C.S faible ou & C.5.forte) dans lequel les bases des cénes projectifs sont & cardinalité quelcongue.

Notation : pour le foncteur 7" : C — Ens notons Pensemble

Z(Ty=2(T,8) = Ig{pf Mo(d") — P(T7) /o est une Io(J”)-partition deT)

Maintenant nous pouvons formuler le théoréme fondamental :

Théordéme : 1. $iS est une esquisse & connexité sémantique faible, alors nous avons pour tout foncteur
T:.0 ~— Ens
card(Wo(B(T | Mod[S])}) < card(Z(T))
2. 51 8§ est une esquisse & connexité sémantique forte, alors nous avons pour tout foncteur
T:C — Ens :
o (B(T | Mod[S])) = @ oir Uo{B(T' | ModlS])) = Z(Ty.

Démonstration 1 1. D’aprés la proposition 3.8.3 il y a dans A(T,S5) au plus autant de composantes
connexes que d'éléments de Z{7}. D'on

card(ILo{B(T' | Mod[S]))) =
card(lo(T | Mod[S])) [=

card(Ilo(A{T, 5))) si S est & bases projectives finies] < card{Z(T)).

T S Nt o e e
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64 CHAPITRE 3. LA GEUM ETRIE DES ESQUISSES

9. Gi le foncteur T’ ne satisfait pas la condition %y, alors 7 | Ias = B et ainst Ho{ BT
ModiS))) =90. SiT satisfait la condition Xq, alors nous svous pous Lot &ément p € Z{17) on
modéle M € Ens et un morphisme o : T ~— M tels que b indutt g, prsgue & st supposée
3 CS. forte. {Pour chacun de ces M nous pouvons Lrouver uno factorisation par un point de
A(T, §) qui induit nécessairement g

-

T

- > M,

si S est & bases projectives finies.] Avec la proposition 3.8.3 il glensuil que
card(Tlg(B(T § Mod[S]))) =
card(Ho(T | ModlS])) =
card(Ho{A(T, S))) si S est 3 bases projectives finies] > cardZ2{T)

Comme une esquisse & C.5. forte cst AuSS] UNE eSQIESe A CONnexite sémantique faible nous
avons avec 1)
card{o{B(T | Mod[S]))} < eardZ(T)

et ainsi Mo(B(T | Mod[S])) = Z(Tn

Nous pouvons interpréter le résultat de la fagon suivante !

Le nombte de composantes CORNEXES de B(T | Ens) s’oblient par le caleul de tous les gl \_partitions
possibles de T (I € I). Rappelons que Tt est la partie du sommet T(UY gui 0’ est pas “remplie” par
1a base (T(U§) 1. Cecl constitue un résultat expressif au sujet d’un calcul géométrique de la distance
entre T' et un modéle. On apprend ainsi que le seul “vrai” facteur qui peut mfluencer le fait que T n'est
pas modéle est celui du “non-remplissage” des sommets T (I € I) par les hases (T(U1))jeqr- Nous
obtenons également une expression plaisante de D'inter-ariicuiation syntaxe-sémantigie - le nombre de
composantes connexes est obtenu par le calcul de tous les No(J)-partitions possibles ( syntaxe ) de 77
{ sémantique ).

De plus nous voyons que Pessentiel du résultat se trouve déja exprimeé dans Pexcemple de Guitart®? sur le
d.l.l des sommes.

3.9 LE I, ET LES H" DES ESQUISSES MULTI-INITIALES

Dans cette section il s’agit de déterminer f, B(T | Mod[8}) et H*{T, F) (n € IN) dans un cas particulier
intéressant. Puisque nous avons pour toute catégorie D : IHBD = PP~} '3, nous pouvons calculer
T | Mod[SJ[(T' | M od[S])~1] de fagon effective en faisant recours b la construction 14 gy 4l de T.
£n revanche il est trés difficile de donner W, B(T | Mod[S]) et H? (T, F) de fagon explicite comme nous
avons fait pour HoB(T | M 0d[S]). Mais si nous nous restreignons & un <as particulier, nous pouvons
donner une description explicite :

12yoir section 1.4.5
123 yoir section 3.4
3 yoir chapitre 2
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Définition 3.9 : Une esquisse S est dite esquisse mulli-initiale si et seulement si pour tout foncteur
T : { — Ens, toute composante connexe L € Ho(T | Mod[S}) de T' | Mod[S] posséde un
objet initial, Comme nous allons voir, les esquisses multi-initiales vont fournir pour tout foncteur
T:C —~— Ens des multi-adjoints, c’est-i-dire des diagrammes localement libres discrets. Nous
retrouvons donc le cas que Diers'® avait considéré. Si S est multi-initiale, soit hp : T — Mg
Pobjet initial de la composante connexe L€ Top(T | Mod[S]) de T | Mod[S]. L’existence du
d.llr.f garantie que Ho(T | M od[S]) est un ensemble. Posons

M Lo(T | Mod[S]) — Mod[S]
L b My

et h:(hy : T —s M&)&eﬂu(TlMQdisz) 4’0ol le lernme :

Lemme 3.9 : 8i § est une esquisse multi-initiale et T ¢ — Ens un foncteur quelconque,
(Io(T | Mod[S]), M, k) est un diagramme localement libre relativement filtrant de 7", Ce résultat
est immédiat,

3.9.1 Le II; des Esquisses multi-initiales

Selon le lemme 3.9 il est clair que le groupoide I B(T | Mod[S}) est équivalent & l'ensemble Oe(T |
Mod[S]) considéré comme groupoide, parce que B(T | ModlSl) = T | ModSI[(T | M od[S]))~H
et parce que B(T | Mod[S]) et BHo(T' | M od[5]) (la réalisation géométrique de la catégorie discréte
[o(T | Mod]S])) ont le méme type d’homotopie.

3.9.2 Les H" des Esquisses multi-initiales

Nous allons montrer que si S est une esquisse multi-initiale, si 7' : € — Ens est un foncteur quelcongue
et si I : Mod[S] —— Ab est un foncteur quelconque, alors pour tout n € IV : H™(T, F) = 0. Ceci est une
conséquence immédiate du lemme suivant

Lemme 3.9.2 : si D est une catégorie discréte et F : D —s Ab un foncteur quelconque, alors pour tout
neN:HY D, F)=0.

Preuve : le n**™* membre du complexe de cochaine est défini de la fagon suivante :

con=, F(an)
(Xo2h B8 X Ve ND{[n])
Comme D est une catégorie discréte, nous avons Xp = ... = X, et g; = id. Pour cela nous pouvons
écrire

C™(D,F) = mel(}wp(z)

pour tout n € V. Il est facile de voir que pour la n¥*™¢ différentielle g™ nous avons :

_ | (zx)zep sin est impanr
d*((2s)zep) = { 0 sl n est pair

Dol H™(D, F) = Kerd® [y gn—1 =0 pour tout n € W o

On voit donc que si S ne comporte que des cénes inductifs discrets(sommes), alors § étant multi-initiale
les calculs de Iy et H™ sont triviaux; ils le sont aussi presque (cf. propos. 3.7.2) ’il n’y a que des cénes
inductifs connexes. Leur intérét semble donc résider dans le cas de présence simultanée de cdnes inductifs
discrets et de cones inductifs connexes.

Byeir Y. Diers, Catégories localisables, Thése, Paris 1877
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Chapitre 4

APPLICATION : GEOMETRIE ET
LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

4.1 REMARQUES

Nous avons vu dans la section 1.2 que les modéles ensemblistes d’une certaine esquisse mixte décrivent
exactement les modéles d’une théorie du premier ordre et que cette correspondance n’est pas une équiv-
alence de catégories mais seulement un isomorphisme au plan des objets. Les cénes distingués de cette
esquisse du premier ordre sont & bases finies {voir section 1.2) : candidats d’objets initial et terminal,
candidats de produits finis,candidats de produits fibrés,candidats d’égalisateurs, candidats de sommes
amalgammées et sommes. Nous voyons en particulier que les bases des cénes inductifs sont connexes
pour les sommes amalgammées et non-connexes pour les sommes. Or, nous savons que les sommes d’une
esquisse du premier ordre proviennent de la présence de la négation — dans une des formules de la théorie.
Intéressons nous d’abord aux esquisses du premier ordre qui proviennent d’une théorie sans négation. Les
bases des cones inductifs d’une telle esquisse sont toutes connexes. En outre il est facile de voir qu’aucun
sommet d’un cone projectif de Iesquisse ne pointe vers un candidat d’objet initial. Nous sommes donc
exactement dans le cas de la proposition 3.7.2; c’est-3-dire 51 § = (C, ¥, IP) est Pesquisse du premier
ordre en cause et 7' : C' — Ens un foncteur quelconque, alors B(T' | Mod[$]) et en particulier BModl[S]
sont contractiles. 5i en revanche, une théorie 7 comporte des négations, alors I'esquisse du premier ordre
induite contiendra des sommes. Et ce sont ces sommes qui font que lesquisse sera susceptible d’engendrer
une théorie d’homotopie non-contractile. L’esquisse sera susceptible car pour pouvoir appliquer le thé-
oréme de la section 3.8.3 sur le calcul des composantes connexes, il faudra supposer que Pesquisse soit &
connexité sémantique faible ou forte. Sien effet S est une telle esquisse, il s’ensuit de ce théoréme et de la
nature du foncteur vide @ : ¢ — Ens que Mod[S](= 8 | Mod[S}) est contractile. La théorie d’homotopie
non-contractile se développera alors seulement dans des comma-catégories de modales T' | M od[S] ot T
est un foncteur de ¢ vers Ens, c’est-a-dire une sorte de réalisation du langage de base {C) mais non une
réalisation de la théorie (S}, parce que pour au moins une formule i, T réalise ¢ et —p de fagon non
tout-a-fait complémentaire :

Le. dans la somme T(p) — T{c) «— T(=) on a To,(c) ¥ T(e) \ [T{) U T(~)] # 1.

Dans ce cas les composantes connexes de la réalisation géométrique se calculent de la fagon suivante(voir

théoréme de la section 3.8.3) :

HoB(T | Mod[S}) < card( QT{pmﬁ; P-p est une bipartition de T5,(¢)}).
g
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Fn résumé nous pouvons done dire que Uinterprétation géométrique des ihéories du premicr ordre fournit
deux grandes classes : les théories comportant des négations Gy ? et leg théories pe compoTiant Bgoung
négation “—”. Cette fagon de présenter contient malheureusement la lacune suiviiis

Qu’en est-il des théories qui comportent des négations mais qui sont logiquernent éuivalontes i des
théories ne cormportant aucune négation? Comme la catégorie des modéles dTune {héorie dn premer ordre
nest pas équivalente 3 une esquisse du premier ordre construite en 1.1.2. maw nt” omnorphe sur
le plan des objets, nous pouvons donc obtenir des géométries homotopiqgues différentes pour des théories
logiquement équivalentes. Ceci montre en particulier que la notion d’homomorphisme entie modéles
généralement admise par les logiciens n'est pas adaptée pour une étude des esquisses s que ia notion
de morphisme entre esquisses peut & son tour enrichir la notion de merphisine o562 Lpiciens.

“menlon

4.2 EXEMPLE : LES ENSEMBLES INFINIS

Pour souligner le fait gu’un certain nombre de cas n’est pas couvert par les noilons “esquisse a sonnexiné
faible/forte” (voir section 3.8.2), nous allons montrer 3 titre d’exemple que pour la théorie des ensembles
infinis Pesquisse associée n’est pas 3 connexité sémantique forte ni faible. La théorie des ensernbles infinis
peut étre axiomatisée de la fagon suivante

T = {pnpin € N7}

kL fi
avec ©n Az, 33:”54\1 }_w/i\wﬂ(:z:,; =z;).

Goit § Desquisse engendrée par les données suivantes (¢est-a-dire nous construisons une esquisse des
ensembles infinis (voir 1.2.2)) :

des objets ¢, 1 dans ObC
. upe fldche T : ¢ — | dans FIC, candidat pour un épi

- 1 est candidat pour un objet terminal

- pour tout énoncé @n, (=l ™ = Clig{1,..n} est candidat pour un produii

- pour i, €4{1,..., n} avec i # j et pour la formule ¢}, : 23 = Tj un candidal pour un égalisateur

TP
R 1 k4 .
{:(‘tgé,j) » C :;"**“"";‘“t(,
Ty
- pour %,j € {1,...,n} avec i # j et pour la formule ¥}, @ =@ = T U0 candidat pour une sCTHRIR

e(ph) — € — el¥ly)

- pour rendre compte des “intersections” nous introduisons de facon récursive des formules X7; (i >4
qui correspondent 3% une certaine mise en parenthése :

LI A L 1 LT k2
Xiat ¥z o0 Xiger P X1j AP

k2 L oa L TE i T T . i 1,7
NPt D Xim1n A ¥ripr 60 Xijet S UTEAS VTS

et nous ajoutons & S des candidats pour des cones projectifs

...... e R SR
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(X} ) (YT j41)

| |

T
e(Xiiy1) e(¥iig1) T (¥4
R i)

- pour rendre compte de la quantification existentielle nous introduisons de fagon récursive des formules
e(€1),---,e(&n), c'est-a-dire nous ajoutons 4 S des objets c{€1),...,¢{€,) et des fieches C(f,‘) — 1
(pouri=1,...,n~1), (X1 n) = el&r), (&) — e(Enyr) (Pouri=2,.. ., -1}, 7t 1 b —s il
{pour i = 2,...,n) et ¢(&§) — ¥ (pour i=1,...,n).

Nous ajoutons & S ensuite des cones inductifs et projectifs qui expriment que
e c(&) —> " (pour i =1,...,n) est candidat pour une application injective
® (A7 ; ») — 1 est candidat pour une application surjective
o (i) —— 1 (pouri=1,...,n — 1) est candidat pour une application surjective
e (X7 1) — c(£1) est candidat pour une application surjective
® (&) — ¢(€ny1) (pour i = 2,...,n — 1) est candidat pour une application surjective.

Ces données seront soumises & des égalités qui sont suggérées dans la section 1.2.2 (voir partie
concernée)

Cect achéve la construction de Pesquisse S. Un modéle de S correspond & un ensernble infini, Montrons
G P
que S5 nest pas une esquisse A connexité sémantique forte ni faible. Pour cela construisons un foncteur
T — Ens qui satisfait la condition ¥, mais qui n’admet aucun morphisme vers un modele.
L s 4

- T(1) = 1 (ensemble avec un élément)

- T(c) = 2 (ensemble avec deux éléments)

ST gy =2 o e {1,.. . n})
i

= Tle(pf;)) = egual(?“:?nmi’) \ {x}
5

c’est-a-dire que nous soustrayons un point * que nous avons fixé dans
1T

i3

equal(2™ m;; 2) auparavant.
s
7

T(c(gbﬁj)) = 3" \T(f"(u,:??})) ¢’est-a-dire nous avons 2" = T(e(v? )+ Tle(el;))

i

ensuite nous définissons de facon récursive {voir plus haut) :

Tle(xia)) = T(e(d]y))

Tle(xtje)) = T(exy;)) 0 T(e(e? ;)
Tle(x?inn)) = Tle(oqn)) 0 T(eldl, )
Tlelxfye)) = Tli)) 0 Tl

P s e e —

TR e
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70 CHAPITRE 4. APPLICATION : GEOMETRIE ET LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

- et finalernent nous posons T(c{£;)) = {0} {pour i = 1,...,n) ob U & T(e(X7_, ,}) est un point que
nous avons fixé auparavant

Cela achéve complétement la définition du foncteur 7T s fns.
Soit M : § — Ens un modéle de 5. Dans une argumentation par Pabsurde supposons 'l existe un
morphisme h: T —+ M. D’aprés la définition de T i} existc

* € T(c(p};)) = equal(T(c™) = Sy T(en)

avec % € T(c(¢f;)) le morphisme R{¢®} : T(c") — M{c") est détermind par la propridns

du produit. Et Uon voit facilement que pour * & T(c(qﬁgfj)} le diagramme suivani ns o

commutatif : T(e(¥?;)) M{e(}5))
|
Af

T(c™) e (o™

Il n'existe donc aucun morphisme de T vers les modeles de & Pourtant T satisfait X corpme nous
constatons en revoyant la définition de T'. Donc § nlest pas une esquisse A connexité semantique faible
ni forte.
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