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Chapitre 1

LES ESQUISSES

1.1 LES ESQUISSES MIXTES
1.1.1 Un point d’histoire

Les remarques suivantes de René Guitart! nous paraissent particulibrement intéressantes pour une in-
troduction & la théorie des esquisses fondée par Ehresmann en 1966 (Ebresmann a défini les esquisses
comme “graphes multiplicatifs” marqués de cones) :

“II n'existe pas du tout de lien avec les sites et catégories de faisceanx, car il faut dire que son point
de vue est tout aubre que celui de Grothendieck. En effet, Ehresmann n’aime pas travailler “hom par
hom” avee Voutil fondamental qu’est le lemme de Yoneda et il préfére loujours les calculs et descriptions
“dessinees” par de petits diagrammes bien visuels. Cela se rattache probablement & sa formation en
topologie algébrique, et se voit jusque dans sa maniére graphique de représenter les diagrammes dans les
catégories,

Ainsi, pour lui une catégorie est d’abord un graphe orienté, plus une loi de composition des paires de
fléches consécutives,; vers 1965 cela fait une différence entre lui et les autres catégoriciens, différence con-
ceptuelle, & Jaguelle s"ajoutent des différences de notations :

il emplais “(F, f, EY' pour “f : B — F" et a et @ pour “dom” et “cod”, “¢’.C.e” pour “HOMc{e, e')".
Avee parfois le choix d'une terminologie & Papparence "provisoire” (comme le terme “‘quwi7quatm:nt’°)
pour des concepts nu demeurant simples et excellents, cela a certainernent contribué & une mauvaise diffu-
sion des travaux d Ehresmann, jusqu'en 1970 environ. Mais revenons aux esquisses. Il existe une esquisse
St (A savoir le début de la  catégorie mmpkwmh:u telle  que la calégorie
CONT(5.4, Ens) des foncteurs continus de S, vers Ens soit équivalente & Cat. Alors les catégories
U-structurées, avec I/ = € —+ Ens, sont précisément les objets de C?ONT(EM,HM}, et beaucoup de
régultats & leur sujet sont encore valables si 5., est remplacie par une autre esquisse § décrivant un autre
type de structure. La définition d'Ehresmann de foncteur adjoint (comme “Gjecteur”) est moins agréable
que celle de Kan; d’un autre coté, 1l travaille tonjours sous la forme “locale” {= exstence d'objet libre),
ce qui est la manitre naturelle de construire les adjoints. Travaillant avec des unjvers de Grothendieck
emboités, il donne en particulier un théoréme d'existence de structures libres dont la preuve est une
imitation des constructions de compactifications ou complétions en topologie (avec U/ : € — Ens, la
U-structure libre sur E est Tm(B = i lfml 1). Dans le méme esprit, il construib le “Sype” associé & une

esquisse, diverses complétions de mtégmnw % cabégories stucturées, de foncteurs et foncteurs structurds.

Yyoir Hené CGuitart, Sur les contributions de Charles Bhresmann & la théorle des catépories,
o dores Ia gasette dew mathéomsticiens, 5.0 8., w13, fvrier 1980, pp. 3743



2 CHAPITRE 1. LES ESQUISSES

Ces dﬁmim résultats semblent maintenant intéresser beaucoup de gens, les catégoriciens allemands en
particulier,”

1.1.2 Définitions
Upe esquisse mizle? § = (C, I, IP) est la donnée

- d'un graphe multiplicatif petit €
- d'un ensemble de cones inductifs distingnés de bases petites

I={i= (U} .ﬂ‘.{., 0")ye 1 tel que J' est une petite catégorie }
« d'un ensemble de cones projectifs distingués de bases petites

Lt
P={P = (V® 25 yF) v tel que K” est une petite catégorie }

Nous allons supposer pour la suite que  est une petite catégarie.

Lorsque V'ensemble des cones inductifs distingués I est vide, on dit qu’il 8’agit dune coquisse projective,
tandis que si Pensemble des cones projectifs distingués IP est vide, nous parlerons dune esguisse inductive.
Enfin, une esquisse telle que ( C, B, @) sera identifée & C.

On dit que f:(C, T, P) — (C', ', P") est un morphisme d’esquisses mirtes si et seulernent si

< f 1@ s ' est un foncteur
- Vimage par f de tout cone distingué de (C, 7, IP) est un coue distingué de (C', I, P")

Esquisees ef. morphismes enire esquisses sont les objets et les morphismes de la catégorie des esquisses
notée Ksq.

Soit § = (C, I, W} une esquisse. On appelle réalisation de S et 'on note F : S —+ Ens, tout foncteur
F : C — Ens transformant les cones distingnés de 5 en des limites de Ens.

On note par Ens< la catégorie des foncteurs de C' dans Ens et par Mod[S)] la sous-catégorie pleine de
Ens® dont les abjets sont les réalisations.

Une catégorie D sera dite naturellement esquissable si el seulement si i existe une petite esquisse
§=(C,H,1P) telle que D soit équivalente & Mod[S].

1.2 LES ESQUISSES DU PREMIER ORDRE

1.2.1 Langages et théories du premier ordre
Un- glphabel du premier ondre est la donnée

- d’un ensemble infini dénombrable V = {1, 22, ...} de variables

- de connecteurs logiques —, A, V, =, &

- de denx parenthéses [, )

- d’un quantificatenr existentie]l 3 et d’un quantificateur universel ¥

- pour tout n € IN* d'un ensemble 5, de symboles de fonctions n-aire

{pour n = 0, un symbole de fonction (Faire sera appelée symbole de constante)
- pour tout 1 € IN* d'un epsemble Ry de symboles de relation n-aire

(pour n = 2 on dispose dans Ry d'un symbole d'égalité =)

 Twoir €. Bhwesrnann. Esouisses et tvoe de structures sledbrioues. Bul. Instit. Polit. Tasi XIV (1968}




1.2. LES ESQUISSES DU FPREMIER ORDRE 3
Les {ermes du premier ordre sont construits de la facon suivante :

=~ towke variable & € V', toul symbole de constentes ¢ & Sposont des termes
g ﬁi ‘t:u‘m»‘wn »pth sont dw WIW ek j’ dm Sh H][ﬂl‘ﬂw f‘v‘ﬂ ®E -ﬁ* W’h it mmm

Les formules alomigues du premier ordre sont les suivantes ;
sl ty, ..., t; sont des termes et & dans R, alors Bty .. .1 est une formule atomique.
Les formules du premaer ordre se consbruisent par :

- les formules atomiques sont des formules

- 8i G el H sont des formules, alors ~G, (GA H ), (GV H), (G = H), (G & H) sont des
formules

~ 8 (7 est une formule et z € V une variable, alors VoG et 326 sont des formules.

On appelle langage du premier ondre Vensemble L des formules sur un alpbabet du premier ordre. Une
formule F est appelée énoncd, i pour toute oceurrence d'une variable 2 dans F il y a une scus-formule
G de F dans laquelle figure cette occurrence ef telle que ¥z ou 32 est une sous-formule de F.

Une théome du premier ordre est un ensemble d’énoncés.

Soit L un langage du premier ordre. Une L-struciure M est Ia donnés

- d’un ensemble M

- pour f € 8, d'une fonction f‘M MY e M
- pour R € R, d’'une relation n-aire M cmm
- pour ¢ € Sp d’une constante ¥ € M,

Une valustion dams M est une application g : V —+ M de Pensemble des variables dans M.
8i 7 est une valuation et a € M nous notons par @2 la valustion ﬂ

gV — M
v {ﬁ(ﬂ siy# e
a fiy=g

Une interprétation des termes est un couple (M, 8} tel que

«z € V est interprété par 8(z) (on note donc #™ = f(z) )
- & € Sy est interprété par £ ‘
~ [ty ...ty est interprété par TMW e m‘%“\.

La relation “Viaterprétation des termes (M, 8) est un medéle d'une formule” (notée (M, f) | F) est
définie de fagon inductive

- M By E=hty s i

(M,B) = Bty .. .ty s i“d t
(MA)E~F s non (M,8) = F)
(MAEFAG  ssi MBIEFet(MBEG
MAEFVG s (MF)F Fon(M,pB) k‘—”
(M, B) EVzF ssi pourtoutae M (M, EF
(M, 8) | JaF ssi il existe a € M avec (M, B3] =

[IREEES SRR EEEEN

,1

1

= F

¥
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Soit ® un ensemble de formules el F une formule, on éerit @  F si ot seulement si tout modéle de @ est
un modéle de . Une formule F est dite sous forme préneze si F = Qi21 ... Qnz, G avee §; € {V,3)
et si G est sans quantificateur. Toute formule est équivalente & une formule sous forme prénexe. Un
homomorphisme entre deux L-structares M = (M,"™) et ' = (N, "V} est une application 7 : M — N
telle que

- pour ¢ € Sy on ait #(#M) =¥ v “

- pour £ € Si(k > 0) on ait a(F (ar,. .., m)) =T (v(@s)...., x(as))

- pour B € Re(k > 0) on ait TVa; .. ap ssi wlay) . owlag).
5i T est une théorie, nous notons par Mod(7T) Ia catégorie qui a comme objets les L structures qui sont
modbles de T, et comme morphismes tous les homomorphismes entre ces objeta.

1.2.2 Construction des esquisses du premier ordre

Dans cette sous-section nous allons associer A toute théorie T du premier ordre une esquisse S = (C, X, IP)
qui sera appelée esquisse du premier ordre déduite de T. Pour tout énoneé F' de Ja théorie T seit V(F)
Vensemble des variables qui figurent dans F. Nous allons construire Vesquisse S selon la structure
inductive des formules de 7. (Vest-d-dire soit § U'esquisse engendrée par les données suivantes :

- des objets ¢, | dans O6C
- une fidche 71 e — 1 dans FIC
= un edne distingué

o1
AN

el

{ pour exprimer que 7 ¢ —= 1 est candidat pour une application surjective }
« un ¢one projectif distingué : 1 € IP
{pour dire que 1 est un candidat pour un objet terminal )
- pour tout énoncé F' de T et n= cardV(F)
 un objet ¢ dans OB
o des fleches af : " — cdans FIC pour i =1...n
s un cone projectif distingué

ﬂn

. i
w1 L)
w R RN S X R m

( pour dire que ¢" est candidat pour un produit )
- pour tout & € IN* et tout B € Ry un symbole de relation k-aire qui figure dans T
nous ayons

o un ohjet ¢* dans ObC
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 des fleches nf : * — ¢ dans FIC pour i = 1...n
s un cone projectif distingué

ke ”ﬁ -
ﬁ:}/\ﬂ'm eP

{ pour dire que c* est candidat pour un produit )
» un objet ¢(R) dans ObC
 une fléche i @ (/) — ¢* dans FIC
# un cone projectif distingué
ollt)
IM\{\ e P
(R} T c — ()

i

( pour dire que ty : e(R) — c* est un candidat pour une application injective )
- pour tout k € IN* el tout f & Sy symbole de fonction &-aire qui figure dans 7 nous avons
& un objet ¢* dans ObC
e des fleches 7f : & — ¢ dans FIC pouri= 1.,
% un cone projectif distingué

xr & w}
/\\ e P

® une flache (f) : ¢* ~—— ¢ dans FIC

- pour tout symbole de coustante m € & qui ﬁgm«e dang T nous avons une fléche

efm) 1 1 — ¢ dans FIC
- pour tout énoncé F de T et n = cardV(F), pour tout terme { qui figure dans F' nous
construisons une flache K (1) : ¢* — ¢ dans FIC de la fagon suivante

» 8t = z; { variable }
nous prenons comme [léche K{{1) Lu projection 7 ;" —s ¢

& 8t = m { constanie ) ‘
nous définissons dans FIC une fliche ¢® — 1 ¢t nous prenons comme fléche K(t)

le mmpmé a1 Y,

nmtmm
et si l;mm i=1...kon 8 déj&u défini Mt,]« e , nous définissons dans

FIC une fliische b : ¢® — ¢* & laquelle nous imposons les égalilds w" o b = Kit;)
{( pouri=1,...,k ) et nous prenons comme fléche K(1) le compost " — Ao,
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- pour tout énoncé F' de T et n = cardV(F), pour toute sous-formule G qui figure dans F
nous construisons un candidat pour un monomorphisme I(G) — ¢* dans FIC de la fagon
suivante -

w8 Fily =
nous wautbm un objet Z(C) & ObC , une fldche Z(G) — ¢ & FIC et un cone projectif

distingué
(G)

\\ elr
a’*{____wﬁu__@—-m "
()

{ pour dire que T{() est candidat pour un égalisatenr )

e s G:RE ..
nous définissons dans FIC une fitche h ; ¢® —u ¢* A laguelle nous imposons les égalités
¥ oh=K(t;) ( pour i = 1,... k) ( c'est-b-dire que h est candidat pour le morphisme
de la propriété universelle du produit ). Nous ajoutons ensuite un objet I(G) & ObC,

des fléches Z(G) 2 ¢(R) et Z(G) —+ ™ & FIC et un chue projectif distingué

; ”j“‘? «
" ’/;?'\*«fﬁf

&

esiG:HAK
et si Z(H) — ", I(K) — c" sont déja définis, nous ajoutons & ObC un objet (G,
trois fleches () — ™, () — I(H), I(G) —+ I(K) & FIC et un come projectif dis-

" )
e

H(H)— & ~——T(K)

{ pour dire que E{m) esl, un candidat pour une intersection )

e G HVEK
et si I(H) — ¢, Z(K) —+ c" sont déjs définis, nous ajoutons & C T(H A K) —
comme nous Pavons fait sous le poinl précédent, & ObC un objet Z(G), et & FIC denx
fleches T(H) ~ I(G), T(K) ~+Z(G) et & I un cone inductif distingué
I{(z)

er
I(H) ~—I(H A K)— I(K)

‘ { pour dire que T(7) est un candidat pour une réunion).

®85G il

et gl T(H) —s " esh déji défini, nous ajoutons & ObC un gbjet (G, & FIC une fidche
I(@) —= ™ et & F un cone inductifl distingué :
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{/\

G)

{ pour dire que ¢” est un candidat pour une somme).

@ 8i G deH

et si I(H) —+ e" est déjh défini, nous devons envisager deux cas :

a) la variable # ne figure pas dans H.
Dans ce cas nous ajoutons & OdC un objet Z(G), & FIC une flache T(G) — Z(H)
et & I et P des cones qui expriment que T((7) — T(H) est candidat pour un
isomorphisme.

b) la variahle z figure dans H, c'est-d-dire G JzH(xy, ... 21,2 iz, ..., 2n). Dans
ce cas mousg ajoutons & OBC des objets ¢*~1 (sauf pour n = 1 oit nous posons
e = 1), 7(G) ot & PIC des flachos =+ ¢ —s o4, I(H) — 1, I(H) -+ (G ot
TGy 2 L,
A P nous ajoutons des cbues (sauf pour n = 1)

T g

:u/ \&“l ep

. 7(6)

e

. et xm

{(pour dire que Z(() 25 v est candidat pour une application injective.)
Comme cone inductif nous ajoutons a esquisse S :

Tt

1 — 7} -1

(pour dire que T(H) —+ 1 est candidat pour une application surjective)
H{G)

‘/“/ \ et
T —"— T(H) ——T(E)

{pour dire que Z(H) —» Z(G)) est un candidat pour une application surjective)
Ces données seront soumises & des égalités suivantes

fwi] - oL T ek sl il i, gV
T ler=al o er=al ] e n =T, a1 e =T,
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ehvouwswom
ob m; I(H) > ¢ pour exprimer que nous disposons d'une décomposition epi-mono
I(G)
> L

IH )y e ]

Ceci achéve la construction de I esquisse 5. Malheurensement Mod(T) n’est pas naturellement esquissé
par S, clest-a-dire nous n’svons pas en toute généralité une équivalence entre Mod(Z) et Mod[S]. 1l
existe, en revanche, sur le plan des objets un isomorphisme de classes : ObMod(T) = ObMod|S]. C'est
grice & cette correspondance que nous parlerons donc des esquisses du premier ordre.

1.3 LES ESQUISSES CONCRETES

Appelons esquisse concréte® tout couple (S, F') constiiué d’une esquisse projective S et d’un ensemble
IF de cines projectifs petits distingués daos Mod[S]. On appelle réalisation de (S, &) toute réalisation
F de § qui vérifie :

Hom(L, F) = = Hom(L, F)

pour tout céne projectif (L — Li)xexer appartenant & IF. On note alors Mod[S, IF] la sous-catégarie
pleine de Mod[S] dont les ohjets sont les réalisations de cette esquisse conerdte. A toute esquisse mixte
§=(C, I, P) on peut associer I'esquisse concrete ({(C, IP), Y (H)) ot Y désigne le foncteur de Yoneda.
1 est facile de vérifier que Mod[C, I, P = Mod[(C. ), Y ().

Inversement on montre? qu’s toute esquisse concréte. LQ, P, IF) est associée une esquisse mixte §' =
{(C' I, IP'") telle que les modeles de 57 et de (C, IP, ) soient en bijection. On voit done que les notions
d'esquisse mixte et d'esquisse coneréte se correspondent.

1.4 CATEGORIES FILTRANTES ET
FONCTEURS COFINAUX
Nous rappelons iei quelques définitions et résultats des livres CWM? et SGA 4%,
En théorie des ensembles on appelle ensemble filtrant tout ensemble muni d’un préordre dans lequel deux
éléments admettent toujours un majorant. Cebte notion peut étre étendue aux catégories :
Une categorie J est fillranie si J est non-vide el
1. Pour tous objets J, I e il existe K € J et des fibehes J ~—s K, J it B

9. Pour tout couple de fibches u, v : J —= J' il existe un objet K € J et une flsche w J' — K avec
Wou=wouw

Fypir Ao Cuita . Lair, Fodstence de Diagranmmes localement libres, Disgrvmmes, Vol. 8, Paris 1981
*whﬁj‘mm Claleul des formules inbernes, Disgraromes, Vol 4, 1980
{en pp, G 26-27 se troave nee démanstration d'existence)
Eyoir 8. Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Graduate Texts in Mathematics, Springn-Verlag
% voir Séminaire de Céométris Algébrique du Bois Marie 1063/64, Théorie des Topes et Cohomologie Btale des Schémas,
S.L.M, 280
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Autrement dit J est filtrante si et senlement si tout foncteur I —+ J de sourse une catégorie finie I est
base d'un come inductif dans J.

Une limile inductive filtrunie est la limite d'un fonctenr F @ J — K défini sur une catégorie filtrante J.
Nous avons le théoréme important

Théoréme : Soit K une catégorie finie et J une catégorie petite ot filtrante. Alors pour tout bi-fonctenr
F: K % J —+ Ens le morphisme canonigue

Colimy Limg F(K ,J} — LimgColim; F{K, J)
cat un isomorphisme.
Démonstration : voir CWM, p.212

La notion de cofinalité que nous allons introduire maintenant servira dans la définition du diagramme
localement libre & exprimer syuthétignement sa propriéte de limite (voir section 1.5.2), comme J. Bénabou
nous & signalé.

Un foneteur F : J < K est appelé cofinalsi pour tout K € K Ia comma-catégorie (K | F) qui a comme
objets des morphismes K — F(J)} est non-vide et connexe. Une sous-catégorie est appelé cofinale & lo
foncteur inclusion est cofinal.

Pour F: J — K et L K — il existe un mthmm canonique Coliml o F — ColimI qui est
défini si les deux colimites existent. Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme : 51 F : J —+ K est cofinal et 51 L : K —— (7 est un foncteur tel que Coliral o F existe,
alors Cloliml existe et le morphisme canonique est un isomerphisme,

Démonstration : voir CWM, p.213-14

1.5 THEORIE DU DIAGRAMME LOCALEMENT LIBRE

1.5.1 Introduction

On sait construire effectivernent les élérments du monoide libre sur un alphabet A, & savoir comme les mots
sur cet alphabet. Les structures algébriques libres géndrales peuvent aussi étre décrites effectivement,
en en représentant les éléments comme termes de la théorie comprenant comine constantes les éléments
de Vensemble générateur. Si un foneteur n'a pas d’adjoint mais est néanmoins mixtement esquissable,
on a (Guitart-Lair”), & la place des structures libres, existence des diagrammes localoment libres; et
méme dans certains cas plus particuliers, on a ( Dms“ ) Pexistence de mmlti-structures libres n’eat-a«dwa‘
de disgrammes localement. libres discrets. Nous indiguons iei, dans le cas ou V'esquisse mixte consi-
dérée compte des cones inductifs quelconques et des cones projectifs finis, une méthode pour présenter
effectivernent les élémentis des différents objels du diagramme localement libre. Ce résultat est une étape
indispensable en vue d'élaborer un procédé calculant les invariants homotopiques et cohomologiques
proposés par Guitart®. Pour simplifier nous écritons d.41. au lieu de diagramme localement libre .

Twolr B Chaitary Loy, BExclatenos de Dingramunes Localemens Libres, Disgranomes, Vol. 8, Paris 1981

Svoir Y. Digms, wmm Inealisables, Thiss, Paris, 1977

Synie A Gigitart, On the Geomedry of Computations, Cabiers de Topologie o Géométrie Différntielle Catégorigne,
Vol. X XVIT - 4 (1986)
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1.5.2 La définition du D.L.L. des Esquisses Mixtes

Soit § = (, I, IP) une esquisse mixte. Considérons le foncteur T ; € — Ens de la catégorie sous-jacente
G vers les ensembles, Si T n'est pas un modele, 7' est quand méme susceptible d'engendrer un “spectre”
de modéles. Le d.11, de T esi ainsi la donnée :

- d'une pefite catégorie A,

- d'un disgramme de foncteurs [ : A — Mod[5] et

- d’un cone projectif d = (dg : T —+ Dy)aea dans Ens
tels que pour tout modéle M € ObMod[5] :

HNMMW (Tm “ﬁ NvﬂmMmﬁjﬂﬂﬁym

Autrement dit on demande que le foncteur (D,d) : A — [T' | Mod[5]) avec 4 s (dy : T Da)
soit cofinal (cf. section 3.3) i.e. tel que pour tout h: T — M Lu catégorie (D, d) | h soit non-vide et
connexe.

Cette dernifre mudxbzlm peut &tre explicitée de la fagon saivante :

Pour toute fléche (T L M) & Homy,,o(T, M)

1) JA e A, 3Dy A M) € Hompoqs)( Pas M) i b= myedy

Fmai
Mod]s]
.m ‘
Mo A T

i

2) 8i (A, ma) et (A" my) satisfont la condition 1}, alors il existe un zig-zag dans A :

i /A\ /a‘i w1
,A‘mwfii B ek L

tel que le diagranyoe suivant est comumutatif ;

Ag = A
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Guitart-Lair'® ont done établi Vexistence des d 1.1, La démonstration se base sur une construction trans-
finie par saturation. Il y a donc un principe itératif, mais & chaque étape la construciion n'est pas
effective. Dans la perspective d'un calcul effectifl d'invariants géométriques nous anrons besoin d'une
construction plus effective. Pour cela nous avons effsctué une autre démonstration qui est effective mais
valable seulement pour les esquisses dont les e¢6nes projectifs sont & bases finies. La finitude des bases des
chnes projectives est dome une restriction par rapport au résultat de Guitart-Lair mais permet d’éviter
une induetion transfinie.

1.5.3 Raffinement : le D.L.L. relativement filtrant :

Pour des applications géométriques ultérieures nous aurons besoin d’une certaine “amélioration™ de la
notion du d.l.1. Soit de nouveau § = (C, I, IP) une esquisse mixte et T : € —» Ens un foncteur. Un d.LI
(4, D,d) de T est relativement filtrant (d.L.Lr.f.} si et senlement si pour toul h : T — M, la catégorie
(D, d) | h, qui est connexe, est de plus filtrante. Soit expliciternent :

1) Pour tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme (T . M) € FlEns&, pour A, A' € ObA,
my € Hompoasy(Da, M) et mar € Hompgouz)(Dary M) tels que les diagrammes suivants commutent :

Dy

Da
/"“/u\ /_\
M. " T M. ; T

il existe B € ObA et mp € Hompg, 5y Dp, M) et A — B «— A dans FIA tels que dans Mod[S] on ait
un disgramme commutatif :

Wyolr F. Guitart et ©, Lair, Existence de Diagrammes Localement Libres, Diagrammues, Vol. 6, Paris 1681
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| Mod[s)

2 ) Pour tout modtle M € Mod[S] et tout morphisme (T 2+ M) € FIEnsS, pour 4,4’ € ObA
et tout couple de fléches u : A — A et v : A — A, pour mq € Homyrogs)(Ds, M) et pour
mar € Homppogsi(Dary M) tels que le diagramme suivant commute ;

Modis]

s

g

%

" D

o~

(/

.

N,

il existe B € ObA et my € Hompsoqsy( D, M)

que le diagramme suivant commute dans Fns< :

Fngk

et w: A’ — B dans FIA tels que wou=wov et tels
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\,

Enal

On reconnait les deux éapes dans la définition d'une catégorie filirante!!. Le mot "'mla.twm‘mm” |
réfere au point de départ qui est le morphisme b T —+ M.

1.5.4 La définition du D.L.L. des Esquisses concrétes

Soit § = (¢, P, ) une csquisse concréte. Considérons le foncteur T': € — Ens de la catégorie sous-
jacente de S vers les ensembles. Le dl.l de T est In donnée

- d"une petite catégorie A
- d’un diagramme de foncteurs I : A — Mod[(C, P}, IF]
- d'im cone projectif d = (dg : T~ D4)aea dans Ens€ tels que pour towt modéle

M € ObMod[(C, IP), FF] :
Homyg, o(T, M) 5455  Homyoqe(Das M).

La dﬁﬁnﬁm est donc tont A fait analogue an d.0{, d’une esquisse mixte. Nous avons de nouvean Pexistence
dud 1l

1.5.5 Exemples
Les deux exemples suivants ont ét¢ mis en évidence par Guitart'® :

Le DLL.L. des soumes

On considére esquisse mixte S =a —2» ¢ ' b avec le céne inductif distingué a —+ ¢+~ b. Soit
T': ¢ — Ens un foncteur que l'on notera par 7= A — (' <=~ B.

Premier cas : u(A)nv(B) £ 0
Il o’y a donc pas de murphmmdﬁ{mw]munﬂmgmmemmm Daos ce cas le d.L]. est le

diagramme vide.

M gusir 8, Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Gradwate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, p. 207
¥ygir B, Guitart et ©. Lair, Existence de Disgrammes Locslemwnt Libres, Disgrammes, Vol. #, Paris 1981
Byeiv B Guitary, On the Geometry of Computation 11, Gabier de Topologie st Giéoméirie Différentielle Catégoriques,

' Vol. XXTX4 (1988), p. 322-323
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Deuxiéme cas : u(d)Nnu(B) =§
Soit donné un morphisme vers un diagramme somme :

A A —ed
> G i . A+D
1 / |

B - 5

- {e€C” | fle) E%}
= {ceC*|fc) € B}
u(4) +C;

\\ ’
- u(d) +o(B) +C*
/

u(B) + Cp

RPAPEY
"

Pour cette raison

sera le diagramime somme qui factorise le morphisme (f4, f, fg). Le d.11. est done discret et est indexé
par Pensernble des bipartitions de C*. ‘

Le D.L.L. des Epis
On considére I’esquisse mixte § = a - b avee le cone inductif distingué :

b

2N

beg—a b

{ pour dire ‘q‘m f @~ b est un candidat pour wn épimorphisme).

Soit T : & —+ Ens un foncteur que V'on notera A 2.8 Soitwla catégorie qui & comine objets les
cardinaux finis et comme morphismes toutes les applications entre cardinaux finis. Le d.L.l. est défini de
la fagon suivante :

D: e Af’mﬂ[&]

n — A4 Mf‘i \AAY

\ B |
( A+um\ ) o0 At m(B\SA) )

\ B gy B

(n—sm) —
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olt D(¢)(b) est Videntité sur B, D(t)(a) est Videntité sur A el envoie la ™ copie de B — f(A) sur la

#{3)"*™¢ copie de I — f(A).
Le cone projectifl du diagramme localement libre est donné par :
4> ~A+n(B\ f(4))
dn E! pour n € w
B bl
id

Vérifions maintenant que ces données constituent un d.LI de A Lo B. Pour cela considérans un mor-
phisme de A L B vers un &pi -
A

;!
B

Tl est facile de voir que tont n € w délivre une factorisation par A + n(B — f{A)) — B mais que cette
factorisation n'est pas unique en général. Considerons pour cela deux factorisations

W

i
LS

=

A+ n(B\ f(A) —=— T’ A4 nlmzm fA) = K
B ] B "

Dans w nous pouvons définir le zig-zag suivant :

W W
Nt WA e—

O S I O I

d'ol le diagramme commutatif :

A+m(B\ f{4))
& o
b e L3 s |
‘2
NE s M o lﬁ
4 izl ge g D 1
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: A+ (n+m)(B\f(4) — K
z€ A

— 4(z)

Ay avee n<i<m v sn(z)



Chapitre 2

LA CONSTRUCTION
EFFECTIVE DU D.L.L. DES
ESQUISSES MIXTES

Ce chapitre 2 été Pobjet d’un exposé au 51¥™¢ Paripatetic Semninar on Sheaves and Logie!. Pour le
reste de ce chapitee, soit § = (, I, IP) une esquisse mixte avec les notations de 1.1.2 . La construction
effective du d.ll. ne sera valable que g1 les cones projectifs distingués de S soni & bases finies (Cetle
condition intervient dans la section 2.3.1.¢), p.40).

Sait T € ~— Ens un foncteur quelcongue de la catégorie sous-jacente de U'esquisse 5 vers les ensembles.
Le but de ce chapitre est de caleuler de fagon effective point par point le LI de T,
Nous allons voir que la construction qui sera présentée n'est pas seulement un d.lLl, mais aussi un
d.Ll. relativement filtrant de 7',

2.1 LE SQUELETTE DE LA CONSTRUCTION

Si T n'est pas un modéle de Vesquisse S, Pon peut se questionner au sujel des raisons qui font que T ne
transporte pas les cones distingués de 5 en des limiles de E'ns. Avant d’examiner cette question, faisons
les rappels suivants sur les limites inductives et projectives

Limites Inductives : Soit F: J — Fns un fonctenr. Alors :

= A=l

ded

ol & est la relation d’équivalence suivants -
{z,J) = (2, J7) ssi il existe un pig-zag entre J et J' qui lie (z,J) & (2, ")

Limites Projectives : Soit J' . K — Ens un foncteur.

Alars
M pik) = {(zx)xex € JLFUONE K € K.Vu: K — K' € K : Flu)(zx) = 21}
Kel WER

bgpttmep g gL, Valenciennes{France), 1344 Tvrier 1383
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Nous trouvons trois Lypes d'“imperfoctions” qui empechent T d'%étre un modile ( les deux premiéres
concernent les limites inductives of In troisiems b limites projectives |

Erveur 1 1l se peul pour un edne induetif de 8 que l”“imm dm sy somimet par T ne soit pas entisrement

“remplie” par la base. Cest-#-dire il existe [ = (U} 2% ¢/ Yregr € X
tel que 110 i T{UH # T(U') parce que la famille Tia)) n'est pas collectivement surjective, ie.
264

Les 70} )

w‘ﬁmm de la hzm& 8 Mwﬁﬂumm saus qum dm‘m I 'ﬁ:mm IJ ¥ ml. un m;g»mg, qm e Jm
Vest-iedire il existe [ = (U] -2 51 "Yregr € 4 tel que Ly T{UIY # T{U") parce que 30, 7" € J7,
Jed’

d2; € T(U}), 3z € T(UL) tels que T{ad )2s) = T{ad J(2s0) mais il n'y a pas de rig-ang entre J

ot " dans ,,{;‘r qui lis zy &wge,
ety
o ‘"WI!‘

Th C VTt

Errenur 3 Il existe P = (VP 2%, Vi gexr € P tel que. e pvPy # T(VY), Cest-a-dire que
‘ Egg”
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a) ou bien T(VF) — B 7(VE) cat non surjective.
Kep"

b) ou bien T(VP) — MM (V) est non injective.
Keg"®

Nous allons “réparer” ces trois lypes d'errenrs par saturation :

Erreur 1 Pour tout céne inductif I € I, nous allons départager la partie de T(U?) qui n'est pas *rem-
plie” par la base et nous allons “verser” cette répartition sur la base : pour tout Te Fet J e J!
nous ajouterons un ensemble A'(J) & T{UJ) tel que nous ayons JH M) =T avec

e

=)\ [ U rehauh).
Jedt
Comme le eone distingué { est plongé dans € dans un environnement, nous devons ajouter A7 (J)
égalernent & T(W) pour toute fidche U — W € FIC et tout objet W € OBC. Les M (J) sont done
le résultat dune partition de T'. Mais rien n’assure qu'il existe une sorte de répartition canonique
unique. Clest-i-dire guil ¥ aurs une ambiguité dans la détermination des A(J). La tache de la
ropstruction effective du 4,11 sera de mesurer cette ambiguité.

Erreur 2 Cetbe erreur est due au faik que dans la base il y a “trop peu” de sig-zags susceplibles de come
biner des points qui sont identifiés dans le sommet. Pour tout I € F et J € J! nous ajoutons done
un ensemble #1(J) & T(U]) qui consiste en des “maillons manquants”. Ces “maillons manquants”
seront précisés plus tard, Comme pour Perreur 1, nous devons ajouter #'(J) également & T(W)
pour toute Béche U] — W € FIC el tout abjet W € ObC. Cornme pour Verreur 1, il y aura une
ambiguité dans la détermination des #7(J} ce que nous allons essayer de mesurer dans le d.l.1.

Erreur 3 Afin de réparer ce troisieme type d'errenr, nons allons ajouter & T(VF) (P € IP) une partie
convenable = ﬁgwmvﬁ ) qui sera précisée ultérieurement. Comme le cone distingué F est
plongé dans dang un environnement, nous devons ajouter ¢ également 3 T(W) pour toute
fizche ¥F — W € FIC ot tout objet W € OBC. En réalité, s réparation ne sera effectuée que par
des ajouts {visant 'ecrenr § a)) el un passage au quotient ultérienr (visant Uerrenr 3 b)).

Nous effectuons simultanément toutes ces saturations sur 7. Mais comme les différents cones distingués
de § peuvent éire entremélés, il esl possible gu’une saturation andantisse les effets d'une aotre.  Le
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“nouvean”™ T est done susceptible de contenir les erreurs 1, 2 et 3 & nonveau. Pour czla nous allons
répéter 1n procédure de saturation pour “ce mouvean” T' etc. Autrement dit nous allons répéier ce
procédé & Uinfini par induction. Nous obtenons ainsi Jes foncteurs Ty (n e IV). Nous poserons ensuite
Too = e T ot quotienterons 1., par une relation d’équivalence convenable = g qui fera de Ti un
modele. L'ensemble Solmod(T') = {Tin/ay} de tous ces modéles ne sera pas encore le d.11 de T', parce
que V'ensernble Solmod(T) ne permet pas de cambiner les différents modéles par sig-sags. Afin d’oblenir
ces zig-sags enbre modéles, nous allons procéder de la manitre suivante

Nous considérons les éléments de Solmod(T") par paires de deux. La somme amalgamée de deux modéles
ne sera pas nécessairement un modele, mais elle est susceptible d'engendrer un autre ensemble de modéles
selon le procédé que nons venons de déerire, Nous allons assembler tous ces ensembles de modéles avee
Solmod(T') et nous allons définir des Aeches formelles qui pointent & partir de deux éléments de Solmod(T)
en passant par leur somme amalgamds vers un puint de Uensemble de modiles de cetie somme amalgamés,

< i o
| T somime
V‘” amalgamée|
|
/ (
‘ — N
M [
EngZ

Aprés avoir joint tons ces ensembles de modéles ensemble, nous allons recommencer cette procédure
de formation de sommes amalgamées ainsi de suite. Autrement dit nous allons répéter ce procédé de
formation de sommes amalgamées & U'infini par induction. Coei nous conduira au d.l.1,

2.2 LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L.

La construction qui va suivre est @Wmmiwz,‘ mais malheureusement peu intelligible quant & ses choix et
BeS deﬁmtmmm parce que ['ordre qu'a pris Vintuition est différent de celui d'une représentation derite.
[intuition est partie d’un mmphimn& T —+ M de T vers un modéle M de 5, afin de construire une
factorisation - factorisation qui est obtenue & partir de 1" en réparant de facon itérée les errenrs 1, 2 et 3

ﬁ\

Dans Papproche intoitive: ¢'est seulement apris la coostruction de cette factorisation gque Voo gssaie
de décrire I'ensemble des factorisations possibles, tandis que dans la représentation écrite on introdait
brutalement dés le début des ensembles (qui semblent #tre acbitraires et peu intelligibles) pour montrer
ensuite qu'ils fournissent des factorisations.

A canse de ves considérations nous proposons an lecteur d'admettre la construction dn d.LL, de se
rapporter directement a la section 2.4 et de revenir successivement & la section 2.2 . Clest dans ce “va-
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et-vient” que la lecture du chapitre 2 nous semble etre la plus profitable,
4. Bénsbou nous a signald gue le lemme suivant permet en théorie d'dliminer e fonctour 17

Lemme : Soit § = (C, ¥, I?) une esquisse mixte et T 2 (¢ —— FEns un foncteur. Alors il existe ane
esquisse S[17 telle que Mod[S[TY] 2T | M od]5]

En effet, la recherche d'un petit d.ll. sur T se raméne alors & la recherche d’un foneteur cofinal
A — Mod[S[TT]] de source une pelite catégorie 4.

Dans ce qui suit, quitte & remplacer S par S[T7], le lectenr pourrait, du moins dans la premiére étape de
la construction (paseage de T' a T}), raisonner comme 51 P'on avait T = (.

2.2.1 Construction de 1’ensemble des factorisations au-dessus de T
La construction de celle sousseclion  concerme la  premiere comdition du dll. Pour toui

n € N construisons par récurronce des foncteurs Ty 7 € —+ Ens réparant sur T les erreurs 1, 26t 3
et des ensembles [y, Ay qui mesurent U'ambiguite de ces réparations.

La premiére &tape de la récurrence

: Posons Ty = T [ndiguons ensuite les définitions qui sont essentielles pour la réparation
es “erreurs |, 2 et 37,

Erveur 1 Pour J € F soit T = T,(U7 M[th%(aﬁw WU et
AL T = (0 obd! — P(T)/Mest une application eﬁa‘%rﬁ;ﬂﬁﬂ =11}
A(Z!, T} décrit Pensemble des distributions de TJ. "

Erveur 2 Pour cette errenr il §'agit done de compléter les “sig-sags manquants”. Sane nuire a la génér-
alité nous pouvons nous restreindre & dewx bypes de zigrags dans FLIT { pour tout cone inductif 1
de H) :

g L A e
J'o S e g
Le deuxieme vig-sag ne présente pas de probleme de “maillon manquant”, comme nous allons voir
dans la section 2.3, Pour réparer Verreur 2 pous allons done surtout nous ocenper des zig-rags du
type J! <1 J L. J". Définissons :
O (1) = {(zur, £4n) € To(UL) x To(Uh)Ves € Tol(U}) : To() (1) £ 20 t To(6)(21) # 270}
of(7) = [1e3°()) et Of = Mli_ilw‘_,‘aﬁmm

Nous pouvons mesurer Veflort de réparer Verreur 2 par ensernble suivand ;
A", ) = {01 : ObL' — P(B]); /9] est une application et ¥J € J' . (1) € O}

Evrear 3 La mesure de lnocorrection de Verveur 3 péut @tre définie par

v ) =P I 1))

En rasssrnblant tous ees ensembles, nous pouvons définic

Ay=Ty= [LAW T x Lo/ 1) x T] (K", T5).
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| Choisissons (Ao, %, %0) = ((A)rer, (0 )ren, (W8 ) per) € To = Ap.
wons ainsi définir le foneteur Ty = 1) )m,%,v;’m)w de fa fagon suivante :

(Any o, o) L —+  Fns
bl —  (MWEns

w b To( W) Iﬂ II Home (U], W) x M(J) (erreurl)
rul y Homa (U3, W) x 93(J)  (erreurd)
H m;,-_w” W ox (erreurd)

"
Bl I

(W 5 W) (T3 (0,90,90)W) B T3 (30, 96, 90) (W)

Ty (e)est défim par morceaux :

Ty(w) ) o)
Hmwzm,w*y My — Hanmwx W x M)

[LU"MWVM} — (U} LW E W
HW"MUM“'] x I(T) H“WWMW') X W( )
(UL W,e) — (LW LW
Homa(VF W x ¥ o Homo(VF Wy 08
(v L W) — (VP LW S

11 est facile de voir gue T est un fonetenr, Malbewrensement T} peut contenir de notveau les erreurs
L2 et 3. Pour cela recommengons la procédure

Erreur 1 Pour tout [ € I soit T{ .mr’ﬂhiwﬂ\[ U ’hﬁwj T et
AT D=1 obg' — P(T! /AL est une upphcalmn el u M) =11
Erreur 2 Pour tout [ € T et J & J' nous considérons dans FIJ' 1e zig-zag J' Sog Lo
Définissons
07! () = {(zp,2pr) € T1(US) x Ty (Ujn)/¥zy € BWUS) : Ty(0)s) # 250 eb T1(6)(zy) # 20}
0(7) = L161'() et @] = mﬂl,m{m,

Qurmnﬂ pour l'étape précédente nous dwsﬁmwunn
e Ty = (¥ DM’ —+ P(B1)/] est, une application et ¥J € I - #1(]) C ©1(N)}.

Epreur 3 Pour tout céme projectif distingué P € IP nous définissons :

WE T = w M V).

En rassemblant tous ces ensembles nons obtenons comme une mesure de Pambiguité -

Tt =Ty, do, o) = TI m T x ﬂﬂw Ti) x ﬂ WK 1) et

ﬁ,“ = {."”'Ww‘a‘lnl"a':[‘u]‘ﬁﬂtml %{me ﬁ‘m l‘ 'W}'
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L’hypothise de la réenrrence

Supposons que Ag, ., Aq 5 Toyooo, D ot les foneteurs 15, .., T sont déja définis tels que

b = 1 F (=1 Pn—1, e,
ﬁw“‘nw-t:’”m-t«w»-l}e i i e :
Py fins Pm”‘n Mﬂﬂwhwwﬂ Ill)'”‘““ ﬂi&i T!)xlrlla{d- m’l Lt i W(‘f& S‘mw')‘!
PEIF
WEE T, = M LI ViED),
o iﬁt“ Tl = W !L’ — Wﬁ"},"ﬂ est une application et/ ¥J & ,ﬂ L wm”} G ﬁf; (11}

avee Ol = IMIW"”(J] et 8= U‘ WM) et

S el = ‘{;(wn, zgo) € Tu(lu )Wm e T(U]) : T {*ﬂ 7l Fep et Tolylzs) # 21}
Ponr tout J' v J -2 J7 ot tout J e 4" -
AT = AL oe]! e p(Thy M est une application ot U AR 1Ty =TI} avee

T} = T4 0ttt Yet) = To0\ [ U e

Finalement le foncteur Ty = Ty{dnog, Pai, ¥art) dépend du choix de Uélément
‘Mn-:ﬂ. : 1?m‘n-:ll ¥ “’»‘M%} £ ﬁ?&ﬂ—i B

Le pas de la récurrence

Choisissons (M, ¥y, ¥ ) = ((M);u,M’}Mh(lﬁﬂ]pﬂa} € Ay, c'est-d-dire nous choisissons
{Au—luﬁnmh Wﬁ’nwl} £ Aﬂ-l =14 [lnuﬂm‘pﬂ} €A,
Nous pouvons définir de fagon analogue un foncteur Ty = Thpt( A, dntin) ¢

Trwrs [ 95 A
ObLE » ObEns

w £ mwyﬂg “Il Home (U5 W) % M(J) (erreurl)

.!Ie‘[l M Homg (U5, W) < #1 () {erreur?)
U’_NMQW" W) x v (erreurd)

ol s Tllins
“V o W'} i W.;W‘l‘ﬁ'}*m'ﬂm“i’u}(‘w)‘ I‘,:_t.“g'm:l» mrv M{%;’ﬁm %HW’}}

Top1le) est défini par morcean de fagon analogue gque Ty(£). De nouveau il est facile de montrer que T4y
est un foneteur.

Erreur 1 Pour tout J € I soit T |y = Tapa (U] %JTWH} (o W T (U] et
AL ) = A 1 OB — PUTE VM nm;;t une application et JQUQ%,M(J} =TI

Erreur 2 Pour tout T € I et J € 7' nous considérons dans FLI le gig-rag J° - J AR
Définimsons
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;Mw} flza, WJ”) € 7@:%(”‘") # TmM(UJ"V Y, € Jmﬂﬂwﬂ ; TM‘-!-I(‘”‘)“‘}"IWJ‘)“ # zp et
Turi(8)(z) # 250}

ﬁﬂw‘w J= L&HKMWE et ﬂﬁu-ﬂ d ” @‘ na1{J)-

ﬂmmmw pour P'étape précédente nous définissons
O Tsy) = WMJ coont . . pel MW ﬂmm est une application ot
vIe J' ol (el (n).

Erreur 3 Pour tout cone projectif distingué P € IP nous définissons

WY Ty =P I T (VEY).
(T Taga) (m!“}m:" (Vi)

En rassemblant tous ces ensembles nous oblenons comme une mesure de Uambiguité :

Trgt = Paga(AaOn, P ) = @ﬂ‘cﬂm{m % @L‘ﬁ“}wxm%w) X %Wﬁﬂﬂ’wﬂ et

AMA “m g mlgm lean Fn&'illw“‘mw ¥ i "?!:'M)

Clegt dti que finit s congtruction par récurrence.

Vers 'ensemble des factorisations an-dessus de T
Afin de construire une mesure globale d'ambiguité, définissons :
Neo - {applications p 1 IN — H_Evﬁmf Ve N :pln) € Ay ot Yne IN' @ p(n) € Du(pln — 1))}

Cette définition de Ay, est préférable a ]me, parce que définir A, comme wﬂw.&m ne prend pas en

compte le fait que chague Sy dépend .:m AN Ensuite nouws devons construire un foncteur Tho qui nnifie
les To (n € IV). Pour tout p € Ay pous posons :

Tw= Tm{ﬁ) = TM * ﬂ Tnlpln — 1))

Nous disposons d'une transformation naturelle canomique T = Tj s T (p).

Le foncteur Ty n'est pas péccssairermnent un modele. Nous allons essayer de quotienter T par une

relation d'équivalence convenable. Pour cela nous devons établir quelques considérations sur les relations
“«&qumﬂanm Soitc # an foncteur  — Ens. Nous pouvons définir deux types de relations

d’équivalence :

1. Pour tout foncteur H' € ObEnst, toute transformation naturelle g : H — H' € FlEnsS et toul
objet W £ ObC nous avons une relation d’équivalence sur H{W) :

Veye HW):  zrmyw)y si o(W)(z) = g(Wily)
2. Nous pouvons ensuite construire une relation déquivalence sur la classe suivante
Hompg, o(H,~} = {g: H — H'JH' & ObEns¥%, g € Hompy, «(H, H'"}}

MW. transformations naturelles g, : 0 — Hy et gs 0 H — Iy sont équivalentes {notons gy = Qa:]
 seulement si pour tout W& € pour tout 2.y € H(W) :

(W) = 0o (W)(y) & g2(W)(2]) = 92(W)(y).
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Pour une transformation naturelle g @ H ~— A’ lg premier type de relation d’équivalence fournit en
particulier le fonctenr suivant

Hing: C —+ Ens
o kM
w bt H{W agiw)
Fic W
(W = W) s (W) mgw) —= HOW') wgwery)

Nwr;wy bt H(EN2) ] oy
T et facile de veir que H Jeq est un foncieur, c'est-a-dire que Itmplication suivante est valable
9(W)(x) = g(W)(y) = (W (H{e)(x)) = g(W ) H(e)w)).

Ces considérations serviront & trouver des relations d'équivalence convenables qui transforment To, en
unt modale. Pour p €A définissons la classe

L =X{p) = BT, m { g :Twalp) — Hf H € ObMod[5],
pour tout e »L “U {wﬁug)!@ﬂﬂyh = Tml:uriww’q:gfj,
Keg® ‘
Dans cebte classe nous trouvons toutes les transformations naturelles de Th.(p) vers un modéle H de §

qui fournissent une relation d’équivalence transformant T en un modéle de S La classe B devient un
ensemnble si nous la quotientons par la relation d’équivalence “="{voir plus haut) :

0 = 0(p) = AT, p) < (T, p)/»

(BT, p) est une sous-classe de la classe Hompg, o(Tw(p),—)).
€1 est un ensemble parce que 2 o= Lvrai, faux }9, ol @ est Pensemble des triplets (W z,y) avee We
2,y € To(p){W). Maintenant nous pouvons définir “ensemble des factorisations” de T par :

{Teclp) /g € Mod[S) | (p,9/) € E(T)}
aver ensernble subordonné W(P} M ﬂ{T p)
It ¥ & done un foncteur {on plutdt une application)

S(T)  — Modls)
p9/=) — Tolp)ag

et de plus un cone projectif dans Kns% ;

d= W»{‘mfua ' T T (0} == Tio (p)/ w:h:‘p.,‘,.f...}:ﬁmm"y
Cormme 1l a été suggéré dans la section 2.1, (E(17), D, d) ne fournil pas encore un d0d, de T, parce que
la *deuxiéroe condition” d'un d.d.l. n'est pas encore satisfaile, cest-s-dire qu'il n'y a pas de possibilité

de combier les T, (p)/s, par des zigsags. A ce stade (E(T), D, d) est seulement un “ensemble de
solutions”(solution set).
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2.2.2 Des zig-zags pour combiner des modéles au-dessus de T'

Afin d'obtenir des zig-zags entre modéles, nous pouvons procéder de la fagon suivante {voir aussi section
2.1). Nous allons considérer les éléments de “Vensemble des factorisations”™ de T' par paires de deux.
La somme amalgameée de deux modéles ne sera pas nécessairement un modéle, roais elle est susceptible
d’engendrer un antre “ensemble de factorisations”. Nous ajouterons tous ces “ensembles de factorisations”
avee {Tio(p)/ay € Mod[S] | (p,5/s) € E(T'}} et nous considérerons comme premitres fléches celles qui
pointent & partir de deux éléments de {Tw(p) /ey € Mod]S] | (p,9/~) € Z(T)} en passant par leur somme
amalgamée vers un élément de ‘Tensemble des factorisations” de eetie somme amalgamée.

Med]S] m
» M

| amalgamée)

]

£
/ L :
M T
Einp
Apres avoir joint tous ces ensembles de factorisations dans un “grand” ensemble, nons allons recommencer
cette procédure de formation de sommes amalgamées etc. Autrement dit nous répéterons ce procédé
de formation de sommes amalgamées & Vinfini par induction. Cecl nous conduit an d.ld. Mais nous
souhaitons non senlement construire un AL, mais sussi un d.Lir.f L'idée qui 8’ impose est d'introduire
parallélement & la formation des somunes amalpgarmnées une construction de codgalisateurs, Cette idée est
résumée dans la figure suivante :

Mod[s] @

7

|
e

MW
A [

Ensi

Ceci nous conduira au d.LLr.[. Pour cette raison nous développons un procidé par récurrence qui traite
a chague étape

o la saturation par “sommes sinalgamdes”

» la saturation par “coégalisateurs”



2.2. LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU D.L.L. 27

# la construction de “la catégorie librement engendrée”?
{pour tout n € IV on construit des n-concaténations sur les fléches qui sont dégagées par les sommes
amalgamées et les codgalisateurs.)

Pour cela nous allons construire par récurrence
s des graphes M, et R, [n € IV}
» des morphismes de graphes Dy, : M, — Mod|[S] (n € IV}
» des cones projectifs dans Ens?  dy = (07 2 T — Da(7)) recsm, .

Mais avant d'amorcer la construction, simplifions les notations :

Pour tout foncteur H : € — Ens et tout o = (p,g/=) € E(H) (ot Z(H) est 'ensemble subordonné de
I'ensemble des factorisations de H} nous posons []e] @m”f‘ﬂw(p}fw (st Z2(H) =0, alors H[e] n'est pas
défini bien sir).

Les graphes My et My

Pour n = (. Définissons les graphes Mg = Mo(1') = Mg(T',5) et Ry par ;
omRe Ee(1)
oM ¥ =1y
FiR, o
FiMoE (475 Jre E(TY), < v > est un chemin de longueur (1},
le morphisme de graphes Dy par :

Dyt Mo~ ModlS)
r=(pgfs) — Tl = Tulp/ay
<y e (T[] 5 T()

et le cone projectif dy dans BrsS par :
do s (% 2 T Dylr) = Tl eonate-

Deéfinissons encore une composition sur #1Mg qui consiste & concaténer < 7 = el < o = lomqgue

T
Pour n = 1. Choisissons ensuite ry, v € ObMpy. Nous pouvons construire la somme amalgamée suivante
dans
dy,
T i Diy(mi)
7,
Ly(r3) Do(m) +, Dol2)

Zyoir 9. Mac Lo, Cabegories for the Working Matherstician, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, p. 50
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My(n}—ir Iy(72) n'est pas forcément un modele de S, mais nous pouvons considérer “l'ensemble des
fmmnmmmw’“ =Dy MH Dg(74)). De méme nous pouvons construire dans Ens® le codgalisateur :

L ddpy ‘ :
Da(r) =22 Do(r) — Coce(idoucy )
)

ﬂnenq{:dmm, tdmmﬁ est bien sur isomerphe a y(r) {nous mentionnons ce cas quand-meme pour
des raisons formelles).
Deéfinissons maintenant les graphes My et Ry:

oM, X oM. + OIR: avee

ObR: = mmwmltwlmmw “mﬂ(m% Do(ra))

o ECoea(idpyiry, tdmmﬂ

Pour définir FIM, posons d’abord :

FIRi={<rn,mn=/ sl ne0bMp et Jo € QdbMg tel que
™ € E(Dy(n) + Du(e)) = E(Dola) + Do(ri))
ou 2. 1 € ObMg et 2 € E(Coeqlidp,ir), idpyir))]

Sur FIR, qui ne contient que des fitches de longueur 1, on construit Uensemble des chemins de
lomgnent < 1. Nous appelons cet ensemble FIM,;. 11 existe dans FIM; une maniére évidente de
concaténer les chemins:
Aprés ceci nous serons capables de définir le morphisme de graphe Iy
Dy My —  Mod]5]
ObMy  —  (ObMod[5]
TEOMy —  Dylr)
(1 7air ) tek que
rricOIMos (Do) + Dol
rER(Bo{xi ) Dufrs)) T
fryyrad Ll gue ‘
T EOBMa et =+ Coeg(idp, sy D)l
Ta &mﬂ g ::“d‘ﬂwq‘ﬁ‘ 3 v."hd‘mm ivy :l‘}}
FIM; — fwmm
(Dylr) — (3}

I N
Dolry) = Dalri) +Tﬂw(ﬂ y—+ (Do) “V“m,;mn(“:’}[ﬂ“ﬁ]

ol o € ObMy tel que m € E(Dg(n) +Tﬂ‘m(wfj)

( (Dy(r1) — W’ii'a)}

{
| Dm{n) — Coeqlid, id) —  Coeqlidy, (), idpytr,) )]
olt 1y € ObMy el 7 € B(Coeqlidp,(e,), ¥, (n )}

(ry—m3) —t

(ny=—=7T2)



22. LA CONSTRUCTION EFFECTIVE DU ID.L.L. 29

Nous avons aussi un céne projectif dans Ens®

(d';“ =dl: T = Dﬂ‘{‘ﬂ;‘vﬁﬂ&Mm‘ ‘ ‘
“(d‘nlrl,vw,r L ﬂ”’ﬂ":ﬂ:’ +w%‘(”m] e cﬂﬂ(ﬁ) “*“Tuﬂ [ﬁ }Mﬂ} 1t EORM,
dy: *%s’ﬁ{]ﬂn(‘ﬂfl%ﬂu&m}}
(dy,o: T — Coeq(id,id) — Coeqlidp e,y idp,ry)ma)) O
ngE[Coeelidngry yidpg(r, )

Hypothése st pas d'induction

Supposons que Ra,. .., Ra; Mo, ..o o Ma; Do, oo, Dy et dy, oo dy sont définis,
Tie fagon similaire & la définition de Ry, My, Dy et oy nous pouvons poser :

def

ObM. s ';:f ObM,, + ObR,.y avec
Woars = M;MEMIJLL ..mmm‘“(‘”“ (n) *wm“(wn
+ 1] E(Coeq(f1, J2))
(Fulale FiMp Fis g

Lels gue J1 et £ paraliiles

Pour définir FiMyy; posons d'abord :

FlRpyy = i {H«m]ﬂm‘ +
{[<m,ms/ sl m €M, et 3o € ObM, tel que
2 € Z(Da(n) Wﬂﬁww = (Do) 'l‘T;Um‘(Tl )
on 2. 1 € 0bM, el 3fi, fa € FIM, tels que f; et f2 paralléles et
7 € 2(Coeq( D, (f1], Da(fe))) ou 13 € E(Coeq(Dn(f). Dul 1))}

Sur FiRa41 qui ne contient que des fleches de longueur 1, on construit Pensemble des chemins de
longueur < n + 1. Nous appelons cel ensemble FiM, 31, 1l existe dans FlMn41 une maniére évi-
dente de concaténer les chemins. Ajoutons de plus & #(My 1, chaque fois ol le cas se présente, Pégalité
<m,Terofi=<dTnofy

Aprés ceci nous serons capables de définic le morphisme de graphe Dqgq
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&,M 3 Mn.‘-{u‘ B ﬂd[g]
rEOMM, D7)

{maa7aiT) belque

TLTsE0 Mgt b= (Duin)+ Du(r2))lr]

TEHDA(I Dalra)) 2
irara) el que ‘ <
ey sl
1172 € FIM, el que s Coed(Du(f1), Dal f2))72]
vl gue 1, fo paraiibles ot

r4€S(Coeq( Dol 1),Dalf21) |
( (Dutr(m) B Dayga(r2))

I |
Da(n)  —Batr)s Dutor-  (Dn(n) + Da(@)ir]
ol o € ObM,, tel que vy € E(Dy(m) wﬂ,,w
( ”me(’ﬂ) —  Dagalme))

\ Duln)  —con(Bu1Da))=  Coeg(Da(fi), Dalf2))[ra]
olt 7 € ObM,,, fi et fy € FIM,, paralléles et
s € E(Coeq( Dy i), Dal(fa)))

Nous avons aussi un céne projectif dans Ens®

((ﬁ*’; &y T o= Du(f)reonm,. |
LETE . e Putro Dutrsl=(Dalra) + Dalealr)) |, - conm,

rmm‘,(mm Bhalrad)

dmﬂi . \‘ {d“’.x,&ﬂ " T vt gl N‘U:u:U‘.”wtjfmﬁjwwﬂwﬂﬁﬂ‘m“(f ﬂ,ﬂm[iﬂ”[fﬂ]) T EObAM,

| Fioda € PIM,

bl que fy, fo puralliies st
\ r4CE{Carg( D f1),Dnlf2)))
Ceci met fin & la construction par induction. Maintenant est venu le moment de définir le diagramme
localement libre de T

Seit Mo le graphe qui réunit les M, (pour n € IV) ;

ObM o UnewbM,  nous avons ObM,, € ObM,,41
FiMoy % JoenFIM,  nous avons FiM, € FiMy,
1l est parfaitement clair que M., est une catégorie. La prochaine étape consistera & définir le morphisme
de graphe :
Dot My ~—  ModlS)
ObMo,  —  ObMud]S]
(rin) € ObM,  r  Dyl7)
FiMy —+ FIMod[S]
(my =7, n)€ FiMq v (ﬂnrtﬂz“ ¥ ﬂn(%“
11 est facile de voir que D est bien un fonctear.
De méme nous pouvons définir un cone prajectif dans Ense

o {d’@‘.’;* T Dn(ﬂ‘)‘mnywmwm

{n = m)

(1 — ) —




2.3, LA CONSTRUCTION DE 2.2 EST BIEN UN D.L.L. n
Seit maintenant :
o A= A(T, S) la catégorie M.,

o D= DT 8} : A — Mod[S] le foncteur Dy, : Mo, — Mod[S]

o soit d = d(T,5) ¥ d,,

el met fin & la construction du diagramme localement libre. 1 reste & prouver que (A, D, d) est en effet
un-disgramine localement libre,

2.3 LA CONSTRUCTION DE 2.2 EST BIEN UN D.L.L.

Nous allons intégralement reprendre les notions de la section 2.2. La section 2.3 est entiérement consacrée
& la démonstration du théoréme suivant

Théoréme 2.3 : (4, D, d) est un d.Ll. du foacteur T € — Ens.

Démonstration : Nous devons montrer les deux conditions d'un d.. ;

Pour toute flbche (7 2y M) € Hompy, ,e(T, M)
1) 34 € A, 3Dy =% M) € Homppogs)(Da, M) s h = mgody

BrisZ
ModS]
D
( M w ‘ﬂw g o

2) 8i (A, ma) et (A', my ) satisfont la condition 1), alors il existe un mig-sag dans 4 :

/ A\ / A\
A#IM | Wi ey

A= A

tel que le diagramme suivant est commutatif ;
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Dans

7

ﬂ%w

2.3.1 L’existence d’une factorisation (premiére condition)

A ce propos nmous allons mouirer quil existe (pg/s) € E(T) = ObMy C Ob4 ot
hoo @ Toolp) — M € FIEnsY {respectivement ha : Too(p)/ sy —+ M € FIMod[5]) tels que le dia-
Eramime suivant commute :

Bl
Modis]
Toolp) ey
V B e ate)

Afin de trouver un tel (p, /=), nous construisons par récurrence des foncteurs T, et des transformations
Wumﬂm hn‘ :Tn sk lu'fm

Début de la récurrence
g e R
Diéfinissons Ty = T et hy = fi Le But icl est de délinir
(Ao 0, o) = (M drer (0 ren, (88 Jrep)E A

Errveur 1 Nous donnons ici la définition de Ay qui “mesure” Uerreur 1.
Soit I € I. Nous rappelons que Ty = Ta{l/1)\ Ljygw"ﬂ;{rxf, WU

Pour J € J! définissons AL(J) ;S {z € Tf{32; € MU} : M{a})(2) = ho(UT)(2)}.
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Nous tirons alors hénéfice du fait que M est modéle @ Nous envoyons les points non atteints de
TM”’} via i’mw’) dans M(UT) et dans M(I/7) 'image de ces points est répartie dans la base
(M{U})se 1, puisque M est un modéle. Par conséquent nous pouvons définir une application

Moo P
i — Ag(ﬂ

qui vérifie \U M) =T Done M € A(L', T). D'oit Ay = (A}1er est une famille bien définie.

Erreur 2 Pour Perreur 2 n‘um m’llc;mm donner la définition de dg. Pour I € I et J € J' considérons dans
FiJ! le mmmg 2l A g e PLIY. Posons
4 Az, x.u}) € TU}.) x To{U/})/
ho(U ) (To(eh Mx11)) = ho(U ) Tolehu)(zs0)),
Ye; € Ty(Uy) L To(7)(xa) # 2 et To(0)=2s) # 20,
Jys € M(US) : M(Y)wa) = ho(U]. )(2a0) et M(6)(ys) = ho(US. ) su)}

Comme nous allons voir plus tard, 67 fournira les mgmmga manguants.
Nous posons ensuite : 95(J) % Hﬂ"" ().
(Fest-a-dire que nous avons %(J} C B§(J} et l'application :

ok aw iy 'P{ﬁum
P4(J} est bien définie .

Pour cela 4 est un élément dans w(ﬂ ,T5) et en posant ¥ = (9])jex la définition de ¥ est

achevée,
Erreur 3 Quant i la définition de la famille g = (¢ )pep nous allons définir pour tout cone projectif
distingué P dans IP
¥ = {exraer €  TL IR (V) e rexr € MO = 22 MOED))

Kek?

On a bien ¥f € ®(K" . To) = P( K EMMTU(VJ? )

Dot Ja définition vy = (W] ) pep.

Le triplet (Ao, 9o, ¥0) = (A rex, (W)rer, (98 )per) définit un foncteur T3 = T1(An, Bo, ¥o)
(voir section 2.2},
Définissons maintenant la transformation naturelle b, .
Pour I € I, J’ € 0! etz & AT) 1l existe yr € M(UL) tel que M{ad)(ys) = ho(U)(z) (d'aprés la
définition de »\ {J)). Nous pouvens douc choisir une fonction
G M) = MUJ
x Yy
(al y & éventuellement plusieurs fonetions).

Egalement. pour (70,2 1) € 87 (1) il existe yy € M{U])
tel que M(y}ws) = ho U},){m;r et M(8)ys) = ho(l/Si)(z2n). Pour cela, choisissons uwne fonction

mi: 6 — M(U))
(ﬁ‘}v «'E‘J"} e y]
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(De pouvean il y & plusieurs fonctions).
Ce ehoix fournit une fonetion

wh@) = W ) - 04(n) — M)

Ensuite nous avons Uapplication canonique (P & #) -
w: e — M(VF) :
(zk E’N‘E,&" — (ho(Vi N2k Nrexr
Maintenant nous digposons de tous les éléments pour définir by

by e M
Ob =~ FlEns

W (W) + L1 wﬂ,mmmwm W) x A
+JL 8 HemglU} W) x 050)
+ L Home (VP W) x o) — M(W))

by (W)est défini par moreeanx

To(W) ‘ K (W‘W‘“mmywhn(wm M(W)

Homg(UJ, W} x M(J) e M(W)
Wj~Wis) o — M) (7))
Hemg (UL Wix 05y — . M(W)

(U] = Wilzp, z54)) — M{)(u3 (21, 2.00))
Home (VP W) = ¥ — M(W)

(vF = wiz) — M(eNeE (2))

Il est facile de voir que by est une transformation naturelle,

Hypothése et pas de récurrence

Nous supposons que le foncteur 7, et la transformation naturelle by : T, — M sont déji définis.
Le but st de défnir (ha, P, Vi) = ()rex, (9) e, (95 )per) € An.

Erreur 1 Nous donnons ici la définition de A, qui coneerne errenr 1.
Soit I € I. Nous rappelons que

Ty = T@WONLY Tl XTI

Pour J € J' définissons M(S) % {2 € ¥/, € MUY : M{ab)(xs) = ha(UT)(2)}. Nous
profitons de nouvean du Tait que M est un moodile de la m,%%mm snivante :

Nous envoyons les points non atteints de 75, (U7} via b, (U7} dans M(UT) et dans M{U7) Pimage
de ces points et répartie dans la base ﬁMW‘MI&MW pubstue M oest un modele. Par conséquent
nous pouvons définir une application

A obd! — PTh
“‘w ks A‘U{u{"f)
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qui vérifie y%&;ﬁw‘} =T! . Done AL € ALY, T1). D'oit Ay = (AL)rey est une famille bien définie.

Erreur 2 Pour Perreur 2 nous allons donner la définition de 9,,. Pour J € T ot J € J' considérons de
nouvean dans FIJ! le sigang 7+~ J -5 J" € FIJ'. Posons

9;:“&':}) dm”f {‘jm,ﬂ Ly Wu{”}m} * TH(U}MJ}
ha (U )Wu(wd(wﬁ““m (UT)(TnladuY(zan)),
Ve € Tul rf T zr) £ 2y et Talb)za) # 20,
Hyy € M{U3) : M(y)ys) = %(Ujﬂ)(%‘ﬂ} o M’W)W}) = k(U fu Yz}

Comme nous atlons voir plu,s tmi 1 fournira les zig-zage manguants.
Nous posons ensuite : 91 (J) 2 le' s
Cest-b-dire que nous avons 13" () € ©L(J) et Iapplication

oL obs' *peﬂ)
J w4} est bien définie .

Pour cela 9. est un élément dans @(,Z,’ 1) et en posant 9y = (¥ )rer la définition de 0, est
achevée,

Erreur 3 Quant i la définition de la famille ¥y, = (¥ )pep nous allons définir pour tout cone projectif
distingué P dans P :

g {(zx)regr € K&”Tnf’% W (ha(VEN k) Kk cicr € M(VF) = %&P M(VE)}

On 2 bien ¥’ € V(K" T) = P( W JTaVE)) -
"ot fa définition ¢ = (5 )pe

M triplet (Mg, #y ¥n) = umm (P )rers (¥n )per) définit un foncleur
Tast = Thg1l{An; Iny ¥n) {voir section 2.2).

Deéfinissons maintenant Ay :

Pour 1 €0 ,J el etze ()il existe ys € M{IUJ) tel que M{a})(ys) = Ba(U7)(2) (daprés la
définition de A;‘,(J)}

Nous pouvons done chaisir une fonction

¢ M) — MU
& st R |

{il ¥ a éventuellement plusicurs fouctions),
Egalement pour (27, w,m) € 070 T) il existe yy € M(Uf:]
tel que M(v)ys) = ha (U 2] ot M(8}ys) = hn(Uf4)(zs0). Pour cela choisissons une fonction

eIy eyt e M(UhH
(zyr2gn) = gy

(Dt nouveau il y a plusieurs fonctions). Ce choix fournit une fonction

W) = Tl () 9A(D) — M(DJ).
s
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Ensuite nous avons ['application canonigue (# € IP) :
v o ¥ — MVT)
(zx ]w&;gg“’*‘ b (""W(VK J1E0s })Meﬂf'
Maintenant nous disposons de tous les éléments pour définir by o

bagr: Tagy ~> M
o2 s FlEns

W oo+ 1 I Home(Uf, W) x Ri()
+ 11 I Homo(uf, w) x N()
+ L Homa(VE, Wy x¥f)  — M(W)]

g1 (West défini par morceaux

Tl W) M«H‘(W‘)M““Ww*ﬂ wl{W) M(W)

Homg(U5, W) % An(J) et M(W)

(i =w; i%) b M(e)(¢a () (=)
Hﬂmg{UJ W) x 90D — M{W)

(75 = Wiz, zy)) et M(e)(u (a2 n))
Hmnaw*’ W) x pf — M(W)

(VF = W;z) =t M) (vl (=)

11 est facile de voir que b,y est une transformation naturelle.
Ceei achéve la construction par récurrence de la famille

(A oy e = (AL Jrer (0 ren, (08 ) peplnen-

Dﬁﬂmmm done (n,y{n)t‘a (T} ﬂbMu, s
p: N — 1] A
noo (O0)rer (8)rer. (#F)pep)

1l est manifeste que p € Ao & cause de (AL rer (0 )ren (9 ) pepIner € Acs. L'application p nous
fournit immédiaternent le foncteur Ty, (p). Posons ensuite :

hm - “:]ﬁ;Lh” me‘:ﬁb iy Mm

Pour g = he, nous avons
ﬂ‘j &€ ‘H‘mm‘ﬂmﬁwwm (m‘:w M j‘f =

1 g'ensuit la factorisation

Toslp) mg

ESsceinse
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Vérification de la propriété de modéle

1T nous reste & montrer que Too(p)/ay est un modéle,
Nous devons montrer que pour tout 1 ¢ ff :

Tl metrty = T UV iy

a) Démontrons d'abord que

Too () ms(UT) = JL’JL, Tos ﬁW ws (00 T 0} mg (U D))

Soit
2 € Toa(p) s (UJ] = “%L‘Tn (”JW Regl1I Ty

Olest-dedire 3n & IV et deg € Tn(ﬂ”} b #-*”/w“uw

E L de B u Tn[ﬂ«y;‘iTwcﬂJn

Doncil ya J € a!,‘[ ’m]l que 2, € T (0d NTH(UL)) et ainsi 2, € To (o) (e (T (p)(U D).
Nous pouvons en déduire que

* = Zafng(ury € JH, [Too (P} s (05 )(Teo () g (U))]

Ulenpxcienne cag @ r, QT"
Dela d&hmmn de T’ il s'ensuit qu'il existe J € J' tel que 2, € AL(J). D'oh

W 25 07 2,y € Homa(U3,U") x AL(D).

: e
A caunse de Homg (U4, UT) x M(J) € Tnyt(U") nous avons (U] 2 )€ TasrlUT)
DYun autre coté nons avons les égalités suivantes @

Tasrlo)(Uf 5 U 20) = (UF B Ul 25 U1, 2)
(Uj ""‘"‘““‘* Ur,#"‘}‘.
Done (Uf = U y2) € U Toolp)oh) (Tuo (9)U).
11 8’ensuit que hoo (U7 )20 ) = heo (U U} =5 U1, 2,) b cause de

M(MJIW W)(mw]']
hea(UT)(z

L]

B (UDYUE 2% LERS 2,)

il

Pour cela nous avons également g(U ' )(za) = a(U 1) (U7 ~% Lyt S Zn )
Dol 2 = Wﬂfmﬂw‘} € U Tmfﬂwﬂﬂ @)(Tw{ﬂ (i mgwﬂ)}
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b} Démontrons mainienant que

B (0 s (T]) = T () g U).
J ed’

Soit Wﬁmlﬁ”ﬂ € Tulpl/ Hw(”’)*, ‘
Supposons qu'il y ait J, 7' € J' et &7 € Toolp)(US), £1¢ € Toalp)(U]1) tels que

Tulp)e3)(1) mgivr) = Hagton) = Toolp)eh )20 ) gt
1l s%en suit que hoo (U )(TolpHad)(22)) = hoa (V") (Too (p){achs )z 1)) et

Mo i) hea(UT)(21)) hroa (U7} 7o INW{]{WW
hmiul){Tm ﬂ) ﬂju){w_ﬂ})
Mok ) (hes (U3 (220)),

parce que hm est une la‘mmfmmmtmn naturelle. Comme M est un modéle, 1l existe un zig-zag entre
J et J7 qui combine oo (U] )(zs) et hoo(U J,){mw] dans M. Sans nuire ala genéralité nous allons
examiner senlement les deum: cas slivants ©

Premier cas ; Si J 2,17 I st un sig-zag dans J'
gui combine ﬁmw Nzy) et hm[%ﬁ){m;a} dans M, alors nous avons :
M) hoolUD)(25)) = M(8)(hoo (UL)(210)) . Do les égalitds

hee (U T ()2 )21 1) M(y) (koo (U ) 2s))
M wmmw )
nmww}mwf f)(z10)).

I

i

il

=

Comme g = hy, nous avons :
Teolp) mel) 22/ ngiuty) = Toa OV mg BN [agrur y)-

[l existe done pour le premier cas un sig-sag entre J et J' qui combine 2/ 1) o6 210/ mgur,)
dans T, fuy-

suxibme cas 3 Soit J L L sig-sag dans J' qui combine hoo(U)(zs) et
hmw.uﬂmw ) dans M
" Puisque 'on considére 25 ot 2, modulo # ¢, ef voe la construction de g = ke, & partir de b,
on peut supposer qu'il existe n € IV tel que 2; € T,,(U}) et 250 € Tu(U,).
Nous devons euvisager deux possibilités

(i) dzyv € 'IM:an} el quva Tl zgn) = 25 &b an)u‘y“} =5 SR

Le sig-sag J - J" =+ J' combine donc 21/ gty et T3 fmgqrry B Vintérieur de Too(p)
a cause de

Toolp)/ g (¥) (20 | w7, :l‘) = 2/ ma(Uf)
ok
T:W(p‘}fwﬂ ﬁ}(”;ﬂ"‘“/”mg«fﬂtﬂ”}‘) - w“"‘/”ﬂ:u;j*
(ii) Yayr € Ta(U]a) s Tnlr)(zgn) # 21 ou Tald){zan) # 240

Conformément, & Phypothise du deuxibme cas il existe yyo € M{U [.) tel que
M{7)(ws0) = Boa(l5)(2s) et M{E s} = hool U], )z 3), ¢lest-bi-dire que
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(x7,250) € G12(J") C HL(J"); Dot (U), 2 U u,(whmw]] € Tm{p]{lf;u)
Conformément, & la définition de ¥/ e "'] et de gl (J") il s'cn suit que :

hoolURNUSn = Ufiles,er)) = MO(uR*(I"Nes,220))

Wh Jw

Nous avons également

hoolUS U = Uk (2a,20)) = M3 H(I") (22, 25))

hoo(Ug: )220}

It

1l

Nous avons ainsi montré que

WD T Ufileszn)) = 0(0))(z1) o
gUNUe — Ulilzs,z0) = glUf)zs).

Ceei signific quil existe 21 = (U *5 Uls; (21, 2)) € Too(p)(U}) tel que

ol o) g (1) (ﬂw"'w’ww'mﬂ = ”»‘fwtﬂ‘) et
TW(WMM(W*M:M’M)I’ . ”J'I’W'ﬂm‘n:’

1l s’en suit que le zigzag J < J” — J' combine 21 [sagtrsy o WJ"/WW’ y- Pour cette
raison mous avons finalement montré que

B, Teo(p) me(UF) = Tool0)/ s (T).
Jed!

Nous devons égalemnent monbrer que pour tout cone projectifl distingué P e P ;

[Tm{w)(%? Waove)) = Toa (P)(VF) gy 2y

Pour faciliter les notations nous remplacons g par hy, c'est-a-dire nous montrons que :

;ﬁzj[ (P VE shavy] = Tl @)V s gvry:

Pour cetle raison nous allons montrer que 'application suivante est une bijection :

[%mv"wmwm - hm | E.LTan)fmwwm}

Tl b vE) {‘T%Wﬁ)i%w sho(VE) KeER

La condition de départ & savoir la finitude des bases de cones projectifs intervient & cet endroit pour
prouver que f est surjective. Il faut done vérifier les propriéiés suivantes :

a) [ est bien définie
Nous allons verifier deux points :
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» pour z,; € T,(VF) nous allons montrer que

(Tl Bk M oa) b vpy ice 7 € :*J-"— o I.L%[W? Wangivril

Cmnmdémnﬁ pm;n' cela K, K’ et u; K — K'€ KF. Nous avons:
T (W) T (85 wa)) = Tal 85 {m,,,) pATce que le disgramime suivant est commutatif :

o

(Tl BNz M mnaviykexr € ‘ ﬁ'@% w[mu\,%w}f Wenoveil

e Comme point suivant nous montrons mm pour  zn, @k € Ta(VF)  vérifiant
Tl whaive) = Eplmnaqvey nous avons To(BENza) wh vy = Tn(ﬁxﬁ'f%)/mmw*;a pour
tout K € K¥. Choisissons pour cela r,,, 2/, € T, (V) avec hmw*’){m”) =h V”)ﬁ(m ). 1

&'en suit gue ‘
heaolVENTn( Bk Hzn)) M(ﬁw)%wwp Hzn))
M) el VE M%‘)J
hea(VE N Tal Bk ) (20))
et finalement T, (B )20}/ ahoivr) = ToBE N annivry:
b) [ est mono
Supposons que (Tu(Ak Nzn)/ sha(VE KER? = (T (B Nym)/ mmq‘,w",ﬂ,”‘)]mﬁmm

Sans nuire & la généralité nous admettons que n = m.
Pour tout K € K¥ nous avons has(VEWTH{(BE 1 2a)) = hea VEWTR(8E Y1)

Il g'en suit gue
‘MW%W‘M(VFM%D = ho(VE 1}; WIn( B ﬁ)’(-’”w)
= Al TR
= M{BR)hoe(V)(ya))-

Dlal

i B i

Comme &2 M(ViF) = M(VF) il est vrai que
KexF

on(VE)n) = (M(B ) hes W"“‘)E%‘))}mw (M wn Whoo (VY W M xexce

i1

heol V7))
Nous pouvons en deduire directerment gue 2o /an (v ey = Un /e, (v ey o done que f est mono.
c) f est épi
Soit,

(Enedsnavi))Kkerr € ﬁ%fl [M %WKWM,.W ]

vérifiant Tag € Tuw(VE). Bt st ici que nous utilisons maintenant e fait que les bases projectives
de Vesquisse S sont finies.  Comme K" est dome supposé fini nous pouvons poser

n % max {n;/gegr}). Sans nuire & la généralité nous admettons que 2., € T (Vi) Pour
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t«tmg K, K' E,M’m of bout ur K o— K e FIK f" ROUS avons @
Bal VENTa(ul(#n,c ) = ha{VE )20, ) ot ainsi

M(u)(ha(ViE)zny)) = Bu(VENTn(w)(zax))
hu{an {mnw)

li

Pour cela
(ha(Vie J(Zax Nexr € % MVE) = M(VP)

Cenformément & la définition de ¢ nous avons (2, )xexe € ¥ . La définition de Thyy fournit

= (VP 2 VP (20 )xekr) € Tans (V)
ui vérifie
Nzl whutvey) = *ZTM-aiﬁwﬂmﬁwmvmlmm
(V7 2 VE e e mnmve) e

Et pous avons

b VOV 255 VB (2 Vi)

M’(ﬁm’} hm(VH {"ﬂm KEH"]

halVE 20 ) hao (Vi Wan )

Nous en déduisons que f(2/p,,¢v)) = (Ba /ang vz exr- Done f est bien épi et pour cela une
bijection.,

Claci achéve la preuve de Vexistence d'un modéle factorisant (Premiére condition).

ISR

2.3.2 Les zig-zags entre les factorisations (deuxiéme condition)

Pans catte sous-section pois allons vérifier In denxiéme condition da o L],
Soient A, A" € Ob4; my € HWMMM]‘(“MM et my € Homuogsy(Dar, M) tels que (A,ma) et
[A',m m) satisfassent la premiere muﬂ bion

T

Alors il existe n,n' € IV avec A € ObM,, et A’ € ObM,+. Nous avons par exemple ' < n. Comme
ObM, © ObM,,, nous pouvons former la “somme amalgamée” suivante :

d
T 2 - Dy

da

Lrg T Da +Tﬂm
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La propriété universelle de la  eomme amalgamée fouwrnit  un  morphisme  unigue
mo: Dy *Tﬂ‘" —= M, qui est induit par le couple (m4,ma). Comme il existe un morphisme de

Dg + Dg vers un modéle, alors E(Ds + Tﬂlm‘) # B Cholsissons B € E(Dy +Tum
(€ ObMygq C OBA) tel qu'il existe mp : Dy — M rendant commutatif e disgramme suivant :

Oy
y - \
M ; i

D'apréa la définition de FIM,, ¢ nous disposons de flaches
Al B A,

1 est clair que pour ce wmigzag la deuxiéme condition du  diagramme  localement libre
est satisfaite. Ceci achéve la démonstration du diagramme localement libre :

{4, D,d) est un diagramme localement libre du foncteur T : £ — Ens, mais (A, D, d) est loin d'gtre
Tunique,

2.4 LE D.L.L. EST RELATIVEMENT FILTRANT

Proposition 2.4 : (4, D, d) n'est pas seulement un diagramme localement lLibre du foneteur
T': € — Ens, mais il est aussi relativement filkrant.

Preuve : Nous rappelons les deux conditions suivantes de la propriété “relativement filtrant”:

e Pour tout modele M € Mod[S] et tout morphisme (I° L M) € FIEnsE, pour
A A € ObA, my € Homypoqa(Da, M) et ma € Homppoaey(Dar, M) tels que les dia-
grammes suivants commutent : ‘

‘ﬂd mjﬁn‘
/ . \ /,../ h \
M. - T M. o T

- il existe B € ObA et mp € Hompgogs){ D, M) et A — B +— A dans FIA tels que dans
Mod[8] il existe un diagramme comrnatatif

A a5
a /‘;Q
g

]

SN

A T

o
w‘nﬁ

Ens®
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Cette premitre condition est facile & vérifier, Solent M, h; A, A'; my, my comme introduits
précédemment. T existe alors non' € IV tels que A € ObM, et &' € ObM,,r. Nous avons
par exemple n' < n. Comme ObM . C ObM,,, nous pouvons former la “somme amalgamée”
suivante

T da - Dy

dy

Dy Dy "Irmmm

A cause de la propriété universelle de la somme amalgamée nous obtenons un morphisme
unique m : Dy + Dygv = M, qui est induit de {4, ma+). Ensuite nous pouvons choisir

B e Z(D; ‘+TRM§‘“(E ObMy 1 € ObA) tel qu'il existe my + Dy — M rendant commutatif
le diagramme suivant :

Dy
/ ; \
M. ¥ T

Nous avons donc trouvé B € ObA, mp € Hompq5(Dp, M) et A — B «— A’ dans FIA
qui satisfont la condition demandée.

s Pour tout modéle M € Mod[S] et tout morphisme (T FL M) € FIEns<, pour A, A" € ObA
et tout couple de fleches u : A —— A" et v A — A, pour my € Homypoarsy(Da, M) et
pour mar € Hompgagrsi(Dar, M) tels que le dingramme suivant conunute

ModlS] ;/;‘-\\'

] By

P I i \
T \

\\m/\,x

M fi

g

BEnaE

ilexiste B € ObA et mp € Hompyqs{Da, M) et w: A' — B dans FlA tels queweo u = wou
et tels que le diagramme suivant commute dans Ens® ;
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Med[5] (/T\

#AN
| Dy \

Enaf

Soient done M € Mod[S], h : T~ M € FiFEnsZ, soient A, A" € ObA et u;v € Fld un
couple de fleches paralléles et my € Hompgoas) (D4, M), ma: € Hompoasy(Dar, M) comme
précédemment. Il existe alors non’ € IV tels que u € FlM, et v ¢ FIM,,:. Supposons que
n' << n. Comme FIM, C FIM,, nous pouvons former |z “coégalisateur” suivant :

Dy

A cause de la propriélé universelle du “eodgalisatens” nous pouvons obtenie un morphisme
unique m : Coeg( Dy, ) — M nui est induit par my.. Pour cela E(Coeq( Dy, D)) # 8
et. nous pouvons choisir B € E(Coeq( Dy, 1)) {done B € M, 1y). D'aprés la construetion
de FlM, 4 il existe de plus w A" — B dang FIM,, ., avee wow = o v et tels que le
dingramme suivant commute dans Fns€ :

- o
B

Ensk

Ceci montre done que (4, 1,d) est un diagramme localement libee relativement filtrant. L'on se
convaine facilement qu'un disgramme localement libre relativermnent filirant n’est pas unigque. Au
chapitre 3 nous verrons que la notion du diagramme localement libre relativement filtrant fournit
sur le plan gdométrique une construction umique & équivalence d’homotopie prés, d'ol Vintéeét du
raffinement “relativement filtrant”.



Chapitre 3

LA GEOMETRIE DES
ESQUISSES

Ce chapitre 5 é4¢ 'objet d'un exposé an 53°'™° Peripatetic Seminar on Sheaves and Logic!. Le but de ce
paragraphe sst de rappeler les constractions de la réalisation géométrique de Milnor ot de la m’lwmmlmw
d'Anded et d'appliquer ces construdtions sux esquisses,

31 LA REALISATION GEOMETRIQUE DE MILNOR
La catégorie mmpliciale A est définie comme sait

oA = el = { on}oest un ordinal fini}
FIA = {f:]m] [m Wn,,;p emizici= A<k

Pour toute @z\mwmmm D, non nécessairement petite, son nerf { noté ND ) est le foncteur suivant :
ND: AR wes Fims
W DIt i= Ponet([n], D)
ol ) —  (Fonat{fn), D) — Fonci([m], D))
«

PR

oli U'ensemble ordonné [n] est considéed comme eatégorse.
Le n-simplexe standard (n € IV) eat la partie suivante de g7+

L
Ba={lls - ) ER™ 0L €L,Y ti=1)

[ ]

uuuuu

done pour toute mem W non m@mmmmimmmh wmw " Mml sl .\imm nM-mMMWW M‘W dm m MM WWMW
D= "%LW Dilr]) x An)/a.

Taatten pe 8 L Trieste{Dalie}, 11-12 seplambre 1993
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ol “=" est la relation d'dquivalence engendré par les deux relations suivantes

< (Jwﬁﬂ;n #4 afimll:n ﬁ%ﬂl i jﬁ) fifﬁia ;:»ﬂ‘l]u{!m iy awn—l) Taoed
< ‘(fllln LRER | j‘m)‘l‘ ﬂ:tﬂ‘w Sl 1%%13‘1!!&1\'* # ‘;\‘Em-—lih :’"
< (fh b ‘xinn"d(ﬁm#wfﬁmwn iy fn).(‘iﬂm v .“Mm) - Bt
< ‘:flm AR nfn)# l.ffm‘» sy MWII i ‘ti + wﬂ%l 1\%)1“'%@‘1 LR aﬁnwwi) =

BD est un CW-complexe dont les n-cellules correspondent exaclement aux n-simplexes non-dégénérés
de ND (ot (f1,..., fu) € ND([n]) est appelé n-simplexe non-dégénéré de N'D si aucun f; n’est I'identité),
Pour pouvoir appliquer cetbe notion svec bénslice aux esquisses, nous devons parler ick du théoréme A de
Quillen qui servira conune moyen délaborer une certaine équivalence d’homotopie.

3.2 LE THEOREME A DE QUILLEN

5i T et D sont deux catégories non nécessairement petites et f : D — D' un foncteur, f induit
canoniquement une application cellulaire Bf @ BD —s BD'.

Le foneteur f : D —— D' est appelé équivalence d’homotopie st Bf  BD —— BD' est une équivalence
d ' homotopie,

Lia catégorie T est dite contravtibe si BT est conteactile, Ounoa les résultate suivants

Lemme 3.2.1 ¢ BD ot BDP(la catégorie dusle) sont homéomarphes,

Lemme 3.2.2: Si f : D ~ D' admet un adjoint & gauche ou a droite alors f est une équivalence
d’homotopie.

Lemme 3.2.3 : s1 D admet un objet initial ou terminal, alors D est contractile.
Lemme 3.2.4 : toute catégorie hltrants est contrackile,
Maintenant nous allons énoneer une version duale du théoréme A tel qu'il se trouve dans Particle?.

Théoréme A : Pour le foncteur [0~ TV et ¥V & O8D' considérons la comma catégorie £ 1.2
ObfLY) = {(X,fX S Y)/X € 06D, v € P}
FUFIYI={u (X fX V) (X X Y u: X =X vofu=v}
Si, pour tout ¥ & OB, f | Y est contractile, alors f est une équivalence d’homotopie.

3.3 REALISATION GEOMETRIQUE ET ESQUISSES

Dans cette section nous allons appliguer le théoréme A de Quillen aux esquisses®. Soit T : € —» Ens

un foncteur de la catégorie sous-jacente de 'esquisse 5 vers les ensembles. Nous nous intéressons dans la

suite non seulement & Mod[5], aux réalisations ensemblistes de Pesquisse 5, mais anssi aux réalisations

ensemblistes de § relatives au foncteur T, ¢'est-A-dire & la comma-catégorie T | Mod[S] ot :

OUT | Mod]S]) = {(T' —+ M, M)/ M € ObMod[S],h € Homg(T, M)} :

FUT | Mod|S]) = {m: (h, M) — (k, M}fm : (M — M) € FiMod|S], mo h = h}

Si T est le foncteur vide, alors T' | Mod[S] ¢f Mod[5) sont isomorphes. En général T | Mod[5] est une
voir D. Quillen, Algebraic K-Theory LS.LN. mum. 341 p.85

Soir I Ouitart, On the Ceotaetry of Computaiions, Cabders ds Topologie e Geométrie Différemtinlle Catégorigue,
Wil XXV I-4 {1086)




3.3 HEALISATION GEOMETRIQUE ET ESQUISSES 47

“grosse” catégorie of done BT | Mod[S]) est en général un “gros” UW-complexe. Mass nous pouvens
construire une petite eatégorie dont la réalisation gdomélrique est en équivalence d’homotopie avee lo
“gros” CW-complexe B(T | Mud[5]). En effct considérons e disgramme localement libre relativement
fltrant de T constrait au chapitre 2

» aver la petite catégorie 4 = A(T, 5)

» aver ke disgramme de foncteurs D = DT, 5] : AT, 5} = Mod]S]

» aver le cone projectil of = (T, 5) = (d{A} : T s D{A})uga.
Nous pouvons ainsi définie Le foncleur

E: A s T | Mod[S]
A s (d({A): T —s D{A))

T i
G d(A) d(B) |
(A2 B) } / \

D(A) ~proy— D(B)

Nous voudrions appliquer le théoréme A de Quillen pour montrer que B est une dquivalence d'homotopie,
Pour cela considérons b2 T — M € ObT | Mod|S]) el construisons la comma-catégorie B | A

QELh={ T | AeObAm(A)e FIT | Mods])

D(A) e M
FIELh={ T [ A~ BEFIAm(A),m(8)€FIT | Modl§]}

Par s définition de la notiver do disgramume localement libre relativement filtrant ol 4 'en suit qgue £ | &
est fillrant et done par b Jepiene 3.2.4 que E | # est conbraciile.

En appliquant le théoréme A de Quillen nous obtenons une dquivalence di}“‘mm” e ;
E:A(T,8) ~T | Mod(s]

Ceei signifie que le “gros” CWecomplexe B(T | Mad{5]) a le méme type d'homotopie que le “petit™
CWeeomplexe HA.

Die plus il s'ensuit en particalior que si 4 et A sont les deux entégories sons-jacentes de deix dingrammes
localernent libres relativerent filteants de T, alors B4 ot BA" oot le méme type d homotopie.  Aimsi
nofots le “petit” type dhomotopis de BA par g{T, 5}, puisqu'il ne dépend que de T et de 8 51 T est
le foncteur vide, nous parlons brievement du type d'homotopie de U'esquisse S ot potons g8 = o(@, S).
Done g5 est en équivalence o homotopie avec Mod[5] .
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3.4 LES FONCTEURS 7, (n € INV)

Nous présentons jci une synthése des travaux d’Evrard * et renvoyons dgalement A des notes de Guitart ®,
Clat (resp, Cat*) désigne la catégorie dont les objets sont les petites catégories (resp, les petites catégories
pointées) et dont les morphisioes sont les foncteurs covariants {resp. les foncteurs covariants conservant
les points). Pour une catégorie [ € Cat, A{I), o catégorie des chemans de I, a comme objels les sig-rags
et comme fléche les morphismes &’Evrard entre sig-zags (nous renvoyons i son article dans le bulletin de
la société Math. de France, 1975). Celle construction définit un foncteur A : Cat — Cat. Ensuite si la
catégorie [ € Cat est poiniée en Iy, on note QUL Iy) la caiégorie des lacets de I en [, Cette construction
définit de nouveaun un foncteur £ : Cat® ~— Clat*. Pour tout entier n > 0, on définit par induction des
foncteurs A™ ; Cat — Cat et Q" : Cat* — Cat® ol A1) = AMAPH D)) et (L, fo) = Q"L K)).
8i I € CVal est une catégorie, nous notons par "=" la relation d’dquivalence suivante ;

Pour I,J € Obl : I = J ssi il existe un zig-zag entre [ et J. On définit ainsi Uensemble

oy % obys.

Par extension nons avons pour n > 0 des ensembles ;

L0 ¥ Mm@
Ma(LL) 2 me0n(z o).

I;(I), done aussi [, (I}, est un groupcide pour la composition des zig-zags et I;(J, Iy), donc aussi
Hu(d, lo), est un groupe pour la compesition nalurelle des lacets; de plus, Wy (1, fo) est abélien pour
n > 1. Nous avons en particalier II;{1) = I[I~'] olt Il 7"] est la catégorie de fraction * de [. Evrard
démontre que pour tout n € IV : I,(1, Ip) = L (BL +) o L. (B1, +) est le n'*™* groupe d’homotopie
d'un espace topologique.

3.5 LA COHOMOLOGIE D’'ANDRE

Nous introduisons dans eette section la cohomologie d’André 7 sous les notations introduites de Guitart 3.
Soit T une catégorie non-nécessairement petite et £ : D — Ab un foncteur de D vers la catégorie des
groupes abéliens. Le n**™* membre du complexe de cochaine est défini par

C@R= .

pole. 200 e WD

1}”‘””‘} *

byoie M. By, Homotopie d'un espace topologhqoe relativement & un recouveament, Applicaion & Phomotopie des
préschidros, These d'BEiat, Université Paris 71973
M. Esvard, Fibration de petites catégories, Bull. Soc, Math, Frapce 100, p.24)-265, 1975
Sveie B Guilaet, Donstruction of s Homology and s Cohomolagy Thecry Associated to 4 First Ovder Formula, Journées
d'Eiudes Bscpuisees, Logigue ot Informatique Théonque, Universite Paris 7, 47 juincdjnillet 1948

b voir P. Gabriel ob M. Zisman, Calculus of Fraction and Homotopy Theory, Springer-Verlag, 1967, p6
Tvair Mi e, Mdthady sinpliciale enalgibive bivmologigue st algbbys compmutative, 51N, 33,1067

% voir B, Guitart, Construction of an Homology and a Cobamology Theory Assaciated to & First Order Formula, Journdes
d'Etudes Baquisses, Logique of Infrrmatique Thiorque, Universitd Parts 7, 27 juin-2juillet 1988
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avee la différentielle d® - C(D, F} — "D, F)
M“W}wm ' ”mm'w”*” o \I\W:ﬂmw i ﬁ\(mtm“m mw"wl)

by

e Wl 9
(e oy 28 0
wW iy

M gy dmas
(2 20

Devant le dernier terme nous avons *+° s n esl impair o “<" 4 nest pair. Et finalement nous définissons
les groupes de cohomologie par
H™(D,F) = Kerd® [ 1ot

Nous avons le risultal suivant #:

Proposition 3.5 : 5i T : C — Ens est un foncleur alors H*(T | Mod]S], F) dépend aniquement da
type d'homotopie du CW-complexe BT | Mod]S]).

3.6 CALCUL RELATIF DE II, , I1,, H" (n € IV)

3.6.1 Introduction

Le but de ee paragraphe est de régler, de fagon élémentaire; Pinfluence que jouent les eomposantes
connexes de Pesquisse § sur le calenl de W‘m Wy et H™ (ne V),
Rapp elons que Fsg désigne la catégorie qui a comme pbjets leg esquisses et comme fleches les morphismes
embre caquisses. {f° (C, 0, ) — (C' I, ") st un morphisros d'ssquisses &i f est un foncteur s
tel qiae

Vied . fiher

YPelP : f(P)e P
St M est un ensemble e (Sa)men une famille desquisses, alors on peut définir dans Eaq la somme &
omorphisme pris

i Iéluﬁm - {: %IMMW ng‘m'”m L m%pm)

En particulier si § = M Sy, alors Tg(5) = [_Ewﬂlm‘ (S De l'autre cobé si S est une esquisse quelconque
et Ma(8) = {mmmmmm connexes de S}, mlmm 8 = %Mwuﬂ { 12 S est la somme de sen composantes

cONNOXeE J. )
Pour o suite de oo paragraphe soit (S, e tne famille d'esquisses quelconques, § = ‘4 S ot

U s Bing un foncteur de la catégorie sons-jacente do 5 vors les ensembles, Nwm avons M lemme

Hitvamt

Lesnmae 3.6.1 ¢+ T | Mod[S] est isomorphe & ﬂM T/s.) | Ens®= oi T/s. est le oncteur T restreint
i Vesquimae S,

Fyorir [ (uibart, Constraction of an homology and s cobomilogy theory associated 1o a first ordar formuls, Jourmdes
A Bdes. Faoiness, Logiaue ot Informstique Théorigue, Dniversité Paris 7, 37 Jube: 3 julller 1088
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Preuve : 1l est facile de voir que le foncleur “multi-restriction” f: T | Mod[§] — W(T/% | Engdm)

qui- associe A toute fléche (T ik, M) la famille de fleches (Afs,, : T/s,, — M /s, dmenr o hfs,
est la transformation naburelle b restreinte & Sy, est un somorphisme. o

3.8.2 Le calcul relatif de 11,

La rernarque suivante de J. Bénabou exprime le nomwbre de composantes connexes d ‘une catégorie comme
limite induckive du foncteur constant |
Remarque : 5i const : ' — Ens désigne le foncteur consfant qui envoie les objets d'une catégorie

' sur Vobjet terminal de Ewns, alors nous pouvons exprimer Ti(C) comune limite inductive de ce

foncteur :

Ho(C) = Colim(C ™% Ens)
Afin die pouvoir appliquer Iy au lemme 3.6.1, nous devons monirer que Hy compmte aux produits. Pour
eela  considérons une famille  de  catégories  non nécessairement  petites  (Dp)wen
Rappelons que pour tout m € M mous avons [a(Dy) = ObD,, [o ol = est la relation d'équivalence
suivante |
ooy € ONDy sy 4-ib existe dane Dy, un mg»m qui combine = et y.

Hy( Dy ) peut étre un ensemble ou une classe, Les éléments de Hm( ‘Dm) seront notés par el{ (20 menr)
avee (@mmesr € ﬂ Dy, tandis que pour tout m € M les «&Immn%a de My(Dy,) seront notés par [z,
avee &, € OD,, .

Lemme 3.6.2 '%: 5i M est fini, il y a une bijection o I]Mmm l“lemm

Preuwe : posons
e EM
ﬂ“« Ly )mEM} Ntm'm :"mAﬁM

Par la définition du produit de catégories, il est clair que f est bien défini.
J est injectif : supposons que nous avons f{el{{zm dmen )] = (el (4o Imese ). Tl 8’en suit que pour
tout m € M : [am] = [um]. Done pour tout wme € M, il existe dans D, un sig-zag qui combine
L et W Comme M est supposé fini, nous pouvons trouver un gig-gag dans mmﬂm qui
. combine (@m Jmenr e (Y Jmear, €n mettant bous & bout les rig-sags de D qui combinent oy

B e
J est sourjectif @ coci est immédiat, o

Nous supposons jusqu'és In fin de cette sous-section que M est fini. En posant Dy, = (T8} | Ens®~,
nous pauvons appliquer le résultat de ce lernme et du lemme de 3.6.1 de la manitre suivante

Hog(T,5) = Me(B(T | Mod[8])) = Na(T | Mod[S]) = Tg( ]_[M(Tf&m ) | Ens®)
&nwwfﬂmjwmm ﬂ Ho(B((T/s.,) | Ens®~))

|

il

1

Wi M. Fvrard, Homotopie d'un espace topologigue relativemenk & un recouvrement. A pplication & Phomotopie des
préschiéaas, Thise d'Eiat, Sur la page 48 Wrmpmtmn T4} s tronve un énoncd phos génsral © Four tout n € IV b toul
wouple o ‘objers (L J) de Cat?  matd w2 rall) % mald) Nous alions présenter pour m = 0 ot en 363 poic n =1 des
Prenves adipties & con eas spdeisx,
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De meme nous pouvons trouver un résultat similaire pour 1y ¢

3.6.3 Le calcul relatif de 11,
Nous renvoyons & la référence en bas de page du lemume 36.2. Nous souhaitons tiver bénéfice & nouwvean

du lemme 3.6.1. Comme I BD 2= DIP-!], nous allons montrer que Popération dlinverser les flaches
cornmute aux produits finis. Pour cels rappelons le théoréme suivant :

Théordme de Gabriel-Zisman 1
Soit T une catégorie. Pour toute partie & € FID il existe une unique catégorie { & isomorphisme
prés ) DI~ et un fonctenr Py + D —— D[E"!] verifiant les propriéids suivantes :
{i) pour tout & € ¥, Pu(e) est un omorphiste
(if) pour tout fopctenr F : P — Z qui virifie (i), il existe un unique foucteur
G DIE-Y] — Z tel que le diagramme suivant commute :
e

P{E] & les mémaes objects que D.

Si P et £ sont maintenant deux catégories non nécessairement petites, nous allons monirer que

Choisissons Pp : D — DD ek Pp : £ — E|f~'] conformément aux notations du théoréme de

Gabriel-Zisoian.
Nous obtenons ainsi le foncteur cannnique Pp % Pp @ D x & — D[D1] w £[E7']. Maintensnt nous
pouvons vérifier les deux propriétés en question du théoréme de Gabriel-Zisman pour ce produit ;

(i) pour tout (f,g) € FUD x £) :
(Pp x Pe)(f.9) = (Pp(f), Pe(y)) est un isomorphisme.

{i§) soit F: D x & — Z un foncteur qui vérifie (i}. Pour tout 2 € OFD el tout y € DBE nous pouvons
définir les foncteurs

oy

= Flz,1)

Fy D
f ‘

(¢ -Ld) v (A9 "2 RiE )
&
¥

et B
g G Flid.g)
*m:ﬂ o B s (Fx, W) R Flz.9))-
Selon Je théoreme de Qabriel-Zisman il existe des foncteurs uniques Gy @ D[D™Y] — Z et
Gy 1 E[E7 1] — Z qui rendent commutatifs les diagrammes suivants :
o, Lrabeutns of Frsition sl Homotopy Theory, Sponper- Verlag, 1067, pé

Fa it

W wnir Gabiriel ot M. Zism
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Fe

£g-1)

Gy

Ainsi nous défimssons de fagon canonique
G:DD e gEl] — 2
{ aﬂ)‘ — . Hz, w Fylz) = Fw(ﬂ} mﬁp(w Gely)
(e @m — Fay 2D Py 2 rE)

A canse des egalités snivantes
G(Po x Pe)(e9) “H @) = G((en) 22D @y
= A Gl Pellh) F(W W Gx(Pele)) FE7
= Flz,y) 2 F, s =2 iz,
= Pz == e (@) = 2 (7, m)
= F((z,) LY 7))
il s'ensuit que le diagramme suivant est commmtatif

Pp % P

DxE DD x E[E1]

Z

‘I%axmammua que i est bien un foneteur. Cela peul se voir soit en présentant les éléments de DD et
£lEY par des mg-zags de D et & soit en montrant que G s'obtient directement par denx applications
successives du fait que si ¥ FID, alors

DxE(Ex &) =DExE,
fait qui résulte de ce que F': D x £ s Z inverse les éléments de 1 x & si et seulement i F 0D — 25
défini par F(z)(y) = Flz,y) inverse les éléments de X,
Mmuslpmuvum done conelure avee le théoréme de Gabriel-Zisman que (D x E)[(D x £)71 = DD =
g1

De plus nous pouvons étendre I'argumentation aux produit finis :
Lemime 3.6.3 ¢ st M est fini et (D hme i une fanille de catégories non nécessairement petites, alors ;

cm%mm} [(mlﬁ_lwmm j‘—m] iy m@M m‘m [m;m]l]
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De ce lemme et du lemme de 3.6.1 nous pouvons déduire les isomorphismes

Mg(T,S) = IL{BT | Mod[5])) = T | Med[SI(T | Mad(S]} 1]
&= ﬂ (T/s5,) 1 Ens®={( EQM{T,( §n) ) Ens®=)=t lemnme 3.6.1
o f&w{m&m | EnsS=[((T/5.) | Ena®)~1]) lemme 3.6.3
= fl_,‘mwmwsmn | =)
= M‘Mﬂﬁmiwww-ﬂm}

Le méme type de résultat est aussi valable pour #* (n € IV).

3.6.4 Le calcul relatif de H" (n € INV)

Nous n'allons pas démontrer le calenl relatil dang toute sa géndralité, meas nous allons sourmettre la
restriction suivante { de nouvean soit M un ensemble queleongue ) :

Nous n'allons admetire que des fonctenrs # 1 T | Mpd[S] ~— Ab pour imqm]s il existe une famille
(Fodmenr avec Fp, 0 (Tg, ) | EnsS — Ab telle que

(i) ¥h:T — G €T | Mod[S|: F{h) = quﬁm (h/s,)

(Y T )eT | Modls]: F(n) = mrﬁhﬁmm!ﬁm lhﬁm(t?fﬁ,.} ----- * HlmeWﬁ..}

G —+H
Soit F T | Mod[S] — Ab donc un tel foncteur pour le reste de cette sous-section avec la famille
(Fim)menr. Nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 3.6.4.1 ¢ Pour m £ M soit & un ensemble quéleongue, De plas on dispose ponr toat w & M
el B ﬁ !lm des mwwnhlw U{#m ). Nous avons une bijeclion entre

(I reye [Tt

’(WM}MEM% “ B Ty ki

Preuve ¢ Posons

(I ) — AL I Tem)

“m:’m#‘Mﬁ H i o 2

{(Wm‘j\mﬁhf)a:wm}mmi}c[m‘..]ummmﬁml’glﬁmm bt (U)o Jsae b Imen

Cette application définit bien une bijection o

Considérons ensuite pour tout m € M les nerfs N(1 | Mod[S]) et N((T/5,) | £ns’=). Nous avons de
nouveau une proprieté de produit

Lemme 3.6.4.2 : Pour tout n € IV nous avons N(T' | Mod[S])([n]) = W“N((TMW} | Eng®r){([n])
Preuve : La bijection est donnde par Uapplication

NI | ModiS])([n])  — M%N (1'/5.) L Ens®)([n])

(T My — ...~ M) +— (Tfs, — Myfs, —...— Mafs. ) o
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Nous allons maintenant utiliser lemme 3.6.4.1 et lemme 3.6.4.2 de la maniére suivante, en employant la
définition du complexe de cochaine :
P ‘ (M
) (T My ‘ume‘pma"wudmmmmmm‘I‘
[T Fa(M7)

L‘Tfmm it S MMM‘)MMME g:( NP 50 1B oy [nl} meM
(ﬂmmrm 3.6.4.2 et hypothése sur F)

7)

mm‘l (T son =+ M . = MIYEN(T 50, )L Ens® N(n]) G

| (lemime 3.6.4.1)
= I C* (/s )
Soit d® fa differentielle de C™(T, £) ot d7), 1a dillérentielle de C* (/s  Fn).
Rappelons la défipition de d% :
"’"(‘”}(‘mmﬁ.‘m‘m,..'m‘mm;, = Fy ““)Cmt;mm%mmlh,..%m“‘))

ﬂ‘u+l i

o
(e MM Mogh)

4

e S TP,
{Twﬂlwwwﬂwa}
Devant le dernier terme nous avons ", si n est impair et =", 51 n est pair. De cetie définition nous
pouvons déduire pour m € M et 2 = (ziliem

(W(m)‘w&*, LS J}m‘ = F’*‘“"'”“""f‘*”"m”""”m«w*wmmm‘*%»,‘,_"mmm;.m,,y)

o Ty K 2 wif
) . 2, v"sm o et Mt e Mupifdnd
o
: """" m i,
- ) e o)
= d;ﬁ (ij M,.
W s = Mof g o Magifa,, )

i ey wpmmatutiam nons pouvons immeédiatement déduire le lemme suivant ;
Lemme 3.6.4.3 : Pour fout n € IV nous avons H"(T,F) = m@MH M s Fi)

3.6.5 Résumeé et conclusion i

Dans 5.6.2, 3.6.3 ¢t 3.6.4 nous avons vu que si .5 = H S, T2 € =+ Ens un foncteur de la catégorie
sous-jacente de S vers les ensembles et F et (Fy IMEM cmnme dans 3.6.4, nous avons ;

» EWW;‘ .ﬁ'} 2 m%mww lJ'r ﬁ'mwf’m}
o My(T,8) = "y&ﬁlm(Wﬁmﬂm)‘

« HMT.Fy = mIEIMH (T s Fm)  (pour neN)
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Comme toute esquisse est Ja somme de ses composanies connexes, nous avoms aingi ©
o pp(T, 5 = ] Tin, &
oo(,8) = I Tog(T/n,R)

: ‘ e i B
o Iyg(T,5) = m‘:‘ﬁmﬂmwmm

o BLR) = L HT/RE) (ou nel)

(ici de mouvean 11n(S) = { composantes connexes de S}

3.7 CONDITIONS SUFFISANTES POUR QUE T | Mod[S]
SOIT CONTRACTILE

3.7.1 Une hypothése de départ pour P'esquisse 5

Quant & Vesquisse S mua supposons sans nuire & la généralité que pour tout I € I, pour tout J € Jhil
n'existe pas de fléche 7] —s W telle que W est un ca.md;ﬂat pnmr un objet 1mbm]t dans 5. Car si une
telle fleche existait, nous remplacerions I par I' = (U — U = U1),, g¢' le coue qui est abtenu &
partir de I en supprimant J et loutes les fleches dans [ qui partent de J ou qui pointent vers J. De fagm:
intuitive nous pouvons dire que nous voulons mettre en évidence les “semmes cachées” 7] +— 0 s UUF,
de 'esquisse . Soit done 5' Pesquisse qui est déduite de S en modifiant les cones m‘ducmf”“pwr lesquels
une telle modification est pertinente.

Lemme 3.7.1 : nous avons un isomorphisme de catégories Mod[S] = Ens%, ce qui est facile & vérifier.
Pour Ia suite de la section nous allons done udmpw cebie hypothése selon lmnmlﬁm U4 ne pointe vers
ancun candidat pour un objet initial pour tout J € J' of tout [ € 1.

3.7.2 La condition suffisante

Proposition 3.7.2 : §i pour tout cone induetif I = (U] — U') e p Ia catégorie sous-jacente J' est
connexe et gi pour tout cone projectif P = (V' — VW ) werr 'élément V¥ ne pointe pas dans
S vers un candidat pour un objet initial dans S, alors T' | Mod[S] est vide ou admet un objet
terminal.

Remarque : §i Pesquisse S est purement projective, alors la transformation naturelle T~ % de T
vers le foncteur singleton est un objet terminal dans la comma-catégorie T | Mod[5]. Si § est une
esquisse mixte, nous pouvens avoir sous les conditions de la proposition 3.7.2 un résultal similaire;

Démonstration : Sous ces conditions nous allons montrer que si T | Mod[5] # 0, alors T' | Mod[S]
posséde un objet terminal que nous allons effectivement construire.
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Posons done

R: o — s
Obg s ObEns
{#} ,si W ne pointe pas vers un candidat

pout un objet mitial de &
8t W opointe vers un candidat
‘ pour un objet initial de §

Flg ~  FlEns
w-Lawny o (row) 2L g

ol R{f) est une des trois applications possibles

- @
B {#}
9 s

1l &5t elair qum R ooat mm foneteur bien défini. Montrons que R est un modéle de S :

Soit I = (U —s U7 }Mﬂ un cone inductif de 5. Belon Vhypothése de départ (Cf. 3.7.1) et Ja
condition de la pmpmmmu il v’y & sncun Uf qui pointe vers un candidat pour un wb,]% imitial
dans 5. De méme U’ ne pointe pas vers un candidat pour un objet initial dans S. D’oit pour tout
Jedh: R(W) = [} et pour U! : R(U!) = {»]

Comme J' est connexe nous avons :
lilﬂl R(ul"] R‘:UJJ
Jel‘

Ensnite soit P = (VF — Wm“)xﬁxn un eone projectil de 8. Comme V¥ ne pointe pas dans S vers

un candidat d’objet initial { condiiion de la pmpmltwn }, ancun Vi ne peat pointer vers un candidat
d'objet initial, 11 s'en suit que pour tout K € KF : R(V, = {*} et pour ¥F : R(VF) = {»}. D'od

Em  pevE) = R(VP).

Keph
Done R est un modéle de § (Cest-a-dire en particulicr que les deux conditions de la proposition
sont suffisantes pour Pexistence d'un modéle de § ).
Montrons ensuite que si T | Mod5] # ¥, alors il y & un objet terminal de T | Mod[5]. Comme
T | Mod]S] g& #, il y a un morphisme de 1" vers un modéle M. Pour W & OWC nous avons
M{W) =0, st W pointe vers un candidat d'objet initial de 5.
Par mnm@quanﬂ; pour un tel W € ObC nous avons aussi T(W) = . De celte constatation il &' en
suit immédintement qu'ill existe un morphisme canonique T‘ — R
Done T s B e T | Mod{S) et T — R est V'objet terminal de 7' | Mod[5], car pour tout
T s M e T | Modd], il existe un morphisme unique M — R gui rend commutatif le diagramme

sutivant
R\

Comme toute catégorie qui admet un objet initial ou terminal est contractile (voir lemme 3.2.3), il g'en
suit de la proposition 3.7.2 que B{T' | Mod[5]) est contractile,
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3.8 LES COMPOSANTES CONNEXES DE B(T | Mod[S])

Comme en 3.7.1 nous allons supposer sans nuire a la genéralité dans tout oe paragraphe que pour toud
1€ B, pour tout J € J!, il n'existe pas de fliche U] —+ W telle que W soit un candidat pour un objet
initial dans .

3.8.1 Introduction

i E i \ ¥ I - "
Pour tout cone inductif 1 = (£ st ') reqr de 5, rappelons que pour la catégorie sous-jacente o
1o(J') désigne 'ensemble des composantes connexes de J'.
Comme au chapitre 2, T' est |' ensernble T(UT)\, EJ‘%{ T{e J(T(UI))], Cest-- dire I” ensemble des points
T ‘E"
de T{I/') qui ne sont pas atteints par la base (T(L11)), .

Pour le caleul du nombre de composantes connexes de BT | Mod[S]), il nous faut savoir sous gquelles
conditions il existe un morphisme de T vers wo modale de 5. Dans cette perspective il y 4 deux lemimes

utiles :
Lemme 3.8.1.1 : 8"l existe un cone inductif I, deunx éléments J,J' de deux composantes connexes dif

férentes de J' et deux points z; € T(U]) et zp0 € T(UL) avec T{ad)zy) = T{ad)zp), alors T'
nadmet aucun morphisme vers un modele de 5.

Exemple : le diagramme “candidat somme”

Zas

n'admet ancun morphisnie vers un diagramme “somme” du type

D+E

8" il existe & € A et y € B avec u(z) = v(y).

Preuve : Sl existe un cone induetif 7, 5'il existe deax éléments J,J' de deux composantes connexes
différentes de J' et deux points z; € T(US) et x50 € TIU]) avee T(ad)(2) = T{al)(zp), il
est clair que T ne peut jamais étre un modéle lui-meme parce qu'un modele peut toujours lier par
un rig-zag deux points qui sonl égalisés dans son sommet. Comene J et J' appartiennent & deux
composantes connexes différentes, il ne pent done exister un tel zig-zag. Done T ne peut jamais
&tre un modéle lui-méme, Autrernent dit si M est un modéle de S, alors nous avons

M{el)MUIN 1 Mlad ) (MUJ)) = 0.
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Dans  une  argomentation  par Uabsurde  supposons  done qu'il existe un  merphisme
BT — M de T vers un modéle M. Nous avons done les dgalités

Maf MUY = BUINT ) )ea)
WU NI () zs)
Mo ) (R )z 2:))-
D'oit Ia contradiction M{ad ) M(U)) 0 M{ab (M{ITE0) £ 0 o

i

1l

4

Rappelons la notation P = (VP —s VF % Jicex e pour un cone projecti! de ¢

Lemmee 3.8.1.2 ; 81 existe un cone projectif P, tel que V¥ pointe dans 8 vers un candidat d° objet
initial et si 10 T(VE) #0, slors T n’admet auncun morphisme vers un modile de 5.
Hek"

Exemple : le diaggm:nmn suivant

0
A U
' admed sucun morphisme vers un tiliwmmmﬂ du type

L N

avee IDYNg(E) =W, si {{z,2,0) EAx Cx Bz = uls) = vly)} # 1

Preuve : S0l existe un cone projectif P, tel que V7 pointe dans 8 vers un candidat d’ objel ini-

tial et si IO . T(VEY # 0, il est clair que T n'est pas un modéle lui-meme. Autrement dit
Eek”

si M est un moddle de S, alors nous avons {im, . M{Vi) = 0. Dans une argumentation par

Kef
1" absurde supposons donc qu’ il existe un morphisme h : T — M de T vers un modéle A

Comme B0 1y (VF) # B, choisissons {2 Jyexr € lim T(VE) avec ex € T(VE )
Ker® Kek®

11 &%en suit que A{VFNzg) € M(VE) et que (VI )N ek))kexr € lim M(VE).
Kek®
Dol la contradiction «
Ces denx lmmmm monteent des conditions qui font qu’ il n’existe pas de morphisme de T vers un modéle.

Est-te que la négation de ces conditions conduit & Vexistence d’un morphisme de T vers un modéle 7
(Vest-d-dire est-ce que s T satisfait les propriétés Xy et By

¥ : Pourtout f € I ' pont tout S, J € J! tels que J et J' appartiennent & deux composantes connexes
diffirentes de J' nous avons T{a} J(T(UD) N T el (TWL) =0
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£y : Pour tout P & IP tel que le sommet projectif V7 pointe dans § vers un candidat d' objet initial
nous avons U P(VPY =g,
Keg"
nous avons un morphisme de I' vers un modele M 7
Cetie question différe du point de départ de |a construction du diagramme lozalement libre. Dans le
d1.l. nous partons de I’ existence d” un morphisme A : T —— M (avec M modéle) afin de construire une
factorisation par un point du d.0.0.

T - M,

alors que pour la question soulevée plus haut il e’agit d’assurer Pexistence méme d° un tel morphisme
hiT s M. Pour la suite nous allons ainsi denner quelques conventions,

3.8.2 Quelques conventions d’appellation

Comme premiére étape nous allons exclure qu’ il y ait P € IP tel que VT pointe dans S vers un candidat
d’objet initial. Mais il faudra avsst exclure la possibilité suivante

1l se peut pour un P & P que V¥ ne pointe vers ancun candidat d'objet initial, mais que nous ayons
pour tout modéle M - lim s M(VE) = M{(V") = B, précisément parce qu'il ¥ a un cone inductif

Kegr | |
I € I, deux éléments J.J' ¢ J mxi‘r apparticnnent i deux composantes connexes différentes de J7
3 w 8 ”r m { ., E ki

tels que le diagramme U{ =4 gl ZE gl est un sous-disgramme de (V) xegxr- ( Puisque pour

M nous avons M({a)(M(UT1) 1 M{a})(M{(UL) = 8, il est clair dans ce cas que B0 . M VE) =
Kek

{lzx)kexr € WE{IWMJ[V,?};WW 2 K e BP  M{e)(zr) = 20} = B ). Ces deux possibilités sont

exclues dans 1a définition suivants ;

Définition 3.8.2.1 : Une esquisse S sera appelée une esquisse d connerilé semantique fable (C.5.Fa.)
si et seulement si pour tout foncteur T : €~ Ens qui satisfait la condition £, {<f 3.8.1.), il existe
un modéle M de § et un morphisme de T' vers M.

Exemple : nous considérons de pouvean Uesquisse “somme”

8 =8 e oo b}

Pour tout foncteur 1" de € vers Ens que nous notons

(e
// ™ .
A \\ B

avee w(A) N u(B) = 0, nous pouvons choisir un morphisme vers le modéle suivant
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A 1

L+1

\u\\-m \
e L

Comme dans S il o'y a pas de cones projectifs, il s'ensuit que 5 est une esquisse & connexité
sémantique faible.

ﬂ rﬂi

L'appellation sous-entend que nous allons considérer également une version “forte” . Pour cela nous avons
bresoin des remarques suivantes ;
Rappellons la définition de T qui est Pensemble T(1/7) ”x[ U T”(m T,

Une Ly’ )-partition de T est une application p : Mo(J’ ) e ’F'[T" ) vérifiant
o= U pL)

M“M.’;ﬁp‘
e pour tous L, L' € ETIWM‘_’] L L= p(L) np(L)=w

A tout modéle M € Mod[S] et tout mmphmmm h:T s M de Ens€ nous pouvons faire correspondre
une unique Tof /! }pmmm de TV de la fagon suivante :

Pour ¢ € T7 € T(UY) mnmtﬁcﬁm«m KU )x) £ MUY, Comme M est un modéle, il existe une umqw
compesante connexe L de J' [ ie A;JE. a( ")), wliw qu'il existe J € ObL non nécessairement unique,
qul existe 25 € M(U/; 1) tels que M{af)(zy) = AU ) z). Ce procédé départage T de fagon unique en
une Ho(J’ )-partition.

Définition 3.8.2.2 ¢ Une esguisgs 5 sera appelée uneg wqumﬁ i connerité sémantigue forte (C.5.Fo)
si et geulement & pour tout foncteur ' € — Ens qui satisfait la condition £, (Cf 3.8.1 ) et
toute m(,& )-partition p! de T7 il existe un modéle M et un morphisme h : T — M qui induit la
Mo(J" )-partition p de 7.

Exemple : L'essquisse “somme” 5§ = {a —+ ¢ +— b} esl une esquisse & connexité sémantique forte,
comme il est facile de voir.

3.8.3 Le calcul de I B(T' | Mod[5))

Nous supposons que 5 est une esquisse C.S. faible ou C.5. forte et que T': ! — Ens est un foncteur,
Rappelons que A(T,5) désigne la catégorie sous-jacente du d 11, relativement filkrant que nous avons
construit au chapitre 2. Mais pour pouveir considérer A(T,S) nous devons admetire que les catlégories
sous-jacentes des cones projectifs de § soient finies, conformément aux hypothéses du chapitre 2.

Pmpmxtmn 3.8.3: A, B € ObA(T,S) sont relids dans A(T,S) par un sig-zag si et seulement si
4 Dy, T 22 Dy induisent la méme To(J }-partition de 7 pour tout [ € II.

Démonstration : nous allons démontrer les denx points smvants :

1. 8i T 24 Dy, T 25 D induisent la méme o) )-partition de 71 pour tout 1 € K, alors A
et B sont reliés dans A(T, 5) par un zigzag.

2. 8i dy el dy induisent des Ty{J' )-partitions de T! différentes pour seulement un I € T, alors
A et B ne sont pas reliés dans A{T, 5) .
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En ce qui concerne les notations de la catégorie sous-jacente A(T, 5} du d.0.1,, nous allons nous
rapporter an chapitre 2 plus précisément & la section 2.2.1 ef 2.2.2 .,

Point 1 Solent A € M, (T 5), B € Mp(T,5). Supposons que k < n. Comme FLM, C FlLM,,
nous pouvons construire la “somme amalgamée” suivante :

. d,(B) oo

du(A)

Da(A) Da(4) + Da(B)

et nous montrons gue L'“,,M:B -ﬂ-mﬂm(m satisfait & la condition Ty ( voir 3.8.1 ). Pour cela
soient [ € II; R, R € J7 et yg € D (ANUL), ya € n,.a;m(u‘,) tels que

(Dn{A) -1~Tﬂw {ﬁj)(m M)(ml(ym]) = (Da(A) + Da(B))a w}(ul(gmw}}) oit el{yn) et cl{yp:) sont
des classes d'équwa&mm pour la somme amalgamée. Sous ces wmtmm nous voulons montrer

que R et R appartienuent & la méme composante connexe de J'. Ceci entrainera done que
(D (A) +mm" (B)) satisfait la condition %;.

Considérons d'abord le cas ot il existe = € T(I/7) avec :

Da(M)ob)un) = da(A)U")(2),
Da(B)af)um) = du(BYU")(z)

Nous allons done considérer deax cas :
Premier cas @ 2 € LJ T{w;) ()

I} existe donc J E W et zp € T(UT) avee T{al)(z4) = 2, d'od :
Dy (AYeg ) (dul ANV )(20)) du(AYUN2) (= Da(A)ag)(yn))
Da(BY@lNdn(B)USY2)) = du(BUU'N2) (= Da(B)(oh)yn)

Comme 1, (A} et ﬂm(m sont des modeles, il s'ensuil 'existence de deux sig-zags :
Le pmemier cormbine yp et dﬂm)(if 4)(zy) dans la limite inductive
(Da(ANU ) — Dl AUUTY) e g
Le second combine ygo et M(H)W ¥zy) dans la limite inductive
(Dn(BYUS) — Du(BYU))geyr-
Comme mmﬁ&wmm noug avons Uappartenance de R, J et B & la méme composante
connexe dans J!.
Deuxidme cas - : 77
Comme dy el dp induisent la méme Hg(J' )-partition de T7, il existe J, J’ ¢ J' appar-
tenant & la méme composante connexe et 27 € Dol ANUT), 200 € Da(B)(U L) tels que

Da(A)of)=s) = da(A)UTNz) (= DalA)oR)(vr)
Du(B)(ad)zr) = du(B)U')2) (= Du(B)ak)yr))

a8

I

i
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Comnie £,(A) et D,(B) sont des modéles, il s'ensnit | existence des deux zig-rags suiv-
anty
Le pmmm combine yp et z; dans la limite inductive
(Da(ANUF) = DalANTT)) sy
Le second combine yg et wa dma Ia limite inductive
(Hﬂﬂ)(”; | — D, (B) CU ) gt
Commie conséquence nous avons 'appartenance de B, J, B, J' a la méme mmpmmm
connexe de J'. Nous venons donc de démontrer que pour [ € 0, pour R, B & J!
et yr € Da(ANTY), ype € Da(B)U L) tels que nous ayons le zig-zag simple relatif 4 la
sotnme amalgamee .

(T(U),2)

/ i ]
(Da{ AW, Dn(A)af)(yr)) (Da(BYU'), Do (BY(a e Yum).

T s'ensuit que Ret B appartiennent & ls méme cormposanbe copnee.
Nous venons donc de démontrer pour la relation qui engendre la relation d'éguivalence de la
somine amalgamee [, MM D, (B) que R et ﬁ:’ appartiennent & la méme composante connexe

de JT pour tout I € I, Le m général peut etre réduit & cebte relation qui engendre la relation
d’:&qmva]mm de la somme amalgamée D, {A) + ﬂn{m

Dans tous les cas R et R appartiennent a la mm composanté connexe de J/.
Done D,{A) 'ﬂ"w“n(”) salisfait la condition 5, .

Comme lesquisse est une esquisse OS5 faible ou €S8 forte, il s'ensuit que
Dy(A) +Tw” (B) admet un morphisme vers un modéle de S . Par la construction des féches

dans la catégorie sous-jacente A(T, S) du d.li. il s'ensuit que A et B sont relids dans AT, 5)

Point 2 5inons pouvons montrer le lermme snivant, il 8’ensuit, comme il est facile de voir, le deax-

ieme point de la proposition

Lemme 3.8.3 : Soient M, M' € Mod[S5] deux modeles, h 1T — Met b’ =T — M’ deux
fltches de Ens€ et g : M —+ M’ un morphisme de modéles dans Mod[S] tels que le
diagramme suivank commibe ; M

Alors pM = oM (ait pM pM' sont les Hm{ﬂ}mﬂiwm‘m relatives & M et & M').
Pmmw : antmm pour tout L € Mol 21} : ML) C p™ (L) et p™ (L) C pM (L)

ML) C ﬂ (L
ﬁm z e (m alors il existe J € (BL (non nécessairement unique) et z; € M{U'])

tels que M{af)(2s) = h(Uf)(2). Do
WU )z) = o(U ) U’Mﬂ

o(U") EMM )(w
M'{ad WetU 1) 20))

i
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D'mﬁ z € pM'(L).

¥ (1) € P
Ba € p™ (_Jl. alors il existe J € ObL (non nécessairement unique) et 2y € M'(U])
tels que M'(of )(z7) = B'(UJ)(=).
De plus on & h'(U7)(z) = g(U* )MW" (z)). Seit maintenant L* € (2] tel qu'il
existe J* € ObL” el - € M{UW ) tels que M(ah. )zse) = B{U1)(z). D'odr

WU )(z) a(Un)(h W}W
ol "WM (ﬂuw Nzae))
M"':ﬂ'lm (ﬁi:b}mﬂw‘l‘ M

Et donc M"(a))(zs) = M'(al)(glU) Nzs+)). Comme M’ est un modéle, il s'ensuit
que J ot J* apparticnnent & la méme composante connexe et done que L = L%,

Dot z € p™ (L)e.

Remarque : (Mest pour cette proposition gue nous avons appliqué pour la premiére fois la construction
du dllr.f. élaborée dans la section 2.2 . Tous les résultats pométriques des sections 3.6, et 3.7 ont
été obtenus sans recourir & la construction explicite du d.ldr.f, mais en “travaillant” dans la “grosse”
catégorie T' | Mod[5]. Les résultats de 3.6. et 3.7 sont sinsi valables pour une esquisse § quelcongue
{ Cest-B-dire sans que les catégories sous-javentes des cones projectifs de 5 soient finies - condition émise
dans la copstruction du d.Llr.f. ). Dans la démonstration de la proposition 3.8.3 (Point 1) nous venons
danic d’«mmlmyw la construction effective du d.lLr.f. et le résultat obtenu n'est valable que si I esquisse
& admet des cones projectifs finis. Mais en fait il est facile de voir que la construction des “sommes amal-
gamées” (utilisée dans la preuve du Point 1) peut étre effectude, de la méme maniére, dans la “grosse”
catégorie T' | Mmim Pour cette raison la Proposition 3.8.3 reste vraie, lorsque on considire un esquisse
§ (& C.5 faible ou & C.5 forte) dans lequel les bases des cones projectifs sont & cardinalité quelconque.

S 1 |

Notation : pour le foncteur T2 € — Ens notons Vensemble

2Ty = 2T, 8) = [1{p" : (2} — P(T7)/p’ est une Hy(J")-partition deT" }
A (

Maintenant nous pouvons formuler le théorénie fondamental :
Théoréme ¢ 1. 8i S est une esquisse & connexité sémantique faible, alors nous avons pour tout fonctour
T — Ens:
card( Iy B{T | Mod|S]))) £ card(Z(T))
2. 8i 5 est une esquisse A connexité semantique forte, alors nous avons pour toul foncteur
T s Bns :
o B(T | Mod[S])) = 8 ot Io(B(T | Med[S])) = Z(T).

Démonstration : 1. D'aprés la proposition 3.8.3 il y a dans A(T, 5) au plus autant de compeosantes
connexes que d’éléments de Z(T'). D'oi

card(ILs(B(T | Mod]S]))) -
card(1h(T' | Mod[5])) [=
mrd(ﬂu( AT, 5))) =i 8 est & bases projectives finies] < eard(Z(T)).
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2. 8i le foncteur T ne satisfait pas la condition ¥, alors 7 | fns = 0 et ainsi Oo(B(T |
Mod[S])) = 8. Si T' satisfait la condition X, alors nous avons pour lont élément p € Z(T) un
modéle M € Ens et un morphisme h : T s M tels gue B indmb p, puisque S est supposde
a (.8, forte. [Pour chacun de ces M nous pouvons trouver une factorisation par vn point de
AT, &) qui induit nécessairement p

i

T h 2 M,

si S est & bases projectives finies.] Avec la proposition 3.8.3 il g’ensuit que -
card{Iy(B(T' | Mod[S]))) =
card{Hg(T | Mod{5])) e

card(Mg(A(T,8))) si S est & bases projectives finies] > cardZ{1')

Comrmie une esquisse & C.5, forte esl aussi une esquisse & connexilé sémantique faible nous
avons avec 1)

card(Tlo{ B(T | Mod[S])}) < cardZ(T)
et ainsi Ty( B(T | Mod[S])) = Z(T)e

Nous pouvons interpréter le résultat de la fagon suivante ;

Le nombre de composanies connexes de B(T | Ens) s'oblicnt par le calcul de tous les Ng{ 2" )-partitions
possibles de T (I € I). Rappelons que 77 est la partie du sommet T{{/') qui 0’ est pas “remplie” par
Ia base (T1UF])) 5 1. Cecl constitue un résultat expressif au sujet d'up caleul géométrique de la distance
entre T' et un modele, On apprend ainsi que le seul “vral” facteur qui peut influencer le fait que T n’est
pas modéle est celul du “non-remplissage” des sommets T(U') (I € ) par les bases (T{U 1)) 37 Nous
obtenons egalement une expression plaisante de Vinter-articulation syntaxe-sémantique @ le nombre de
composantes connexes est obtenu par le calcul de tous les To(J" Fpartitions possibles ( syntaxe ) de T/
[ sémantique ).

De plus nous voyons que Pessentiel du résultat se trouve déja exprimeé dans Pexemple de Guitars' sur le
d.li. des sommes.

3.9 LEIL ET LES H" DES ESQUISSES MULTI-INITIALES

Dans cette section il ¢'agit de déterminer 1L B(T" | Mod(5]) et H™(T, F) (n ¢ IV} dans un cas purticulier
intéressant. Puisque nous avons pour toute catégorie D« 1y BP = D[P '] ¥ nous pouvons calculer
T | Mod[SI[(T | Mod[5])7"] de facon effoctive en faisant recours & la construction ' du d.Ll, de T.
En revanche il est trés difficile de donner 1 B(T' | Mod[S]) et H*(T, F) de fagon explicite comme nous
avons fait pour HeB(T | Mod[5]). Mais si nous nous restreignons & un cas particulier, nous pouvons
donner une description explicite :

12 yoir section 1.4.5
12 e seckion B4
Wyuiy chapitre 2
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Définition 3.9 : Une esquisse § est dite esquisse maulfi-initiale si et seulernent si pour tout foncteur
T : € —— FEns, toute composante connexe L € Ho(T | ModS]) de T | Mod[S] posséde un
objet initial. Comme nous allons voir, Jes esquisses multi-initiales vont fournir pour tout foncteur
T O~ Ens des multi-adjoints, c’est-a-dire des diagrammes localement libres discrets. Nous
retrouvons done le cas que Diers' avait considéré. Si 5 est multi-initiale, soit hy : T —s My,
Uobjet initial de la composante connexe L € (T | Mod[5]) de T | Mod[8]. L'existence du
d.llr.f garantie que Tlg(T | Mod[5]) est un cuserble. Posons

M: ﬂm(T | Mod[S]) — Med[S]
e My
et fiilhy o T — Mp)pemrismodgsy 4ol le lemme :

Lemme 3.9 : Si S est une esquisse multi-initiale et T : € — Ens un foncteur quelconque,
(1 m | Med[ST), M, h) est un diagramme localement libre relativement filtrant de T. Ce résultat
est irmimddiat.

3.9.1 Le [I; des Esquisses multi-initiales

Selon Ie lemme 3.9 il est clair que le groupoide T, B(T' | Mod[S]) est équivalent & Vensemble To(T' |
Mod[S]) considéré comme groupoide, parce que Wi B(T | Mod(S]) 2 T | Mod[S|[(T | Mad]S])~"]
et parce que B(T | M udfé'ﬂ et BI(T | Mod|S]) (la réalisation géométrique de la catégorie discréte
Oy{T § Mod[S])) ont le méme type d’homotopie,

3.9.2 Les H" des Esquisses multi-initiales

Nous allons montrer que 5.9 est une esquisse multi-initiale, st T ) — Fws est un foncteur quelcongue
et i F - Mod[S] —s Ab est un foncteur quelconque, alors poor tout i€ IV @ @™ (T, F:ﬂ 0. Ceci est une
conséquence immédiate du lemme suivant :

Lemme 3.9.2 1 s D est une catégorie diseréte et F' 1 D — Ab un foncteur quelconque, alors pour tout
nE N HYD F)=0.

Preuve : le n'*™ membre du complexe de cochaine est défini de la fagon suivante ;

o T e 1 ‘ :
TR = {ixn-ﬂw&m,yewmuwnﬂmﬂ)
Comme T est une catégorie discréte, nous avops Xy = ... = X, et g; = id. Pour cela nous pouvons
éerire
L] :
o@h = 11 Fe)

pour tout n € IV, Il est facile de voir que pour la n‘w""" différentielle d® nous avons :

e _ | (ze)zep  sin est impair
WNM}ME‘E‘] = { 0 5 st el

Dot HM(D, F) = Kerd” [ pmas-1 =0 pour tout n € N o

On voit donc que si 5 ne comporte que des cones inductifs diserets{sommes), alors § étant multi-initiale
les caleuls de Mg et A™ sont triviaux; ils le sont avssi presque (cf. propos. 3.7.2) 'il n'y a que des cOnes
induetifs connexes. Leur intérat semble done résider dans le ¢as de présence simmultande de ednies inductife
discrets ot de cones inductifs connexes.

Yol ¥, Diers, Ontégores localisables, Thiss, Parls 1977




Chapitre 4

APPLICATION : GEOMETRIE ET
LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

4.1 REMARQUES

Nous avons vu dans la section 1.2 que los modéles ensemblistes d’une certaine esquisse mixie décrivent
exactament les modéles d’une théorie du premier ordre et que cette correspondance n'est pas une équiv-
alence de catégories mais seulement un isomorphisme au plan des objets. Les cones distingués de cette
esquisse du premier ordre sont & bases finies (voir section 1.2) : candidats d’objets initial et terminal,
candidate de produits finis,candidats de produits fibrés candidats d’égalisateurs, candidats de sommes
amalgammeées et sommes. Nous voyons en particulier que les bases des cones inductifi sont connexes
pour les sommes amalgammées st non-connexes pour les sornmes. Or, nous savons que les sommes d'ume
esquisse du premier ordre proviennent de la présence de la négation — dans une des formules de la théorie,
Intéressons nous d'abord aux esquisses du premier ordre qui proviennent d'une théoris sans négation. Les
bases des cones inductifs d’une telle esquisse sopt toutes connexes. En outre il est facile de voir qu'aucun
sommet d'un cone projectif de 'esquisse ne pointe vers un mmdiﬂm d'abjet initial. Nous sommes dome
exactement dans le cas de la proposition 3.7.2; cest-hedire 81 5 = (C, I, P) est 'esquisse du premier
ordre en cause et T : C — Ens un foncteur qme]cmqua, alors B(T | Mod[S]) ot en particulier BM od[S]
sont contractiles. Si en revanche, une théorie T comporte des négations, alors 'esquisse du premier ordre
induite contiendra des sommes. Et e sont ces sommes qui font que 'esquisse sera susceptible d'engendrer
une théorie d’homotopie non-contractile. L'esquisse sera susceptible car pour pouvoir appliquer le the-
oréme de la section 3.8.3 sur le caleul des composantes connexes, il faudra supposer que Pesquisse soit a
connexité sémantique faible on forte. Sien effet S est une telle eaquisse; il &'ensnit de ce théoréme et de la
nature du foncteur vide B : € — Ens que M od[S](= 0 | Mod[S]) est contractile. La théorie d’homotopie
non-contractile se développera alors seulement dans des comma-catégories de modéles T | Mod[5] oa T
est un foncteur de C vers Fns, ¢'est-didire une sorte de réalisation du langage de base () mais won ume
réalisation de la théorie (5}, parce que pour au moins upe formule @, T réalise p et~y de fagon non
tout-a-fait complémentaire :

1e. dans la somme T(ip) — T'(e) +— T(~g) on a Il,(c) = del Tled\ [Tle) UTi~)] # 0.

Dans ce cas les composantes connexes de la mahmtwu géométrique se caleulent de la fagon suivante]voir
théoreme de la section 3.8.3)

Oy BT | Mod[S]) < eard( g’gw{‘pﬂw; P est une bipartition de T, {e)}).
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En résumé nous pouveons done dire que l'interprétation géométrique des théories du premier ordre fournit
deux grandes classes @ los théories comportant Jdes négations “- 7 et les (hdories e mmwwwm aueune
négation “=", Cette fagon de présenter contient malheurcusement la lncune suivats:

Qu'en estl des théories qui comportent des négations mais qui sont logiquement mqmwlmtea & des
théories ne comportant ancune négation? Comme la catégorie des medéles d'une theéarie du premier ordre
n'est pas dquivalente & une esquisse du premier ordre construite en 1.1.2, mais “senlerient” womorphe sur
le plan des objets, nous pouvons donc obtenir des géométries homotopiques différentes pour des théories
logiquemnent équivalentes. Ceei montre en particulier que la notion d’homomorphisme entre modéles
généralement admise par les logiciens n'est pas adaptée pour une élude des esquisses, mais que la notion
de morphisme entre esquisses peut & son tour enrichir la notion de morphisme chez e logiciens,

4.2 EXEMPLE : LES ENSEMBLES INFINIS

Pour sculigner le Tail qu'un certain nombre de cas n'est pas couvert par les notions “esquisse i connpexité
faible/forte” (voir section 3.8.2), nous allons montrer & titre d’exemple que pour la théorie des ensembles
infinis 'esquisse associée n'est pas A connexité sémantique forte ni faible. La théorie des ensembles infinis
peut ébre axiomatisée de la fagon suivante

T = {pgin € N }

aved Py 3y ﬁml’\ »‘"’k (2 = 2;).

Soit § l'esquisse engendrée par les donndes ﬁmmmm II::. mb-wdnm mous construisons une csquisse des
ensembles infinis (voir 1.2.2)) 5

- des objets ¢, 1 dans ObC

une fiche v re el daps FIC, candidat pour un épi

E

Test candidat pour un objet teeminal

¥

¥

pour tout énonce g, (87 1" — licii,. o) est candidat pour un produit

1

pour 4,j € {1,...,n} avec i # j et pour la formule ¢f; : #; = 2; un candidat pour un égalisateur :

m(-*pﬁ;ﬂ i it n &

pour 4, € {l,..b,n} avee § # joet pour la formule ¥y ¢ -y = 25 un candidat pour une sornme
elpfy) — ¢ o elify)

pour rendre compte des “intersections” nous introduisons de fagon récursive des formules xJ; (j=>1)
qui correspondent & une certaine mise en parenthése

XT2iUla et XTie XY MY

Xiis P X AV 6 X0 2 X8 AV
et nous ajoutons & § des candidate pour des cones projectifs :
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o ) AW0)

| |

Xy e et

ellgg 1) e A¥ii) al) ————s W)
Axfya— ) ———e

- pour rendre compie de la quantification existentielle pous inteoduisons de fagon réeursive des formmles
o(§1); .+ o(n); c'est-bi-dire nous ajoutons & 5 des objets clfy),- .- el8y) ot des fleches c(f;) —- 1
fpouri=1,... n-1), e(d7. 1, ) = elr)y cl€) — ol€nar HWW t= & n=1), e
{pour i =2, n) et offy) —+ " (pour i=1,...,n)
Nous ajoutons & 8§ mmm:ﬁrm des cines m:mmmm el projectifs qui expriment que
o ol —= " (pour i = 1,0 n) est candidat ponr une application injective
X0 ) Lt ‘Mﬂnﬂltdim pour une application surjective
o ¢ffi) 1 (pour i=1, .  n~1}estcandidat pour une application surjective
o ol A7 ) = el)) et candidat pour une application surjective
o olf ) e olEugy ) (pour i = 2,000 n < 1) est candidat pour une application surjective.
Ces donnéss seront soumives 3 des dgalités qui sont suggérdes dans In seetion 1.2.2 (voir partie
eotiarmie )

Ceci achove la construction de Uesquisse 8. Un modéle de § correspond & un ensemble mfini. Montrons
que S n'est pas une esquisss & conmexilé sémautique forte ni faible. Pour cela construisons un foncteur
T i)~ Eng qui satisfait o condition Xy, mads qui n'admet sucun morphisme vers un modéle,

= T(1) = 1 {ensemble aver un elément)

= Tfe) = 2 (enmemble aves denx éléments)

s T gy =an I amm (L.}
- Tlelply ) = equal(2” WW 2 N+

it dive qum nenis senstrayons un point + que nous avons fixé dans

equal(2® wj:fm 2) auparavant.
T

3
- Tlelwf,)) = 2 \ Tlelpl,; ) c'est-tedire nous avons 2% = T(e(v];)) + T{elw?; )
~ ensuite nous définissons de fagon récursive {(voir phes haut]

Tlelxia)) = Tle(¥iy))

Telxiy)) = Thelxiy) wwvww.*w

Telxlaa)) = W“ Mm nn 7’:“‘:1#‘*’;;&4”
Wﬂ\:mmnw = Ple(ady) N Tl )




70 CHAPITRE 4. APPLICATION : GEOMETRIE ET LOGIQUE DU PREMIER ORDRE

- et finalement nous posons T(e(&)) = {0) (pour i = 1,...,n) ol 0 € T(e[ X)) est un point que
nous avons fixd auparavant

sela achéve complitement la définition du foncteur T 0 (F — Ens,
Soit M : 5 — Ens un modéle de 5. Dans wne argumentation par Uabsurde supposons gu’] existe un
morphisme 1 T — M. D'aprés la définition de 7' il existe
‘ o oo
* € T(elpf,) = equal(T(¢") ===2 7(c))
i J"

avec + € T{e(y];)} le morphisme h(c”) « T(e™} — M{c"] est déterminé par la propriste miverselle
du produit. Et Pon voit facilerment que pour x € T{e(f';)) le diagramme suivant ne (ol pes étre

commutatif : TWC o) wmwm ¥
i
T(e") M(en)

1l n'existe donc aucun morphisme de 7' vers les modéles de 5. Pouriant T satisfait ©5 comme nous
constatons en revoyant la définition de T Donc & n'est pas upe esquisse 3 connexité sémantigne faible
ni forte,
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