F. CURY
La suffisante complétude connexe. Section C : exemples

Diagrammes, tome 32 (1994), exp. n°2, p. 1-84
<http://www.numdam.org/item?id=DIA_1994__32__ A2 0>

© Université Paris 7, UER math., 1994, tous droits réservés.
L’acces aux archives de la revue « Diagrammes » implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=DIA_1994__32__A2_0
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

DIAGRAMMES VOLUNE 32 , 1994

LA SUFFISANTE COMPLETUDE CONNEXE

STUTION C : EXEMPLES

F. Cury

Introduction

Le présent texte est le dernier d’une série de trois
("Section A" - voir I[S.C.C.A.1] -, "Section B" - voir
[S.C.C.B.1 — et cette "Section C") consacrés a 1’étude
(d’un point de vue catégorique) de la propriété de suf-
fisante complétude connexe : une "théorie essentiellement
équationnelle" posséde cette propriété lorsque ses algébres
libres sont constituées des composantes connexes (par ré-
écriture) des algébres lidbres d’une "théorie essentiel-

lement relationnelle" qui "l1’assouplit".

En Section A, nous avons présenté ce qu’il convenait
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Section C - Introduction

de comprendre — en toute généralité - par "théorie es-
sentiellement équationnelle” puis par "“théorie essentiel-

lement relationnelle®.

Nous y avons, tout d’abord, défini les graphes & composti—
tion comme autant de “présentations de catégories”.
Alors, nous avons considéré qu’une "théorie essentiellement

équationnelle” est une syntaxe d’algéb. s sur une catégorie

(localement petite) A’ lui servant de contexte, i.e. est
une D' = (A’ 3...sB",...,D’) ou D (la partie “purement
syntaxique" de D’ ) est un sur—graphe a composition d’un
sous—graphe & composition [B’ de D’ ayant mémes objets
que D’ .

De la sorte, munir un objet A’ de A’ d’une structure

(A’ ,8') de D' -algebre revient a se donner un foncteur :
8 : D'’ — [Ens
prolongeant le foncteur canonique :

B'°P « 5 A"°P > Ens .
Hom(—,A’)

Ensuite, pour formaliser ce que 1’on entend par "théorie
essentiellement relationnelle”, il nous a suffi d’enrichir
les concepts précédents "avec des 2-fléches (de réécri-
turel".

Nous avons donc défini les amphi-graphes & composition (et,
en particulier, les amphi-catégories), i.e. les graphes a
composition enrichis & 1’aide d’une structure de catégorie
monoidale, symétrique et fermée GrComp adéquate (qui
n’est pas la cartésienne fermée) sur la catégorie GrComp
des (petits) graphes a composition.

Alors, nous avons considéré qu’une “théorie essentiellement
relationnelle" est une amphi-syntaxe sur une amphi-
catégorie A 1lui servant de contexte enrichi, i.e. est une

2 =(A,...,B,...,D) ou D (la partie purement syntaxique
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de 2 ) est un sur—amphi-graphe A& composition d’un sous-—
amphi—-graphe a composition B de A ayant mémes objets
que D .
De la sorte, munir un ocbjet A de A d’une structure de
B-amphi-algebre (A,¥ c’est, en enrichissant "totalement"
la notion précédente d’algébre, se donner un amphi-
foncteur :

® : D°° — 5 G: _omp
prolongeant 1’amphi-foncteur canonique :

B® 5, A°" GrComp .
A(—,A)

De mE&me, en n’enrichissant que “partiellement”, la notion

d’algébre, nous avons défini les P-sesgui-algebres.

En Section B, nous avons précisé comment une théorie
essentiellement relationnelle (i.e. une amphi-syntaxe) peut
"assouplir" une théorie essentiellement équationnelle (i.e.

une syntaxe).

Ainsi, une amphi-syntaxe ® , de contexte enrichi 1’amphi-
catégorie A , "assouplit" une syntaxe D° , de contexte
la catégorie A’ , lorsque £ = (2,2’) est une laxifica-

tion, i.e. quand :

- la partie purement syntaxique D de 2 admet pour
Mg—modi ficat con (obtenue en prenant les composantes
connexes “Hom par Hom" de D ) 1la partie purement

syntaxique D’ de 2 ,

- le contexte A’ de 2’ admet pour Did-modi fication
(obtenue en prenant 1’amphi-catégorie des catégories dis-—
crétes "Hom par Hom" de A’ ) une sous—amphi-catégorie
amphi-réflexive Did(A’) de A .

De la sorte, tout objet A’ de A’ s’ identifie & un objet
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de A qui engendre une 2P-amphi—algébre (resp. une
2-sesqui—algébre) libre (AA’ ,OA,) - Alors, a 1’abjet AA'
de A est associé, par amphi-réflexion, un objet F(AA,)
de A’ et une fléche canonique £qr F AA' _—_ F(AA,) .
Dans ces conditions, si on suppose que :

—Ep AA' g F(AA,) est un "“passage au quotient par
connexité, dw point de vue des obiets d’une petite sous-
catégorie pleine (suffisamment génératrice) A, de A "
(i.e. si, pour tout abjet Ao de Ays s 1’ensemble
Hnm(Ao,F(AA,)) est constitué des composantes connexes de
A(AO,AA,) )y

- la ®-amphi—algébre (resp. la P-sesqui-algébre) (A

Al ,QA' )

est guotientable le long de cn o
alors, on a établi que :

- la 2-amphi-algébre (resp. la 2P-sesqui-—algeébre) quotient

(F(AA,),OI&:A,) s’identifie & une D’ -—algébre (F(AA,),S') ’

- (F(AA,),S’) est la 2 —algébre librement engendrée par
A’
autrement dit, dans ce cas, il y a bien suffisante complé-

tude connexe.

Cependant, le seul point de vue des laxifications est par
trop restrictif : comme établi en [E.S.C.C.]1 pour le cas
particulier des catégories localement cartésiennes, le
simple remplacement des égalités par des réécritures n’as-
sure pas contre des "défauts de connexité", i.e. que les
Hom(Ao,F(AA,)) ne contiennent pas "plus" que les compo-
santes connexes des A(Ay,A, ) ! Nous avons alors montré
comment il convenait de les corriger : en recherchant un
élargissement 8 = (By..eyT 3...,02') , i.e. une syntaxe 7

de contexte (la catégorie sous—jacente 4 A ) A qui “sur-
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charge" 2 .

Dans cette Section C, nous détaillons systématique—
ment, tout d’abord, quelques exemples (volontairement é1é-
mentaires) des différentes notions générales introduites
dans la Section A (graphes a composition, syntaxes, algé-
bres, amphi-graphes & composition, amphi-syntaxes amphi-
algébres et sesqui—algébres). Puis, en appliquant les mé-
thodes et résultats généraux de la Section B, nous établis-
sons qu’il y a suffisante complétude connexe dans trois
situations particuliéres, mais qui nous semblent caracté-

ristiques.

Précisément, au 86.1, nous décrivons en détail quelques
graphes a composition particuliers. Ce sont les parties
purement syntaxiques de syntaxes que nous explicitons
compl étement au 86.2 en précisant, notamment, leurs
contextes : "ensemblistes" (i.e. lorsqu’il s’agit de 1la
catégorie [Ens ) ou "catégoriques" (i.e. lorsqu’il s’agit
de la catégorie Cat ). Alors, leurs algébres respectives

sont des structures aussi "diverses" que :

— les demi-groupes (vus comme exemples génériques de mo—
déles ensemblistes de théories essentiellement équation-
nelles "unisortes", & lois de composition "partout défi-

nies"),

— les (petites) catégories dont 1’ensemble des objets est
muni d’une structure de demi-groupe (vues comme exemples
génériques de modéles non ensemblistes - en 1’espéce :
catégoriques — pour les théories essentiellement équation-
nelles "unisortes"” a lois de composition "partout défi-

nies"),

— les (petites) catégories guasi-cartésiennes (vues comme

Section C - Intro. - page S
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exemples génériques — du moins en premiére analyse - de
modéles non ensemblistes pour les théories essentiellement
équationnelles "multisortes" A& lois de composition "non
partout définies", i.e. ne s’appliquant que lorsque leurs
arguments d’entrée vérifient des conditions équation-

nelles).

En "dém 1tant” par le menu ces quelques "cas d’école" (dé-
libérément simplistes), notre seul objectif est de convain-
cre le lecteur qu’aux présentations "classiques" de toutes
les théories essentiellement équationnelles (a fortiori,
des théories "totalement" équationnelles) et a leurs mo-
déles, correspondent exactement les syntaxes et (en jouant

sur les contextes) leurs algébres.

Au 86.3, nous décrivons complétement un certain nombre
d’ amphi—graphes a composition. Ce sont, de nouveau, les
parties purement syntaxiques d’un certain nombre d’amphi-
syntaxes que nous décrivons explicitement au §6.2 en préci-

sant, en particulier, leurs contextes enrichis :

- "ensemblistes avec réécritures" (i.e. lorsqu’il s’agit de
1’ amphi-catégorie Relref dont les objets sont les ensem—
bles munis d’une relation réflexive "de réécriture"”, dont
les fléches sont les applications compatibles et dont les
2—-fléches sont les relations correspondantes - i.e. "va-

leurs par valeurs" — entre applications compatibles)

— "catégoriques avec naturalité" (i.e. lorsqu’il s’agit de
la 2-catégorie Cat , c’est-a-dire de 1’amphi-catégorie

dont les objets sont les petites catégories, dont les fleé-

ches sont les foncteurs et dont les 2-fléches — "“de réécri-
ture" — sont les transformations naturelles),
— "Z2-catégoriques avec lax—naturaliteée” (i.e. lorsqu’il

s”’agit de 1’amphi-catégorie 2-Cat dont les objets sont
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les petites 2-catégories, dont 1les fléches sont les 2-
foncteurs et dont les 2-fléches - "de réécriture" - sont
les transformations "lax—naturelles" entre foncteurs égaux

sur les objets).

Alors, leurs amphi-algébres (resp. leurs sesqui-—-algébres)

respectives sont des structures aussi "diverses" que :

- les pseudo-demi-groupes (resp. les pseudo-demi-groupes
faibles), i.e. les ensembles munis d’une relation de ré-
écriture et d’une loi binaire compatible (resp. non néces-

sairement compatible), associative a la réécriture prés,

- les (petites) catégories munies d’une nultiplication
fonctorielle (resp. non nécessairement fonctorielle) des
objets, associative a isomorphismes naturels (resp. non
nécessairement naturels), non nécessairement cohérents,

preés,

— les (petites) catégories munies d’une multiplication
fonctorielle (resp. non nécessairement fonctorielle) des
objets, associative & isomorphismes naturels (resp. non

nécessairement naturels), cohérents, prés,

- les (petites) 2-catégories lax-guasi-cartésiennes (resp.
faiblement lax-gquasi-cartésiennes), i.e. les (petites)
2—-catégories munies d’un choix fonctoriel (resp. non néces-

sairement fonctoriel) de "lax—quasi—-produite” ...

Evidemment, ces amphi-syntaxes sont autant d’exemples (in-
tentionnellement trés élémentaires) “"d*assouplissements"®
(au moins, au sens intuitif) des syntaxes (non enrichies)
précédemment décrites. En "démontant" encore par le menu
ces nouveaux "cas d’école", notre seul but est de convain-
cre le lecteur que, pour assouplir une "théorie essentiel-
lement équationnelle" (i.e. une syntaxe), (1l re suffit pas

(contrairement & ce qui est bien souvent sous—entendu)
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d’assouplir sa “"partie purement syntaxique" en substituant
(mécaniquement) aux "équations" (i.e. aux diagrammes commu-—
tatifs) des relations de réécriture (i.e. des diagrammes
“2-commutatifs”) = il convient aussi (et méme surtout) de
“"jouer" (ce qui laisse une assez grande latitude, fort peu
mécanique) sur la maniére dont on assouplit le contexte
initial (i.e. ses objets) pour obtenir le contexte enrichi

ol seront pris les modéles "avec réécritures”.

Au 86.5, en reprenant deux des situations particuliédres
précédentes et en leur appliquant les résultats de 1la
Section B, nous établissons que deux laxifications typiques
possédent la propriété de suffisante complétude connexe.
Tout d’abord, si 2D’ est la syntaxe (de contexte ensem-—
bliste) des demi—groupes et si 2P est 1’amphi-syntaxe (de
contexte ensembliste avec réécritures) des pseudo-demi-
groupes, alors £ = (D,D') est une laxification (au sens
de la Section B) : formellement la structure de pseudo-
demi—groupe assouplit donc effectivement (comme on pouvait
s’y attendre) 1la structure de demi-groupe. De plus, £
posséde la propriété de suffisante complétude connexe :
ainsi, les éléments d’un quelconque demi—groupe libre sont
les composantes connexes (par réécriture) d’un pseudo-demi-—
groupe libre. Evidemment, cette situation est tout a fait
typique du cas général (classique) des modéles libres en—
semblistes de quelconques théories essentiellement équa-—
tionnelles "unisortes", a 1lois de composition "partout
définies".

Maintenant, si 2’ est la syntaxe (catégorique) des (peti-
tes) catégories quasi-cartésiennes et si P est 1”amphi-
syntaxe (de contexte 2-catégorique avec lax—naturalité),
alors £ = (2,2°) est une laxification : formellement la

structure de (petite) 2-catégorie lax—quasi-cartésienne
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assouplit donc effectivement (comme on pouvait s’y atten-—
dre) la structure de (petite) catégorie quasi-—-cartésienne.
De plus, £ posséde la propriété de suffisante complétude
connexe : ainsi , les objets d’une quelconque (petite)
catégorie quasi-cartésienne librement engendrée par un
(petit) graphe (par exemple) sont exactement les objets de
la 2-catégorie lax—quasi—cartésienne (oa on a choisi — en
jouant sur le contexte — de ne pas utiliser de réécritures
entre objets) qu’il engendre, tandis que les fléches de
cette catégorie sont les composantes "Z-connexes Hom par
Hom" de cette 2-catégorie. Evidemment, cette siutation est
tout a4 fait typique du cas général de modéles libres caté-
goriques des théories essentiellement équationnelles "mul-
tisortes" & lois de composition (ou constructeurs) "non

partout définies" mais pour lesquelles :

— seuls des objets peuvent servir a construire de "nou-

veaux" abjets,

— les seules conditions de définition des lois de composi-
tion ("partielles"); sont des égalités entre objets "“asso-—

ciés" 4 leurs arguments d’entrée.

Au 846.6, nous étudions le cas des catégories localement
cartésiennes librement engendrées par un graphe : précisé-
ment, nous vy reé-interpreétons les considérations de
[E.S.C.C.1, qui sont justement & 1’origine de cette "théo-
rie générale de la suffisante complétude connexe" dévelop-
pée dans les Sections A et B. Ce cas doit ®tre considéré
comme tout & fait typique de celui des modéles libres caté-
goriques de guelcongues théories essentiellement équation-
nelles "multisortes"” a constructeurs "non partout définis",

i.e. ou :

— mEéme des fléches (par exemple) peuvent servir a construi-
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re de "nouveaux" objets (en 1’espéce, ici : des produits
fibres),

— les conditions de définition des 1lois de composition
("partielles"), tout en étant encore des tests d’eégaliteé
(en 1’espéce, ici : 1°égalité des composés de deux couples
de fléches consécutives reliant les deux mE&mes objets ex-—
trémes), ne concernent pas gue les objets associés aux

arguments d’entrée mais aussi (par exemple) des fleéches.

Ainsi, nous détaillons la syntaxe (de contexte catégorique)
D’ des catégories localement cartésiennes.

Ensuite, puisqu’il est nécessaire de considérer tant des
réécritures entre objets que des réécritures entre fléches,
nous décrivons un contexte "catégorique avec réécritures”,
i.e. 1’amphi-catégorie des (petites) "catégories avec reé-
écritures" (c’est-a-dire de ces amphi-catégories ou les Hom
sont des graphes & composition associés 4 un ordre réflexif
et ou est distinguée une certaine sous—catégorie de 1-
fléches "de réécriture entre objets").

Alors, un assouplissement “"mécanique" de 2D’ fournit une
amphi-syntaxe 2 , de contexte catégorique avec réécri-
tures, et £ = (2,9') est une laxification ... qui n’a pas
la propriété de suffisante complétude connexe. Aussi, on
“surcharge" £ A4 1’aide d’un élargissement particulier
€ = (B,...,T3...,D°) , ou les algébres de la syntaxe T
sont les catégories lax-localement—cartésiennes de
[E.S.C.C.1.

Pour une part, les considérations de [E.S.C.C.] signifient
que % posséde, lui, la propriété de suffisante complétude
connexe. De la sorte, les objets (resp. les fléches, ... )
de la (petite) catégorie localement cartésienne librement
engendrée par un (petit) graphe (par exemple) sont exacte-

ment les composantes connexes par réécriture (resp. 2-
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connexes par 2-réécriture "Hom par Hom", ... ) de 1’ensem—
ble des objets (resp. des fléches, ... ) de la (petite)
catégorie lax-localement-cartésienne librement engendrée
par ce graphe : c’est 1’autre part des résultats parti-
culiers de [E.S.C.C.] que les considérations générales de

la Section B permettent donc de retrouver immédiatement.

Pour conclure, signalons qu’il n’est pas absolument
nécessaire d’avoir lu en détail les Sections A et B précé-
dentes pour pouvoir parcourir cette Section C : nous vy
fournissons systématiquement les références des multiples
concepts et nombreuses notations spécifiques figurant dans
ces Sections antérieures et abondamment utilisées ici, par
la force des choses : il sera donc aisé de les localiser
rapidement. Nous espérons, méme, que cela permettra une
(re)lecture "en paralleéle", évidemment plus motivante, des

Sections A ou B et de cette Section C.

Section C - Intro. - page 11



6. Exemples

6.1. Exemples de graphes a compositionm

Si F : A — A’ est un foncteur entre catégories,
alors son image F(A) est naturellement munie d’une struc-

ture de graphe a compositionm) telle que :

— Ob(F(A)) = F(ObA)) ,

ObId(F(A)) = Ob(FCA)) ,

— F1(FCA)) = F(F1¢A)) ,

CComp (F(A)) = (F x F)(CComp(A)) ,

— la restriction de F :
est un foncteur.

Alors, il est clair que :

= 1?’injection canonique :
F(A) «—— A’

est un foncteur.

A la donnée (E,R) d’un ensemble E muni d’une rela-
tion binaire R , on associe le graphe A composition
Gac(E,R) tel que :

w Voir la Section A, §1.2 - i.e. [S.C.C.A.1].

(2>

Historiquement, c’est justement parce que FCA) n‘est
pas, en général, une sous-catégorie de A que Lla notion
de “graphe multiplicatif* . e. de graphe a composition ou

tout objet ost Aa identité) a  été introduite en [C.A.5.T.1
par C. Ehresmann.

Section C - §6. - page 1



Section € - §6. Exemples

- Ob(Gac(E,R)) = E ,

- Fl1(Gac(E,R)) est 1’ensemble des (x,y) : x — y tels
que xX Ry ,

- Obld(Gac(E,R)) est 1’ensemble des x tels que x R x
et 1’on a id(x) = (x,%) = X —8> X,

— CComp (Gac(E,R)) est 1’ensemble des ((y,z),(x,y)) tels
que X Ry, y R =z et x Rz , auquel cas 1l’on a

(ys2) - (X,¥Y) = (X,2) .

On note [B,,,. le graphe & composition représenté par
le diagramme (non commutatif) et le systéme d’équations

(Eq,.gs) Ci—dessous :

2 3i,

(o 1 £i, =2, 121, =23 et 1=i4= 2)
r Q4 Pze = Pas
9 P2z = Paz
(EQnass) 1
Q- P21 = Paz
| % -P2z = Pas
Clairement, si F : (B F — Ens est un foncteur

pour lequel les deux diagrammes ci-dessous sont des pro-

Section C - §6. - page 2



Section C - §6. Exemples

duits cartésiens (nous dirons, pour faire court, que F

est convernable) :

F(Dz) F(Ds)
Fp,) Fep,,) F¢ Pas FC lpaz) F( Paa’

F( D‘) F( Di) F( D‘) F( D1) F( D‘)

alors, on voit que F vérifie le systéme de conditions

(Val, ..o) suivant :

r pour tous x , y € F(Dy) , on a :
F(pagd(x,y) = x
F(pz2)(x,y) = vy

pour tous x , vy , z € F(D,) , on a
F(pgg)(X,y,2) = x
F(pgal(xX,y,2) = vy
F(pgg)(xX,y,2) = 2

(Val, ,ee?

pour tous x , vy , z € F(Dy) , on a
FOQd(X,yY,2) = (X,Y)
F(qzd(x,y,2) = (y,2)

(autrement dit, du point de vue de ces foncteurs convena-
bles, B

tions nécessaires & l’associativité — éventuelle — des lois

nass ©5t une représentation graphiqgue des projec-

de composition binaires et internes - éventuelles ! ).

On note maintenant D_ ... le graphe A composition, conte-

nant B, , représenté par le diagramme (non commutatif)

Ci—-dessous et vérifiant (outre le systéme (EQnqge?) ) 1le
systéme supplémentaire d’équations (EqQ,iags’? qui le
suit :
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o o
S
STTTTTmIzzzzz p
! =T
A
Ky Ky 1%, . D,
E E N
L
k'- Q -':::
... Yozzzzzzzzzzo Dy
L

K{-P24 = Q4
ki-P22 = Pas

(Eqn_“s) <
K2-P24 = Pas

k2:P22 = @

ki-h = kg
\ kz-

T
|

x
N

op

Cette fois, si F 2 (Dyioes? — Ens est un foncteur

dont la restriction F'(Bm‘)op : (Boes?)”® — Ens est

convenable (et nous dirons encore que c’est F qui est

convenable), alors :

— F(h) : F(D) —— F(Dy est une loi de composition bi-
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naire interne sur 1’ensemble F(D,) (et, pour tous

X 5 ¥y € F(Dy) , on note bien sir Fh)(x,y) = xy ),

— outre le systéme de conditions (Val _..,) précédent, F

vérifie aussi le systéme (Val,.,..) suivant :

r pour tous x , y , z € F(Dy) , on a :

F(q ) (x;¥,2) = xy
F(qz)(x,y,2) = yz

(Val_iage) A F(kg)(x,y,2) = (xy,z)

F(k2)(%,y,2) = (%X,Y¥2)

F(kyd)(x,yy,2) = (xy)z

L F(kp)(x,y,2) = x(y2)

(autrement dit, du point de vue de ces foncteurs convena-
bles, D ices est une représentation graphigque de ce gui
est utile & l’associativité - éventuelle - des lois de

composition binaires et internes).

Enfin, on désigne par D,,, 1le graphe a composition obtenu
en quotientant D,,,. par 1’identification de k, et k,
(a une méme fléche notée k) et on note
Quogge = Dyiges —> Duee le foncteur passage au quotient.

I1 est clair que, si F : (D )°® — Ens est un fonc-
P 2 (@ )P

convenable (et nous dirons, de nouveau, que c’est F qui

teur tel que Fe (Quo,gg —— [Ens est

utass

est convernable), alors :

- F(h) : F(D)) —— F(D)) est une 1loi de composition

binaire interne et associative sur F(D,)) ,

(autrement dit, du point de vue de ces foncteurs convena-
bles, D.ee ©est une représentation graphigque des lois de

composition binaires, internes et associatives).
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Notons B, girass le graphe a composition, contenant
B,gs s représenté par le diagramme (non commutatif) ci-
dessous et vérifiant (outre le systéme (Eq....) ) le sys-—

téme supplémentaire d’équations (Eq.g qeg) qui le suit :
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Pes

P42

..,
[
D
N
|

F2-P2s = Pg2
r2-P2z = Pgs
' P2 = Pqea

= Pee

§
I

(Eqnauro..s ) {
‘Pas = Pgs

*Paz = Pg2
*Pas = Pes
Pe2
‘Paz = Pes
‘Paa = Pgae

°° 5 Ens est un foncteur

)©P

Clairement, si F : (B, g, rass?

—— [Ens est

dont la restriction F op 3 (B, oee
l(Bnaaa) nas

convenable et pour lequel, de plus, le diagramme ci-dessous
est un produit cartésien (et nous dirons, comme d’habitu-

de ..., que F est convenable) :

F( D‘) F( D‘) F( D) F( D‘)

F(D)

alors, on voit que F vérifie le systéme de conditions

(Val,,,e) Précédent et le systéme (Val . ..ge? Suivant :
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pour tous x , ¥y, z , t € F(Dy) , on a =

F(pg2)(X,Ys2,t) =y

F(peg)(x,¥,2,t) = 2z

F(pegd(%,Y,2,t) = t
(Val gurass? 1

FCrid(x,y,z,t = (X,Y)

F(rad(x,y,z,t) = (y,2)
F(rg)(x,y,z,t) (z,t)

Frid(x,y,z,t) = (X,y,2)
Fr2)(x,y,z,t)

(y,z,t)

(autrement dit, du point de vue de ces foncteurs convena-
bles, B, surass est une représentation graphigue des pro-
jections nécessaires & la sur-associativité, i.e. a l1l’as-
sociativité — éventuelle — a trois et quatre éléments, des
lois de composition binaires et internes -
éventuelles '),

On note maintenant Dyisurass le graphe & composition,
contenant B, g rass et Diiass s représenté par le dia-
gramme (non commutatif) ci-dessous et vérifiant (outre les

systémes (EQnaes? » (EqQ,yaes’ et (EQgurass? ? 1€ sys-—

téme supplémentaire d’équations (EqQ igurass’ qui le
suit :
(¢ M . . .

Nous avons eon vue quelques considérations ultérieures
sur la cohérence ot non sur “L’associativité a quatre &lLé-

ments” bien entendu.
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Ld -—
Sge-Pgy = Iy

0n
[ XY
)
w
N
n

Pes

Si-Pas = Pgs

Sz2-Pas = Pgs

S2:'Psz =2

S2-Pas = Pae

S3-Pg1 = Pgy

S3-Paz = P2

S3-Pgs = g
(Eq.xt.urcss) 1 4 P2y = r:'ki = Va4

Sy P2z = Pase

S2:Pzg = Ti-kKz = vq,

Sz P2z = P4s

S Pzs = Pas

Sp-Pzz = rz-ky = v,

S¢-P21 = Pes

‘P2z = rz-kz = vz,
s, = s5-kg = s5/.h
s, = s3-k, = sf.h
52 = s3-k; = s§.h
Sg-k; = s¢-h

[ Ss = S3-kp = s5-k,

‘lﬂ
I

Cette fois, si F : (D )°P

utsurass

F
| (Bnouran.
est convenable (et nous dirons bien sir que F est aussi

—> [Ens est un foncteur

dont la restriction yoP ¢ (B P — Ens

NSUrass
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convenable), alors :

- F(h) = F(Dy) —— F(Dy) est une loi de composition bi-
naire interne sur 1’ensemble F(Dy) (et, pour tous

X 3 y € F(D)) , on note bien sir Fh)(x,y) = xy ),

— outre les systémes de conditions (Val, og0? s (Val, ...}
et (Val giraes? Précédents, F vérifie aussi le syst- e
(Val igurass? Suivant :
(pourtous X s Ys 2, teF(Dy) , on a:
F(ryd(x,y,z,t) = xy
F(si)(x,y¥,2,t) = (xy,z,t)
F(Sé)(X,Y,Z,t) = (x,yz,t)
F(s3)(x,y,2,t) = (x,y,zt)
F(s) (x,y,2,t) = ((xy)z,t)
F(s)(x,y,z,t) = (x(y2),t)
F(sg) (x,y,2,t) = (x,(yz)t)
Valuieurass? 1 FOSP (Xays2zat) = (x,y(zt))

F(ved(x,y,2,t) = (xy)z
FCv ) (x,y,Z2,t) = x(yz)
(y2) t
y(zt)

F(vad(x,y,2,t)

F(sz)(X,y,z,t)

F(s)(x,y,2,t) = ((xy)2)t

F(s3)(x,y,z,t) = (x(y2))t
F(sg)(x,y,2,t) = x((yz)t)
F(s)(x,y,z,t) = x(y(zt))
L F(sg) (x,y,2,t) = (xy)(zt)

(autrement dit, du point de vue de ces foncteurs convena-

bles, Duisurass est une représentation graphigue de ce
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qui est utile a la sur-associativité - éventuelle - des

lois de composition binaires et internes).

Enfin, on désigne par Deurass le graphe A& composition

(contenant D,,, ) obtenu en quotientant D, g,rqss Par :

— 1°identification de &k, et k;, (a4 une mEme fléche notée
k ¢

— 1’identification de s et s; (4 une mEme fléche notée
Sz s
— 1’identification de sy et s (A une mE&me fléche notée
S3e )

— 1’identification de s , s, , S3 5 S, et s4 (& une
mE@me fléche notée s ),

et on note Quo_ raee ° Putgsurass — DPgurass le foncteur

passage au quotient.
Yy — Ens est un
)P

I1 est clair que, si F : (Dgurass
foncteur tel que Fo (QUOL  0as? T = (Dyuieurass —— [Ens
est convenable (et nous dirons, de nouveau, que c’est F

qui est convenable), alors :

— F(h) : F(D;) —— F(Dy est une loi de composition bi-
naire interne, "associative et sur—associative" sur
F(Dy ,

(autrement dit, comme la sur—associativité est évidemment
conséquence de 1’associativité, Dourass est, du point de
vue de ces foncteurs convenables, une représentation gra-
phigue surabondante des lois de composition binrnaires, in-

, , (7}
ternes et associatives ).

(&) . .
Nous avons toujours on vue quelques bréves considéra-

tions concernant la cohérence ot non “l‘agsociativité a
quatre éléments”.
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Désignons maintenant par B, ..., 1le graphe A compo-
sition ("sans équations autres que les triviales") repré-

senté par le diagramme ci-dessous :

DZ

D id( D‘)

Do Iid(Do)

Alors, si C est une catégorie petite, on désigne par
Fe ([IB,,.“.NCM.,_)C'p —— Ens 1le foncteur, dit bien adapté a
C , tel que :

7

Fc(Do) = { (C4,Cp) 7 C,,C, & Ob(C) 3

Fe(Dy) = { (cg:C’—=Cy,c;:C° —C,)
/ c{,c; € F1() }

Fe(D2) = { (cy:C—C,,c,:CC,,c” 1€’ —0)
/ C43cy,c’ € F1(C) }

our tout cy:C’'—C,,c:C'—> € F (D))
(Valpgeart) 1 oo g s L 15C2 Cz2) ctP1) o

Fe(bd(e{,c3) = (C,,Cp)

pour tout (cy,c;,c’) e Fo (D) ,
on a :

Fe(9)(cyscz,c”) = (c4,c3)

Fe(d (cyscy5c’) = (cq-€’ hep.€')
.

(on dira que, du point de vue de ces foncteurs bien adap-
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tés, Bnqcart est une représentation graphigue des "ingré-
dients catégorigues” nécessaires & une éventuelle structure
de catégorie guasi-cartésienne - terminologie que ce qui
. . s ()

suit justifiera™ ).

Dés lors, on note Dytqeart le graphe & composition,
contenant B, ., s représenté par le diagramme (non com-
mutatif) ci-dessous et vérifiant le systéme d’équations

(Eqqcart? Qui le suit :

!.. .................. , .......
ngqcart
fmeeeenenannes Jd
D
- 2
(
)
£
\
3 3
Jeoooo: 3 D
h e 4 1
'( :
q;
! :
L_ :
¥ D
o
[
qQ-b = id(D,)
(Eq,i1qcart? f.g=h==>0b.q
f.d = j
(¢-3] .

Pour faire court, nous nous contentons d-évoquer les
catégories “"quasi-cartésiennes". Bien entendu, des considé-
rations tout a fait analogues s‘appliquent aux catégories
cartésiennes.
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Clairement, si F : (D ) — 5 Ens est un foncteur
utqcart

dont 1la restriction F'“Bnqcaﬂ.)op : ([B“qc(,.l_'_wl> —— [Ens

est un foncteur bien adapté A une petite catégorie C

(auquel cas nous dirons que F est adapté a € ), alors on
voit que :

- F(@ : F(Dg) — F(Dy) est une lo! sur € associant A
tout couple (C,,C» de deux objets de C un guasi-—
produit potentiel de C, et C, , i.e. un couple de flé-
ches de € tel que représenté ci-dessous :

F(q)((.‘.1,(2‘.z)o

F(q’(c‘,cz)’/\:(q)(c‘,cz)z
% % o
— C‘ Cz

- F(f) : F(D)) —— F(D;) est une loi sur € associant A
tout couple (cg:C’' —C,c5:C°' L) de deux fléches (de
mé@me domaine) de C une factorisation potentielle de ce
couple, i.e. un triplet de fléches de C tel que repré-

senté ci-—-dessous :
fact(c;,c;)

4 N\

FC (Cs’cz)o c’ (c;,c;)
C‘
f;./ ‘% F(q)(cs'cz)a/ \:(q)(c‘,cz)z
F(¥)
C‘ Cz — (31 Cz

(on dira que, du point de vue de ces foncteurs adaptés,
Dutqecart €5t une représentation graphique des "ingrédients

catégorigues”™ utiles a la structure de catégorie guasi-
cartésienne).

Enfin, on note Dy, le graphe A composition obtenu en
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quotientant Durqeart par 1l’identification de 3 a
id(Dy et on désigne par Quogeart ¢ Dutgqeart — Dgcart
le foncteur passage au quotient.

Mani festement, si F : (chﬂt)op —— [Ens est un fonc-
teur adapté & une petite catégorie € , i.e. tel que le
foncteur Fe (t';!uc:qcm.,.)op : (Dutqcut)op —— [Ens est adapté
A& €, alors F ‘“munit" C d’une structure de catégortie

guasi-cartésienne. Autrement dit :

- F(q) : F(Dy) —— F(Dy est un choix de guasi-produlits
sur € , associant & tout couple (C,,Cp de deux abjets
de € un guasi-produit de C, et C, , i.e. un couple de

fléeches de € tel que représenté ci-—-dessous :

F(q (Cl,Cz)o
c c F(Q)(Ci,cz)t./\F<q)(C1’Cz)z
1 2 F(Q
—_— (.‘.1 (:2

- F(f) : F(Dy) —— F(Dy) est un choix de factorisations
sur € , associant A tout couple (c{:C’'—C,,c3:C’'—C;) de
deux fléches (de m8me domaine) de <€ une factorisation de
ce couple au travers du gquasi-produit, i.e. de sorte que le

diagramme ci-dessous est commutatif :

F(Q (C1,Cz)°

4 N
fact(Tc;,c;)

C (c‘,cz)

F(q)(C‘,Cz)‘ F(q)(Ci,Cz>2

. c’
c [ =y . .
2N 7 <
F(f) w w
C C — C Cc
1 2 1 2

Section € - §6. - page 16



Section € - §6. Exemples

(on peut donc légitimement dire que, du point de vue de ces
foncteurs adaptés, Dy, est une représentation graphi-

que de la structure de catégorie quasi—cartésiennewH.

6.2. Exemples de syntaxes et d’algtbres‘—"

Désignons par Ky, nass — Dgoge le foncteur in-—

w~ @

Jection canonique et par nass : Bnags — Ens le fonc-—

teur tel que :

— pour tout 1 =i £ 3 , on a :
Jnass (D) = {1,...,1i}

— pour tout 1 =1 <=2, on a :

Jrass(P2) ¢ {1} — (1,2}
1 — 1

— pour tout 1 =i £ 3, on a :

Jnase(Pa) : {1} — {1,2,.3}
1 — i

— pour tout 1 < i £ 2 , on a :
Jnass( @) : 1,2} — {1,2,3}

1 — i
2 — i + 1

Alors, clairement, Doge = (Ens,d qeesBrasss Kass sPass? est

une syntaxe sur [Ens .

Par construction, les deux diagrammes ci-dessous :

(&) s :
Comme précédemment, nous nous limitons aux catégories

quasi-cartésiennes pour faire court. Mais des considéra-

tions tout a fait analogues valent pour les catégories car-

tésiennes.

@ Voir la Section A, §82.1 et 2.2 - i.e. [S.C.C.A.1].
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Jnass(Dz) Jno,se(Da)
J (p_)
Jnoss(l321) ] ¢ > nass 32
naes 22 Jnaas<p31> Jnasc(paa)
J (D) J (D (b)) J (D)
1 nass 1

) J J (D)
nass 1 nass 1 nass nass 1

représentent deux sommes dans Ens . Il en résulte que,
pour tout ensemble E , le foncteur :

Ens(J,qee(-)sE) = (Bo)¥ —— Ens
est naturellement équivalent a un foncteur convenable (au

sens du §6.1).

Sa (E,®) est une D, ,—algébre et si X o vy € E, on dis-
pose de l’application :
Meyyl 2 Jpaes(D) = {1,2y — E

1 — x
2 —> v

et donc de 1’application :

M,y h : {1} = J,gee(Dy) — E .

‘e
En posant, pour tous x , y € E :

X .Lsy=(rx,y-‘ g M 1,

il est clair qu’on définit une loi binaire associative :

.Ls=ExE———>E.

On en conclut facilement que la catégorie des D, —algébres

(E,® est équivalente a4 1l1la catégorie des demi-groupes
(E,1) .

Notons maintenant Qguross ° Brnass — Brgurass *
H.uro.s : Ddﬁﬁ - Dsurus Et KIUI‘G.S s anuross - u)suross

les foncteurs injections canoniques (résultant des cons-—
tructions du 86.1), de sorte que le diagramme ci-dessous

est commutatif :
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ass
nass ass

SUrass SuUrass

nsuragg ———3 D
surass

SUrass

Désignons également par Jnsurass ® Bngurass —— [Ens
foncteur tel que :

— le diagramme ci—-dessous est commutatif :

B
J naes
nas‘/
Ens
surass
3 '\
nsurass
nsurass

- on a :
Jneurass(De) = {1,2,3,4}
—pour tout 1 < i £ 4 , on a :
Jnsurass(Pe) * {1} — {1,2,3,4}
1 —> 1

— pour tout 1 =i £ 3, on a :
Jmurug(r{) : {1,2} _— {1’233’4}

1 — 1
2 — 1 + 1

— pour tout 1 £ i £ 2, on a :

Jnsurass(ri) : {1!2!3} I— {1925354}

1

+ 1
+ 2
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Alors, il est facile de vérifier que :

2, B

surass

(Ens,J D )

nNSurass? nsurass? K.uro,aa ™ surass

est une syntaxe sur [Ens . De méme, il est facile de véri-

fier que :

x = (Qauro,es’ Hﬂurus) : ‘Duss Ba— ‘D.urcs~

est un homomorphisme de syntaxes sur [Ens . Et, enfin, que
(1’associativité étant évidemment équivalente & la sur-—
associativité ... en tout cas pour les lois binaires sur

des ensembles ! ) %€ est bien entendu une isologie.

Désignons par Disc : [Ens —— Cat le foncteur (ad-
joint a gauche du foncteur “"objets de" Ob : Cat —— [Ens )
associant a4 tout ensemble E la catégorie discréte ayant

E pour ensemble d’objets.

Clairement, 2D, (resp. Dgurass } ©st transportable (au
sens de la Section A, §2.1 - i.e. de [S.C.C.A.]) par le

foncteur Disc : Ens —— Cat .

Mani festement, la catégorie des (Disc.D,..)—algébres (resp.
des (Disc.Dg, .,e¢) —algeébres) est équivalente a la catégorie
des petites catégories dont 1’ensemble des objets est muni

d’une structure de demi-—-groupe.

Désignons par Kgcart * Bngecart ™ Dgcart le fonc-
teur injection canonique et par Jngeart ° Bpgeart —> Cat

le foncteur tel que :

- les categories Jpgeart(Do) s  Jpngeart(Dy) et J g qn (D)
sont représentées par les diagrammes commutatifs ci-

dessous :
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(D)

nqcart o

(D)

ngcart 1

0
®
1 2
i {
nc:;cczr!.(Dz>
0 p (014
® —— oo
p‘J P P
1 2
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- on a =
ancart( by : ancc.rt( Do> — anco,rt( Dt)
1 — 1
2 — 2
Jnqeart€(D) * Jngeart(Dy) — Jpgeart(D2)
P. — p,g
Pz +— P2
et :
anco.rt( d = JhQCdrl‘ Dt ) — aneo.rt( Dz)
Py > Py
Pz — Pz
Alors, Dgcart = (Cat,Jngearts B, qcart» Kgcart s Dgcart? est

évidemment une syntaxe sur Cat .
11 est facile de vérifier que, pour toute petite catégorie
C , le foncteur :

Cat(Jpgeart(-) s© 2 (Bpgear)X —> Ens

est naturellement équivalent au foncteur bien adaptée a C

(au sens du 86.1) Fg = (anqcm.t)op —> Ens .

Si (€, est une Dy o —algébre et si C, s C; € Db(D)
sont deux objets de C€ , on dispose du foncteur :

MCsC1 2 Jngeart(De) — €

2 — C,

et donc du foncteur :
cy,C1 -5 a & Jngeart(D) — €,
c’est-a-dire du céne projectif de C (nécessairement de

base les objets C, et C, » vu le systéme d’équations

(Eqnqant) ) représenté ci-dessous :
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CxC

pruJG(C C ) proJe(C Cc )
(7C,C1 - q)(p> (¢ Cz ‘s DB

Ce cdne projectif est un quasi-produit dans <€ , puisque,
si on dispose d’un autre coéne projectif (cg,c) de C
(de m&me base C, et C, ), tel que représenté ci-

dessous :

alors il lui correspond le foncteur :

Megsell = Jnqeart(Dgy) —— C
p’_ — C;
pz — Cé

et donc le foncteur :

Meg,e3? ‘s F % Jngeart(Dp) — C .

En d’autres termes, on dispose d’une factorisation (choi-
sie) du codne projectif (cg,c3) au travers du quasi-
produit, i.e. on dispose du diagramme (nécessairement)
commutatif (vu le systéme d’équations (Eq,iqcart? et

1’identification de j a 1id(Dy) ) ci-dessous :
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(Tei,c3? s )P

d AN

prcus(C‘,Cz)z

n

projs(Ci,Cz)‘ c

Ainsi, la catégorie des Dy, —algébres (L,8) est équiva-
lente a 1la catégorie des petites catégories quasi-
cartésiennes, i.e. des petites catégories munies d’un choix
de quasi-produits (et d’un choix de factorisations vers ces

quasi-produits) (C,xs) .

6.3. Exemples d’amphi-graphes a conpnsition‘m

On note Doocass 1’amphi-graphe a composition tel
que :

— le graphe a composition de ses 1-fléches est (isomorphe

au graphe a composition) D, ., (introduit au 86.1),

- ses 2-fléches sont représentées par le diagramme ci-

dessous :

@ Voir la Section A, §3.2 - i.e. [S.C.C.A.1].
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SOTTTTiIzzzziizd p
¢ f
L x
k : sEszsssssass : k
2. y 1
L L
e Nozzzzzozzzo- D,

Cet amphi-graphe a composition "“permet de décrire (am-
phi-)graphiquement" 1la structure d’ensemble muni d’une
relation de réécriture et d’une 1loi binaire compatible,
associative 4 la réécriture prés (pour s’en convaincre, si

nécessaire, le lecteur pourra se reporter au §&6.4).

Plus particuliérement, on note Docsiso 1’ amphi-

graphe a composition tel que :

— le graphe a composition de ses 1-fléches est (isomorphe

au graphe a composition) D,,.. (introduit au 86.1),

- ses 2-fléches sont représentées par le diagramme ci-

dessous :
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_:’“"‘j;::ZZ::ZZ:::i D%
- (
( :
1 '
o !
:‘:l!lllltl!:: :
' '
IdCk) i d Ekz k‘i 1 Id(k )
§ u::u:l;su’i
LT
- k-
N YoIzzzozzzzzz D,

— les équations suivantes sont vérifiées (en utilisant des
notations analogues a celles adoptées en Section A, 83.2 -
i.e. en [S§.C.C.A.1 —, en particulier si X désigne 1la
composition des fléches dans le graphe & composition

Docaiso(DysDg) ) =
1

xXx

-1
x X

Id(ky) ,
Id(k,) .

Cet amphi—-graphe a composition "permet de décrire (am-—
phi-)graphiquement"” la structure de catégorie multiplicati-
ve, associative & isomorphismes naturels (mais non néces—
sairement cohérents) prés (le lecteur pourra se reporter au
846.4).

De m8me, on note Dggieocorn 17amphi-graphe & compo-

sition tel que :

— le graphe a composition de ses 1-fléches est (isomorphe

au graphe a composition) D,,guraes (introduit au 86.1),

— ses 2-fléches, différentes de 2-fléches identités, sont

représentées par les trois diagrammes ci-dessous :
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- les équations suivantes sont vérifiées (et spécifient que

certaines 1—fléches possédent une 2-fléche identité)
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”

%24°P21 T %4
%21-P2z = Id(pgy)
%ga-Pzq = 1d(pgy)

L4

— ’
Xge3°P22 = %,

X3z = Sy-%

%43 = #gg-h

X5y, = Sq-

ey = Sg-%

X3g T %gp¥ay,

ey T Rgeg¥ug, = n s¥ng,

— les équations suivantes sont (comme les notations le
laissent prévoir) vérifiées (et spécifient que certaines
1-fléches possédent une 2-fléche identité) :

&x871 Id¢d)
5'x8 = 1d(d’)

dés qu’elles ont un sens

en choisissant les valeurs de & ,

— ses seules 2-fléches identités sont celles spécifiées

dans (toutes) les équations précédentes.

Cet amphi-graphe a composition "permet de décrire (am-
phi-)graphiquement" la structure de catégorie multiplica-
tive, associative A isomorphismes naturels et cohérents

prés (le lecteur pourra se reporter au §6.4).

Trivialement, par construction, on dispose d’amphi-

foncteurs "injections canoniques" :

D
D

reecass > Dass\',so L]

assiso > Dasai.socoh -
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On désigne par Diaxqeart 1’ amphi—-graphe a composi-

tion tel que :

— le graphe a composition de ses 1-fléches est (isomorphe

au graphe a composition) D,q.qn (introduit au §6.1),

— ses 2-fléches sont représentées par le diagramme ci-

dessous :

e ety ~.
: -
i Y '.\_
1 -
. » . d@3sEsssssszzassssssss . - ) -
Id(3) g" E J msaazszzzaaszsssaze P ld(Di) smti Id(ld(n1)> AR Dt
: -‘_-
1 -
b o e e e e e e e e e e e e e mmm e 7

— les équations suivantes sont (comme 1les notations le
laissent supposer) vérifiées :
y& ' = 1d(id(Dy)) ,

yixy = 1d(5) .

Cet amphi—graphe a composition "permet de décrire (am—
phi-)graphiquement" 1la structure de catégorie lax—quasi-
cartésienne, i.e. munie d’un choix de lax—quasi-produits et
d’un choix de factorisations vers ces lax—quasi-produits
(dans un sens qu’on peut prévoir, ou trouver précisé au

86.4).

6.4. Exemples d’amphi—-syntaxes, d’amphi—algébres et de

sesqui-al gtbres‘m

Le graphe a composition B, oes (introduit au 86.1)

s’identifie & un amphi-graphe a composition B, g "sans

@ Voir la Section A, §54.1 ot 4.2 - i.e. [S.C.C.A.1.
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2-fléches". Vu 1la construction (faite au §4.3) de
Dicecass s+ On dispose donc d’un amphi-foncteur injection

canonique Kigocass ' Brace — Dreecass -

Notons maintenant [Relref la catégorie telle que, notam-

ment :

— ses objets sont les couples (E,R) formés d’un ensemble

E et d’une relation binaire réflexive R sur E ,

— ses fleéches sont les triplets tels que :
(CE,R),¥,(E’',R*)) : (E;R) —— (E',R’)

oda f : E— FE’ est une application compatible avec R

et R’ (bien entendu, on notera beaucoup plus simplement

f = ((E,R) ,f,(E’,R')) : (E,R) —— (E’',R’) ).

On note, alors, Releg : Ens —— [Relref 1le foncteur (ad-
joint & gauche du foncteur "ensemble sous—jacent") asso-
ci.ant Releg(E) = (E,=) & tout ensemble E .

Si f , f" 2 (E,R) —— (E',R’) sont deux applications

compatibles, on dit qu’elles sont en relation et on note

f relR R’ £ (ou, plus simplement, f rel f’ ) si et seu-
s

lement si :
— pour tout élément x € E , on a f(x) R £'(x) .

Dans ces conditions, on désigne par Relref 1’ amphi-
catégorie (que nous laissons au lecteur le soin d’explici-

ter complétement) telle que, notamment :
- Relref est la catégorie de ses 1-fleéches,

- si (E,R) et (E’ ,R’) en sont deux objets, alors
Relref((E,R),(E’',R")) = Gac(Relref((E,R),(E',R')),relk,k,)
est le graphe & composition (nécessairement identitaire, au
sens de la Section A, 81.2 - i.e. de [S.C.C.A.1 -, donc ot

tout objet est A identité) associé (comme au 86.1) A& 1’en-
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semble des applications compatibles de (E,R) vers
(E’',R’) , muni de la relation réflexive relR R "

s
Bien entendu, il existe un unique amphi-—foncteur
Irnaes ° Bnogs — Relref pour lequel le foncteur sous-—

jacent est (en reprenant les notations du 86.2, pour
Jhass » €t de la Section A, 83.2 - i.e. de [S.C.C.A.]1 -,

pour ﬂgl— ) =

Jrnoss = 'ng/JrhO.SS = REIEg‘,Jn“g H B'noss —_— Relref -

Alors :
b/

reecass

= (Relref,Jr4¢sB K D )

Nass ?" reecass?” reecass

est évidemment une amphi-syntaxe.

I1 est facile de vérifier que la catégorie des
2

ree@cass

(E,R,1) ou :

-sesqui—algébres est isomorphe & la catégorie des

- E est un ensemble,

- R est une relation binaire réflexive ("de réécriture”)

sur E ,

— 1 1 ExE — E est une application (multiplication des
éléments de E ),

— pour tous éléments x, , %, , Xg € E , on a :
(%g1%5) LXg R %x,1(xp1%g) ’
(mais ot la loi 1L , "associative a la réécriture prés”,

n’est pas nécessairement compatidble avec R ).

Enfin, il est trivial de constater que la catégorie des
Preocass—aMphi—algébres est isomorphe a la catégorie des
pseudo-demi —groupes, c’est-a-dire des ‘"ensembles munis

d’une relation réflexive (de réécriture) et d’une loi de
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composition compatible, associative & la réécriture pres”,

i.e. & la catégorie des (E,R,1) ou :
- E est un ensemble,

- R est une relation binaire réflexive ("de réécriture")

sur E ,

-1 : ExE --» E est une application (multiplication des
éléments de E ),

— pour tous éléments x;, , %, , Xg € E , on a :

(Xg1%3) LXg R % 1(351Xg) ’

— pour tous éléments x; , %{ 5 %X, » X € E , on a :
Gy R xg) et (x, R x3)
impliquent

(%443%,) R (x{L%3)

Vu la construction (faite au 86.3) de Do (et
l17identification précédente de [B,,.,. & un amphi—-graphe a
composition B, oss "sans 2-fléches"), on dispose d’un
amphi—foncteur i1njection canonique :

Kossiso ° Brase — Dgogico -

Notons maintenant Cat 1”amphi-catégorie (que nous lais-—-
sons au lecteur le soin d’expliciter complétement) telle

que, notamment :
— Cat est la catégorie de ses 1-fleéches,

- si C et c’ sont deux petites catégories, alors
Cat(C,C’) est (le graphe & composition sous-jacent &) la
catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de

C vers C' .

Bien entendu, il existe un unique amphi—foncteur

Jdgee = Bpogse —— Cat pour lequel le foncteur sous-
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jacent est (en reprenant les notations du 846.2, pour Disc
et Jass » €t celle de la Section A, 83.2 - i.e. de
[S.C.C.A.]1 -, pour ﬂa/— ) =

Jdnage = 1 /Fdpgge = Discedpgge 3 Bpoge — Cat .

Alors =

b/

assiso (Cat ’Jdnasa ’Bnoss ’ Kassi.so !Dossi.so b

est évidemment une amphi-syntaxe.

I1 est facile de vérifier que la catégorie des
Dogsico—S€SqUi—algeébres est isomorphe a la "catégorie des
petites catégories dont 1’ensemble des objets est muni
d’une multiplication associative & isomorphismes (non né-—
cessairement naturels, non nécessairement cohérents) prés",

i.e. & la catégorie des (C,L,0) ou :
- € est une petite catégorie,

— 1 Ob(C) x Ob(C) —— Ob(C) est une application (multi-

plication des — seuls — objets),

— pour tous objets C, , C , G € Ob(C) , on dispose d’un
isomorphisme (non nécessairement naturel, non nécessaire-—

ment cohérent) de C :

ACCy3Cy,C) = (CLC)1C; — Cu(CpiCy) -

Enfin, il est trivial de constater que la catégorie des
Byssiso—amphi—algebres est isomorphe a la ‘“catégorie des
petites catégories multiplicatives, associatives & isomor-
phismes naturels (non nécessairement cohérents) prés", i.e.

a la catégorie des (C,e,a) ou :
- € est une petite catégorie,

- : C xC — C est un foncteur (multiplication bi-
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fonctorielle des objets et des fleéches),

- naturellement en tous objets C G , G e Ob(C) , on

dispose d’un isomorphisme (non nécessairement cohérent) de
C = “~

a(Cy,C,C3) = (Lol el —— Cie(CeCy)
(autrement dit :

a : (-e-)o- -ﬁ-» ~o¢( =) : € x C xC — C

est une équivalence naturelle).

Le graphe a4 composition B (introduit au 86.1)

NSUrass

s’identifie aussi a un amphi—graphe & composition B, curass

"sans 2-fléches". Vu la construction (faite au §6.3) de
Dogeisocon » ON dispose donc d’un amphi—foncteur injection

canonique K

assisocoh * nsurass > Da.am.socoh -

Il existe encore un uni que amphi—foncteur

Jdcurass ¢ Bngurasse —— Cat pour lequel 1le foncteur

sous—jacent est (en reprenant les notations du §6.2, pour

Disc et Jnsurase » €t de la Section A, 83.2 - i.e. de
[S.C.C.A.]1 -, pour ﬂz/— ) =
Jdnsuraas = ﬂE/thSurO.BS = DiSC°Jh8ur08€ : [BT\SUX‘QBS - Cat'
Alors :

2

assisocoh

(Cat,Id, o aee s B K D

nsurass? assisocoh?~assisocoh )

est une nouvelle amphi-syntaxe.

I1 est facile de vérifier que la catégorie des
Bogsisocoh—S€5qui—algeébres est isomorphe & la “catégorie
des petites catégories dont 1’ensemble des objets est muni
d’une multiplication associative A4 isomorphismes cohérents

(non nécessairement naturels) prés", i.e. & la catégorie
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des (C,i,0,3,y) o0 =
- € est une petite catégorie,

— 4 =z Ob(C) x Ob(C) —— Ob(C) est une application (multi-

plication des - seuls - objets),

— pour tous objets C, ., C , Cg e Ob(C) , on dispose de

1’ isomorphisme (non nécessairem 1t naturel) de C :
A(C, 3Cp5Cg) = (ClCr) 1Cq — Cua(CouCy)

- pour tous objets C, , C , G , C € Ob(C) , on dispose
de 1’isomorphisme (non nécessairement naturel) de C :

BCC,sCpsCqsCe) = ((CuLCr) 1C3) 1C, ——» (C,1(C,1Cy)) LC,
(gu’on peut noter — mais ce n’est qu’une notation :

B(C,,C,,Cq,C) = a(C,,C,,Cq)LC, )y

— pour tous objets C, , C, , GG , C, € Ob(C) , on dispose

de 1’isomorphisme (non nécessairement naturel) de C

7€C 30y 3CasCe) * CiC(CpiCqy) 1C) —p Cyi(C,iCCelCy))

(qu’on peut noter — mais ce n’est qu’une notation :
v(C 5, G,C0) = Gia((,,05,C9) ),

— pour tous objets C, , G , G , C, € Ob(C) , le diagram-—

me de € ci-dessous est commutatif :
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(g4 Ci.LCZ) J.Ca) J.C‘

o> a( l:“.l.l:2 ,63 ,C‘)
a( (:1 ,,C2 ,Ca).l.l:‘

(C1L( CzJ.Ca)).LC‘ -’Ct.ch) 1( CB.LC‘)

~ |a(C ,C,4C_,C )

C1.|.( ¢ Cz.:.c:a ) .LC4)

a( C‘ .,l'.:2 ,CQ.LC‘)

C‘.L( Cz.l.( Ca.LC‘) )

Enfin, il est trivial de constater que la catégorie des
Poesisocon—aMphi—algebres est isomorphe a la "catégorie des
petites catégories multiplicatives, associatives & isomor-
phismes naturels et cohérents preées", i.e. a4 la catégorie

des (C,e,a) ol :
— € est une petite catégorie,

- 1 CxC— C est un foncteur (multiplication bi-

fonctorielle des objets et des fléches),

- naturellement en tous objets C, G , Cg e Ob(C) , on

dispose de l1’isomorphisme de C :

Gy ,Cp5Cq) = (o0 0C; —» C,0(C,0Cy)

(autrement dit :

a : (-e-)e—-:-p-@(—e—) t CxCxC — C
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est une équivalence naturelle),

— pour tous objets C, , C , GG , C, € Ob(C) , le diagram-

me (de cohérence) ci-dessous est commutatif :

«( ciecz) @Ca) GC‘

a(C‘,C_‘:,Ca)eid(C ) >

e

<C1®(Czeca))ec4 (C‘QCZ)G(CQQC‘)

~\ (€, oC, ,C,_,C,)

x |a( l'l!1 ’Cz@C;-; s C‘)

Cie((CzoCS)QC) a( Ci,Cz,Caec‘)

id(C )oa(C,,C, ,C O\

C1®( Cze( CSGC‘) )

Le graphe a composition B gcqn (introduit au 86.1)
s’identifie & un amphi—-graphe a composition Bmcaﬂ "sans
2-fléches". Vu 1la construction (faite au 86.3) de

D s on dispose d’un amphi-foncteur injection cano-
laxqcart

nique Kl.a.xqco.rt : Bnqcart > Dl.a.xqcart. -

Désignons maintenant par 2—Cat la catégorie des petites
2-catégories et par 2-Triv : €Cat —— 2-Cat le foncteur
associant, a toute petite catégorie C , la petite 2-
catégorie triviale 2-Triv(@) nayant que des identités

pour 2-fléches. Alors, on note 2-Cat 1’amphi-catégorie
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{que nous laissons au lecteur le soin d’expliciter complé-

tement) telle que (notamment) =
— 2—Cat est la catégorie de ses 1-fleéches,

- si C et C’ sont deux petites 2-catégories, alors
2-€Cat(C,C’') est (le graphe A& composition sous—jacent a) la
catégorie telle que (notamment) :

+ ses objets sont les 2-foncteurs F : € — € ,

+si F ,F :€C — C sont deux 2-foncteurs égaux

sur les objets de € , ses fléches &6 : F == F’' sont

les familles de 2-fléches de C :

& = (6C=F(c) = F' (o))

pour lesquelles :

cefFl (C) : F > F

6id(C) = Id(id(C)) ,

S5, =6 ,.6_,
c’'.c c c
6c,tF(y) =F (y)téc .
dés que cela a un sens (et en reprenant la notation de
la Section A, 83.2 - i.e. de [S§.C.C.A.]1 -, pour X ).

Bien entendu, il existe un unique amphi—foncteur
Jd qcart ¢ Bngecart — 2-Cat pour lequel 1le foncteur
sous—jacent est (en reprenant les notations du 86.2, pour
Disc et Jnqcart + €t de la Section A, §3.2 - 1.e. de
[(S.C.C.A.1 -, pour ﬂg/— ) =

Jangeart =V, /ddngear1 =2-TriveDiscedngeart i Bngcart »2-Cat .

Alors :

Braxqeart = (2—€Cat,Jdd qcarts Brqcarts Kiaxqeart s Plaxqeart?

est évidemment une amphi-syntaxe.

I1 est facile de vérifier que la catégorie des
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Poxqeart—S€SquUi—algébres est isomorphe a la “catégorie des
petites 2-catégories munies d’un choix de lax—quasi-
produits (et de 2-factorisations)", i.e. & la catégorie des

(€, x,ry,rp,ryb,,6;) o0 3

- € est une petite 2—catégorie,

- & tout couple (C,,C) d’objets de € , les "lois" -x-
.‘ax—quasi-produit), ry(-4-) (premiére projection) et

r,(-,-) (deuxiéme projection) associent un céne projectif

(lax—quasi—-produit) :

C x C
2
rlcc‘,c_‘:/ &(Ct,cz)
C c
1 2
- les lois r(-,-) (2—-factorisation), 5,(-4-) (premieére

2-fléche de 2-commutation) et &,(-,-) (deuxieéme 2Z2-fléche
de 2-commutation) associent a tout cone projectif tel que

ci1—dessous :

un diagramme "“2-commutatif" =
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’

r(c
1

,c;)

Enfin, il est trivial de constater que la catégorie des
B axqeart—@mphi—algébres est isomorphe & la catégorie des
petites catégories lax-guasi-cartésiennes, i.e. a4 la caté-
gorie des (Cyxyry,ray,r;8,,5;) vérifiant les conditions
précédentes (caractérisant 1les P uqcqri—SOSqUi-algébres)
et ou, de plus, r<-,-) est fonctoriel et S,(-,-) et
Sa(-4-) sont naturelles (ce que nous laissons au lecteur

le soin d’enpliciter).

6.5. Exemples de laxifications possédant la propriéteé

de suffisante complétude (totalement) connexe"®

Clairement (en reprenant les notations du 86.1,
concernant Gac , et du 86.4, concernant Relref ), 1le

foncteur "graphe a composition associé" :

Gac : Relref —— GrComp

ao Voir la Section B, §§5.5, 5.6 et 5.7 (.e. [S.C.C.B.D.
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est sous—jacent a4 un amphi-foncteur (qu’on laisse au lec-

teur le saoin de préciser) :
Gac : Relref —— GrComp

permettant d’identifier Relref A4 une ‘“sous—amphi-

catégorie amphi-pleine"” de GrComp .

Par restriction (a Relref ), on déduit, de 1’amphi-
réflexion p = (GrComp,®,,v,W,did,Did([Ens)) , sous-jacente
a 1’amphi-configuration de base - (voir la Section B,

§5.3 — i.e. [S5.C.C.B.1), la ®-réflexion (voir la Section B,
§5.3 — i.e. [S.C.C.B.1) :

Yrotrot = (Relref,xw;,v’ ,w ,did’,Ens)

(que nous laissons au lecteur le soin de préciser compleéte-
ment), de sorte que le diagramme ci-dessous est commuta-

tif :
Gac

Relref > GrComp
w®' ®
o o
did’ did
Did(Ens)
(ainsi, 1’amphi—foncteur que nous notons ici did’ - pour
plus de commodité - est sur—jacent au foncteur Releg ,
introduit au 846.4 ).
On vérifie immédiatement que 1’amphi-syntaxe Broocass

(introduite au 846.4) est Ilg-modifiable (au sens de la

Section B, 8§5.2 - i.e. de [5.C.C.B. 1), que sa
Mo-modification Tg(Prgecass? ©5t Mg(xg) —transportable (au
sens de la Section A, 82.1 - 1i.e. de [S.C.C.A.1) et
qu’alors MNg(wg) -NMg(Pregcass? ©st isomorphe sur [Ens a la
syntaxe Dage (introduite au 86.2). Par conséquent,
Lreecass = (PreecassPass’ est (a4 une renotation prés) une
Yores—laxification (au sens de la Section B, 85.4 - i.e.
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de [5.C.C.B.1).

Maintenant, il est évident que :

- ¥rolref est (au sens de la Section B, §85.3 - i.e. de
[S.C.C.B.1) amphi-co-compléte et amphi-compléte (puisque

Relref 1’est),

= ¥olref est (au sens de la Section B, §5.3 - i.e. de
[S.C.C.B.1) co-représentable (puisque Relref 1’est, ne
serait-ce que par "restriction" de la co-représentabiliteé

de GrComp ),

— si on désigne par [Relref, la sous—-catégorie pleine de
Rel dont ({1},=) est 1’unique objet, alors Yoorer ©st
totalement Relrefg,—connexe (au sens de la Section B, §5.3 -
i.e. de [S.C.C.B. 1),

- ¥retrer ©est [Relrefg-identitaire (au sens de la Section
B, §53.6 — i.e. de [S.C.C.B.1).

De plus, 1’amphi-syntaxe (Boocaee ©€st trivialement d’am—
phi-rang < R, (au sens de la Section A, 4.1 - i.e. de
[S.C.C.A.1), la syntaxe 2D, est trivialement de rang < Rg
(au sens de la Section A, §2.1 - i.e. de [S.C.C.A.1) et,
par construction (voir les §86.2 et 6.4), les diagrammes

ci1—dessous représentent trois sommes dans [Relref :

Jr (D)

nass 1

({1},=)

id({1})

({1}.=

Jr (D)

Nass 1
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(D))

r
noas s 2

({1,2},2)

(p_ )

r
nass 21
nNass 22

({1},=) {1},=

Jr (D) Jr (D)

nass 1 noass 1

nass (paz)
rnaes(pst) Jrnass(paa)
({1}!=) ({1}s=) ({1}$=)
nc.s(Dt) Jrnass(Dt ) Jrnao.(Dt)

Par application des résultats de la Section B, §5.6 (i.e.

de [S.C.C.B.1), on en conclut (en reprenant la notation de

la Section B, §85.4 - i.e. de ([S5.C.C.B.] - concernant le
¥ oiref—a@amphi—élargissement AL oocans’ associé & la
¥olrer—1axifi cation £reocass ) que le couple
Wrotref » F(Ereoocass’ ? a la propriété de suffisante amphi-
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compl étude totalement Relrefy—connexe (au sens de la
Section B, 85.5 - i.e. de [5.C.C.B.1).

D’un point de vue "sémantique" (i.e. en appliquant la pro-
position 5 de la Section B, 85.5 - i.e. de [S.C.C.B.1),
cette propriété de suffisante amphi-complétude totalement
connexe permet d’affirmer (ce qui n’est évidemment pas fait

pour surprendre) — pour faire court - que :

- les composantes connexes par réécriture du pseudo—-demi-
groupe librement engendré par un ensemble E sont canoni-
quement munies d’une structure de demi-groupe, et c’est le

demi—-groupe librement engendré par E .

D’un point de vue "syntaxique" (i.e. en appliquant la pro-
position & de la Section B, 85.5 - i.e. de [S§.C.C.B.1), 1la
propriéte de suffisante amphi-complétude totalement connexe
précédente permet d’affirmer que la "théorie" des demi-

groupes, i.e. la théorie achevée engendrée (au sens de la

Section A, 82.3 - 1i.e. de [5§.C.C.A.J} par 1la syntaxe
Dogs » €5t une image de 1la "théorie" des pseudo-demi-

groupes, i.e. de la théorie achevée engendrée par la syn-—
taxe de co-représentation (au sens de la Section A, §4.3 -
i.e. de [S.C.C.A.]1) PAL (D oocass? - CE qu’on peut - pour
faire court - interpréter en énongant (ce qui n’est pas

plus que précédemment fait pour surprendre) que :

— toute propriété équationnelle des demi—groupes est
démontrable "par réécritures"” dans un pseudo-demi-—groupe

approprié ...

Désignons par 21, * 2Cat —— Cat le foncteur
associant & toute petite 2-catégorie C la catégorie

2-n,(C) de ses "composantes 2-connexes", i.e. la catégorie
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(que nous laissons au lecteur le soin de préciser compléte-

ment) telle que (notamment) :
- 0b(2-no(C)) = O0b(C) ,
— pour tous objets C, , C, € Ob(C) , on a :

2-1o(€) (C;,C) = ng(C(C,,C)) .

Evidemment, le foncteur 2-ng : 2-Cat —— Cat est adjoint
a gauche du foncteur 2-Triv : €Cat —— 2—Cat (défini au
8§6.4) et il est facile de constater que 1’adjonction
(Z2-15,2-Triv) est sous-jacente & une Z-réflexion (au sens
de la Section B, 85.3 - i.e. de [sS.C.C.B. 1)
¥y cat = (2€at,2-my,...,2-Triv,Cat) (que nous laissons au
lecteur le soin de préciser complétement).

On vérifie immédiatement que 17 amphi-syntaxe Py axqeart
(construite au 86.4) est Ilg-modifiable (au sens de 1la
Section E, §5.2 - i.e. de [S.C.C.B. 1), que sa
Mg—modification Mo (B guqeart? est Iy (2-%ry) —transportable
(au sens de la Section A, 82.1 - 1.e. de [S5.C.C.A.1) et que

Mo (2-w4) Mg (B guqeart? est isomorphe sur Cat & la syn-

taxe Dycart (introduite au §6.2). Par conséquent,
Lroxgcart = (Praxqeart *Pqcart? est (au sens de la Section
B, 85.4 - i.e. de [S.C.C.B.1) une ¥, , -laxification (a

une renotation preés).

Il est évident que :

- ¥ cat est (aux sens de la Section B, §85.3 - 1.e. de
[S.C.C.B.1) amphi—-co—-compléte et amphi-compléte (puisque
2—€Cat 1’est évidemment),

= ¥ocat est (au sens de la Section B, §853.3 - i.e. de

[S.C.C.B.1) co-représentable (puisque 2-Cat 1’est évidem—
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ment),

— s1 1’on désigne par 2-Cat, la sous—catégorie pleine de
2—-Cat dont les objets sont 2-Triv(1) , 2-Triv() et
2-Triv(3®) , alors ¥, ., est suffisamment 2-Cat,—connexe
(au sens de la Section B, 85.3 - i.e. de [S.C.C.B.1),

- ¥ _car ©est 7 Catg—identitaire (au sens de la Section B,
§5.6 — i.e. ¢~ [S.C.C.B. 1.

De plus, on voit que :

— 1’ amphi-syntaxe B axqeart est évidemment d’amphi-
rang < X, (au sens de la Section A, 84.1 - i.e. de
[S.C.C.A. 1),

— la syntaxe Dy, est évidemment de rang < 8, (au sens

de la Section A, §2.1 - i.e. de [S.C.C.A.1),

— les trois diagrammes ci-dessous représentent trois co-

limites dans 2-Cat :

-0
N e

00——)1/ \0|—>2

e ®
0 0

2-Triv(M 2-Triv(1)
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0
°
N\
° °
1 2
(0,1) +—> P/ '\0,1) — p,
0 o)
° °
<oy \o,,n
° °
1 1
2-Triv(a) 2-Triv(a)
0 —> (\ /:) — 0
°
0
2-Triv( )
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0 P o’
® ———— o
P,J P i lp
™Y ®
1 2
(0,1) > p, (0,1) H— p (0,1) > p,
8] 0 (0]
® e e
(Oy (o,1)l w””
® ) ®
1 1 1
2-Triwv(a) 2-Triv(a) 2-Triv()
Or—> 1 o— 1 W
O— O O— O
Op— O OP— O
AN o o
0 0o

2=-Triv(1) 2-Triv(1)

®
o

2-Triv(1M)
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Si 1’on désigne par 2-Cat,, la sous—-catégorie pleine de
2-Cat, ayant 2-Triv(4) pour seul objet , on voit que les
considérations de la Section B, 85.7 (i.e. de [S.C.C.B.1)

s’appliquent et donc (en reprenant 1l1la notation de 1la

Section B, 85.4 - 1i.e. de [S.C.C.B.]l] - concernant le
Y, _cot—amphi—élargissement H(ELy axqeart? associé a la
¥y cat—laxification 7 £y iqcar ) que ¥y _cat s ¥ (L qxqcart) ?

a la propriété de suffisante amphi-complétude totalement
2—Caty,-connexe (au sens de la Section B, §85.5 - i.e. de
£s.Cc.C.B.1).

D’un point de vue "sémantique" (i.e. en appliquant la pro—
position S5 de la Section B, 8§85.5 - i.e. de [5.C.C.B.1),
cette propriété de suffisante amphi-complétude totalement

connexe permet d’affirmer — pour faire court - que :

- les composantes 2-connexes de la catégorie lax—quasi-
cartésienne librement engendrée par une quelconque petite
catégorie C sont canoniquement munies d’une structure de
catégorie quasi-cartésienne, et c’est la structure de caté-

gorie quasi—-cartésienne librement engendrée par C .

D’un point de vue "syntaxique" (i.e. en appliquant la pro-
position 6 de la Section B, 85.5 - i.e. de [S.C.C.B.1), la
propriété de suffisante amphi-compl étude totalement connexe
précédente permet d affirmer que la "théorie" des catégo-
ries quasi-cartésiennes, i.e. la théorie achevée engendrée
(au sens de la Section A, 82.3 - i.e. de [S.C.C.A.1) par la
syntaxe Dg. oy » €5t une image de la “théorie" des catégo-
ries lax—quasi-cartésiennes, i.e. de la théorie achevée
engendrée par la syntaxe de co-représentation (au sens de
la Section A, 84.3 - i.e. de [S.C.C.A.1) FPHA( D qcart) -

Ce qu’on peut interpréter - pour faire court - en énongant
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que :

— toute propriété équationnelle des catégories guasi-—
cartésiennes est démontrable “par 2-réécritures” dans une

catégorie lax—quasi-cartésienne appropriée ...

6.6. Exemple d’élargissement possédant .a propriété de

suffisante compl étude connex et

Appelons (petite) catégorie avec réécritures tout

triplet € = (C,R,=» tel que :
- € est une (petite) catégorie,
- R est une sous—catégorie de C ,
- =» est un préordre sur F1(C) ,

— pour tout objet C de € , la fléche id(C) : C —> C
appartient &8 R ,

— pour toutes fléches ¢ , ¢, de €, si c, = c, alors

dom(c,) = dom(cp,) et codom(c,) = codom(c,) ,

— pour toutes fléches S s G : O — C” et toute
fleche ¢ : C — C’' (resp. c : C”" —> C”" ) de C€ , si
on a C, md C, alors on a Cy-C mmdp C,-C (resp.

C.C, ==p C.C; ),

(ainsi, R a mémes objets que C et =p détermine un

enrichissement de C par la catégorie des préordres).

Nous dirons de toute fléche r : C, —— C, appartenant a
R que c’est une (1-)fleéche de réécriture entre objets

av Voir la Section B, §5.5 (.e. [S.C.C.B.D.
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(permettant de réécrire C, en C,) et nous noterons,
plus précisément, r : C —~— C, .

De mEme, nous dirons que = est la relation de réécriture
entre fleches et, si Cy » € : G —— C, sont deux fleé-

ches de € telles que c, = c; (i.e. telles que c, se

réécrit en cz ), nous noterons (bien entendu)
cC, = c, : C, - -5 C, ouencore :
c
1
yd N
o | =
AN A
c

(on pourra mE€me dire qu’on dispose d’une 2-fleche de ré-
écriture de ¢, vers ¢, ).

Far exemple, tous les diagrammes 13_ des "“configurations
des lois" du &1 de [E.S.C.C.1 sont autant de systémes de
générateurs et de relations pour de telles petites catégo-
ries avec réécritures gen(E) 3 11 en est de m8me pour tous
les diagrammes des "schémas représentant les axiomes" du &1
de [E.S.C.C.1].

I1 est facile de définir les foncteurs compatibles
(i.e. les homomorphismes) entre catégories avec réécri-
tures. Alors, on note Catreec la catégorie des petites

catégories avec réécritures.

Si 9'2_ et E' sont deux petites catégories avec réécritu-
res et si F , F : C — C' sont deux foncteurs compa-
tibles, on dit que r: F eep F' : € — C’ est une

réécriture de F wvers F’ si et seulement si :

— pour tout objet € de C€ , r(C) : F(C) — F'(C) est
une fléche de réécriture de C’' ,
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— pour toute fleéche c:C — G de €C, on a
r(C)) -F(c) == F’(c).r(Cy dans €’ , autrement dit on
dispose du diagramme ("commutatif a la réécriture prés")

ci—-dessous :

r(Ci)
—— AN ’

F(C‘) F (Ci)
F(o) ar—) F’' (o)
F(C) F’'(C))

2 r¢c,> z

Alors, on note Catreec 1’amphi-catégorie (que nous lais-
sons au lecteur le soin d’expliciter complétement) telle

que (notamment) :

— Catreec est la catégorie de ses 1-fléches,

- si E et g:_' sont deux petites catégories avec réécri-
tures, alors Catreec(C,C") est la catégorie dont les
objets sont les foncteurs compatibles de 9:_ vers d_:_' et

dont les fléches sont les réécritures entre ces foncteurs

compatibles.

Si C = (C,R,=p) est une petite catégorie avec ré-
écritures, on note el la relation binaire sur F1(©)

telle que :

- si r: C —~> C, est une fléche de réécriture, alors
on a id(C) pr et r p id(C) ,

- si c et c, sont deux fléches de C et si

c, = c, , alors on a c;, p C; .

Dans ces conditions, on note p la relation d’équivalence
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compatible (avec la structure de catégorie de € ) engen-—
drée par p . Ainsi, a ¢ , sont associées trois relations
d’équivalence pg, (sur Ob(C) ), pgp =p (sur F1(©) )
et  pPccomp (Sur l’ensemble CComp(C) des couples de flé-
ches composables - i.e. consécutives — de C ), de sorte
qu’on dispose du diagramme d’applications compatibles ci-
dessous (o 1’on utilise les notations introduites en
Section A, 81.2 - i.e. en [S5.C.C.A.]1 -, concernant dom ,
codom , selid , comp et CComp , et en désignant par P.c

la i—-éme projection, quand i € {1,2} ) :

domc p1c
_ l selidc _ l comp -~ _
(0b«C)yp ) —— (F1(€),p, ) ¢——— (CComp(C),p___ )
codomd: ch

En passant aux quotients, on obtient le diagramme d’appli-

cations suivant :

dom P,
selid . comp _
Ob (C)/BobT F1l (C)/pni CComp (‘II)/pcchp
7 codom | p

11 représente le guotient C/p de € par p : c’est
seulement (en général) un graphe a composition, puisque le
produit fibré CComp(C) = F1(C) X0k (C)

général) préservé par passage au quotient.

F1(C) n’est pas (en

Alors, on désigne par C//p = C//p la catégorie librement

engendrée par le graphe a composition C/p . Au sens de
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[C.A.S.T.1, C//p est la catégorie guasi-guotient de C
par p (ou par 1’équivalence, ou 1’équivalence compatible,
engendrée par p ). On pourra dire que C//p est la caté-

gorie des "quasi-—composantes réécriture—connexes" de
12)
C

et on notera C//p =C//p = reec—ng(C) .

Par exemple, supposons que gi est la catégorie avec ré-

écritures représentée ci-dessous :
1d(Cz)

< 11

-  §
_
1d([i)| C1 Cz

C
v 2 .
—___)
Cz [ |1d(C§)

L]

id(C;)

De la sorte, C/p est le graphe a composition, sans autres

couples composables que les triviaux, représenté ci-
dessous :

id(Cz) = id(C;) =r

[

- = T = pF = =
1d(C) ' Ci————->E C, 2 —é——>c9 | 1d¢ c)
1 2

Tandis que C//p =C//p = reec—no(C) est la catégorie re-

12>

La catégorie Cr/ p—) de toutes les "quasi-composantes
réécriture-connexes " de C est donc Llibrement engendrée
par Lle graphe 4& composition Cc/ 5 des (seules’ composantes

réécriture-connexes de T .
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présentée (par le diagramme commutatif) ci-dessous :
1d(C2)
_ _ E1 l_ 1 Ez _ _
1d(Ci)| C& \\\ > C2 4 C3 lld(C;)

Clairement, le foncteur "quasi-composantes réécriture—
connexes" (qui résulte des constructions précédentes) :

reec—n, : Catreec —— Cat
C — C//p

est adjoint & gauche du foncteur “catégorie avec reéécritu-
res triviale" :

reec-Triv : Cat —— Catreec
C — (C,Selid(0b(C)) ,=)

(si on désigne par Selid(0b(C)) la sous-catégorie de C
dont 1les fléches sont toutes les idC(CD = selidc(C) .
quand C parcourt 0b(C) ).

Nous laissons au lecteur le soin de constater que 1°adjonc-—
tion (reec—ng,reec—-Triv) est (au sens de la Section B,
§5.3 - i.e. de [S.C.C.B.1) sous—jacente & une 2¥-réflexion
Voaireee = (Catreec,reec—®g,...,reec-Triv,Cat) .

Dans ces conditions, on vérifie facilement que :

- ¥aireec ©st (aux sens de la Section B, 83.3 - i.e. de

[S.C.C.B.1) amphi-co—compléte et amphi-compleéte,

- W.aireec €St (au sens de la Section B, §5.3 - i.e. de
[S.C.C.B.1) co-représentable.

Par contre, désignons par :

— Catreec; 1la sous—catégorie pleine de Catreec dont les

objets sont les catégories avec réécritures reec-Triv(l) ,
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reec-Triv(2) et reec-Triv(3® ,

- Catreec, 1la sous—catégorie pleine de Catreec dont les
objets sont“? reec-Triv(e) , reec-Triv(1) ,
reec-Triv() , reec—-Triv(3®) , reec-Triv(®) , reec-Triv(®’)
et reec-Triv(®@”) , ou @ , @ et Q" sont les catégo-
ries engendrées par les graphes orientés représentés ci-

dessous :

Q'
a® . . o :
Les catégories ¢, 1, 2, 3, @, @ et «Q consi-
dérées ici sont (@ des isomorphismes prés) les objets de la
syntaxe des catégories localement cartésiennes que nous

utilisons plus loin.
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= 6
3 4
1 2
0
Ql'

alors, on constate que :

= Yeatreee ©st (aux sens de la Section B, §5.3 - i.e. de
[S.C.C.B.1) suffisamment Catreecg—générée mais n’est pas
totalement Catreecg—connexe,

= ¥eatreee ©st (aux sens de la Section B, 85.3 - i.e. de
[S.C.C.B.1) suffisamment Catreecg—générée mais n’est pas

totalement Catreecg—connexe.

A la "présentation a la Freyd" des catégories lax-—

localement—cartésiennes du 81 de [E.S.C.C.] associons main-

tenant une premiére syntaxe (auxiliaire) :
T

comme suit.
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Toute "loi" x est présentée au §1 de [E.S.C.C.] sous la

forme générale suivante :

A4 2
I R

ou :

§' est une présentation (avec ou sans réécritures expli-
cites) d’une catégorie avec réécritures (et SL: est des-—
tinée & décrire la disposition mutuelle des arguments de la

loi » ),

- g; est (isomorphe a la catégorie avec réécritures tri-

viale) reec-Triv(1) ou reec-Triv(d) (et est des-

GJ
—o
tinée a décrire la sorte — ou le type — du résultat produit

par la loi 2 ),

- g; est une présentation d’une catégorie avec réécritures
et contient aussi bien gﬂ que E; (et g; est destinée
a décrire la disposition mutuelle des arguments de la loi

et du résultat qu’elle produit).

Alors, on impose que :

sont des objets et des fléches constituant un diagramme

commutatif de T,,.. s dés que :

- R = reec-Triv(1) ou X reec-Triv(a) ,
-1 R —a C et i’ : X —» G’ sont des injections,
- —a - —%

— le diagramme ci-dessous est commutatif :
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G ___’ GI'

—2 —a
iI [
R — G’
pub i —ax

v

Si a2 et »' sont deux lois, on impose que :

g L > G,
—2 —a
G’ - » 6

—a 2 —a2

sont des objets et des fléches constituant un diagramme
commutatif de Tallece + dés qu’on dispose d’un diagramme
commutatif de foncteurs compatibles satisfaisant (s) (i.e.
déterminé(s) par la dénotation des objets et fléches des

présentations concernées) tel que :

G, < > G,

—2 —

?\ N \
v
G .,
—a
1

L 4 f £

G
—a

G’ < > G

—2 —ae

Tout "axiome" o du 81 de [E.S.C.C.] peut trivialement

8tre présenté sous la forme générale suivante :
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I % | % = %

ou :

- ﬁa est une présentation (avec ou sans réécritures expli-
cites) d’une cat’ ,orie avec réécritures,

- 9& est (isomorphe a) 1’une des catégories avec réécri-
tures T, OU Dy représentées ci-dessous :

reec

(0,1)‘
/ \
0 l 1
AN y,
(0,1)2

reec

- E& est une présentation d’une catégorie avec réécritures

et contient aussi bien G que G’ .
—at —at

Alors, on impose que :
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sont des objets et des fléches constituant un diagramme

commutatif de T, » dés que :
"K\

- ! = reec-Triv(1) ou ¥ = reec-Triv(2) ou Y =1, ou
¥ = Rgqc »

¥y — 90( et i’ : ¥ — Ea sont des injections,

-3

— le diagramme ci-dessous est commutatif =

Si x est une loi et si a est un axiome, on impose gue :

Co 7o > &,
L -

sont des objets et des fléches constituant un diagramme
commutatif de Tattee s+ dés qu’on dispose d’un diagramme
commutatif de foncteurs compatibles satisfaisant (s) (i.e.
déterminé(s) par la dénotation des objets et fléches des

présentations concernées) tel que :
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(4

1®
|
l
&6

3
L4
>
L4

N

v
G
—a
15
k' k kl'
G
—%
n
Gl P > Gn
—2 —

Si 1’on note :

- Saltee le sous—graphe A& composition de T, consti-
tué des fléches telles que les 1 , i’ £ , £, J
i s k5 Kk précédentes,

= Wattce ® Battce — Tattce le foncteur injection cano-
nique,
= Vallce ® Balice — Catreec le foncteur associant a

tout objet & de S, ;.. la catégorie avec reéécritures

Vailec(8) = gen(G) engendrée par la présentation &G ,

alors Tallce = (Catreec,VyiccsSatteesWattee » Tattee? est
bien une syntaxe dont il est facile de vérifier que 1la
catégorie d:at:reet:‘:r“'-Lcc de ses algébres est isomorphe a
la catégorie LLCC des petites catégories lax—localement-

cartésiennes de [E.S.C.C.1.

Clairement, T, ©est une syntaxe transportable (au sens
de la Section A, 82.1 - i.e. de [S.C.C.A.1) par le foncteur
reec-n, : Catreec —— Cat .

Alors, si on note D", .. = reec—ng - Jgauee » 11 est fa-

cile de vérifier que 1la catégorie Cat‘D alce des
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D" qrecc—alagébres est isomorphe & la catégorie LCC des

petites catégories localement cartésiennes de [E.S.C.C.1.

A la "présentation a la Freyd" des catégories lax-
localement—cartésiennes du 8§81 de [E.S.C.C.] associons cette

fois une amphi-syntaxe
"U.cc = (Catreec,. leec 5Bllcc !Kl.l.cc ’Dllcc ),

en ne nous préoccupant plus que des lois # et des axiomes
a pour lesquels G et G ne contiennent aucune
—2 —a

réécriture explicite.

Pour les seules lois 2 telles que gﬁ ne contient aucune

réécriture, on constate que et nen contiennent

. C.
pas plus. Alors, on reprend intégralement les constructions

précédentes.

Si a est un axiome tel que G ne contient aucune ré-

écriture, on constate que g& et en contiennent né-—

Gl'
—

) . . A
cessairement, puisque G’ =1, ou G =D oo -

Alors, si &/ = Treec » ONn note 4_5_&,0 = reec-Triv(1) et,
pour tout r e {1,2} , on pose :
r : G — G
Oyr —a,0 —t
O — O

r

De méme, si 13_:: = Brgec » ON note d—:’:x,o = reec-Triv(z) et,

pour tout r € {1,2} , on pose :

Dans ces conditions, on impose que :
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a
1
mmmm—————
R " Y]
G’ o G
—t,0 <
-\ ......... f
o

sont des objets, des 1-fléches et une 2-flé&c™-: de

et que, pour tout r € {1,2} :

Dl.l.cc

sont des objets et des fléches constituant un diagramme

commutatif de D, .. A dés gue :

- ¥ = reec-Triv(1) ou Y = reec-Triv(a) ,

-Ji: ¥ — Qa et i : ¥ —> C,.o Sont des injections,

— le diagramme ci-dessous est commutatif :

[d ’ G!l

| ——"'—'-)ée

OQ
2
"

Si » est une loi et si a est un axiome pour lesquels

4_33 et & ne contiennent aucune réécriture, on impose

-
que, pour tout r € {1,2} :
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s}
L, t____) G
—,0 —at
(]
LA 28,

sont des ob 2ts et des fléches constituant un diagramme
commutatif de Dy.c » dés qu’on dispose d’un diagramme
commutatif de foncteurs compatibles satisfaisant (s) (i.e.
déterminé(s) par la dénotation des objets et fléches des

présentations concernées) tel que :

G' < > G"
— —
~ ~ \
=4
?’Ol s T G
—
4
G' k k"
-, 0
T
Co
k’ A
G' rd > G"
—2 —2
S§i 1°on note :
- Blice le sous—amphi—graphe a composition de Diice

constitué (seulement) des 1-fléches telles que les i,

s’

ir , £, ¥ , i, 35 s k , ks précédentes,
= Kitee ® Bllce — Dyiec 1’ amphi—foncteur injection

canonique,

= e & By — Catreec 1”amphi—-foncteur associant a
tout objet G de By la catégorie avec réécritures

Jcc(B) = gen(G) engendrée par la présentation G ,
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alors B = (Catreec,d ..;BccsKiee sPrice? est bien

une amphi-syntaxe. Mais, il est facile de constater que, ni
la catégorie Catreeczl'-cc de ses sesqui—algébres, ni la

catégorie Catreet:'m""cc de ses amphi-algébres, ne sont
isomorphes a la catégorie (qui s’identifie seulement A
l17une de leurs sous—catégories pleines strictes) 0LLCC des
petites catégories lax—-localement—cartésiennes de
[E.S.C.C.1.

Clairement, 1’amphi-syntaxe .. est llo-modifiable (au
sens de la Section B, §85.2 - i.e. de [S.C.C.B.]) et sa
Mo—modification TN (B, ) est une syntaxe transportable
(au sens de la Section A, §82.1 - i.e. de [S.C.C.A.])) par le
foncteur reec-n, : Catreec —— Cat .

Alors, si on note Dice = reec—Tng - NP> , il est

facile de vérifier que 1la catégorie Cat'D‘-CC des
Di..—algébres est isomorphe a la catégorie LCC des peti-

tes catégories localement cartésiennes de [E.S.C.C.1J].

Par construction, Litce = (Blicer D) est une
¥oatreec—laxification (au sens de la Section B, §5.4 - i.e.
de [S.C.C.B.D.

On constate sans difficulté que :

(Fatreec s (L) ? n"a pas la propriété de suffisante
sesqui—compl étude Catreecg—connexe (au sens de la Section
B, 85.5 - i.e. de [S.C.C.B.1 - et en reprenant la notation
de la Section B, §85.4 - i.e. de [S.C.C.B.] - concernant le
Toatreec—S€squi—élargissement FPCE ) associé a la

¥oatreec—laxification £, .. ),

Foatreec s ¥ (L 1) ) n'a pas la propriété de suffisante

amphi-compl étude Catreecg—connexe (au sens de la Section B,
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§5.5 - i.e. de [S.C.C.BE.]1 - et en reprenant la notation de
la Section B, §85.4 - i.e. de [S.C.C.B.]1] - concernant le
Yeatreec—amphi—élargissement ELE ALY associé a 1la
Yoatreec—laxification &£, .. ).

A fortiori, il est clair que :

(Feaireec s (Luee) ? n’a pas la propriété de suffisante

sesqui—compl étude Catreec,—connexe,

(L 1) ? n'a pas la propriété de suffisante

(wcatrooc s

amphi—compl étude Catreecg,—connexe.

I1 est facile de déduire des constructions précédentes

un ¥, -sesqui-élargissement (au sens de la Section B,

atreec
§5.4 — i.e. de [S.C.C.R.1) :
3u.cc = (ml.l.cc X !’Tl.lcc X !‘D"Lcc ' X 'Dl'.cc )

en notant =

- TMiee la syntaxe (& laquelle T allee est évidemment
isologue, au sens de 1la Section A, 82.F7 - i.e. de
[S.C.C.A.]) obtenue par "réunion" de T allee et

PP ) (en reprenant la notation de la Section A, 84.3
- i.e. de [S.C.C.A.13 - concernant 1la syntaxe de co-

représentation XPrL(B, ) associée & By ).,

- X "l’injection canonique" de XFFPH( B .) dans T ,
et (puisque TUee est manifestement reec—n,—transpor—
table, au sens de 1la Section A, §2.1 - 1i.e. de

[S§.C.C.A.1) =

= D"ee = reec—ng - IMcc la syntaxe (& laquelle D", .. »
et donc 2D, , sont isologues, au sens de la Section A,

§2.3 — i.e. de [5.C.C.A.1) transportée correspondante,

- g l1’isologie de 2., vers D"\ .
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Alors, il est clair que :

= Bllce est un ¥ e SESquUi-élargissement petit et
ayant un rang (aux sens de la Section B, §5.4 - i.e. de
[S.C.C.B. 1.

De m&me, on vérifie sans difficulté (en reprenant la nota-
tion de la Section B, §5.5 - i.e. de [S.C.C.B.]l - concer-

nant la classe C ) que :
(‘I’catrooc . zI.I.cz: )

- ¥

catreec est (au sens de la Section B, §5.4 - i.e. de

[S.C.C.B.1) suffisamment Catreecg—connexe pour la classe

C(Q y (de toutes les petites catégories avec

catreec® zl.l.cc
réécritures, sous—-jacentes A& une structure de catégorie
lax—localement—-cartésienne librement engendrée par une

catégorie)“‘ﬁ

Enfin, on déduit immédiatement des 683, 4 et 5 de
[(E.S.C.C.1, i.e. de la preuve des seuls points (i) et (ii)
du théoréme du §2 de [E.S.C.C.] (quand bien m8me, 1’énoncé
de ce théoréme ne fait allusion qu’aux catégories lax-
localement-cartésiennes lidrement engendrées par un graphe

orienté), que :

- toute TUec—algébre (i.e. toute catégorie lax-—
localement-cartésienne) est ¥_,, .o.—quotientable (au sens
du "Correctif & apporter & la Section B, 85.5" - i.e. de
[S.C.C.X. D).

Tout ceci signifie donc que :

- le couple ¥, a la propriété de suffisante

atreec !zl.!.cc )

(14)

\pcatreoc est méme suffisamment Cat reecg-connexe pour
la classe Cilec de toutes les catégories avec réécritu-
res, sous-jacentes a une quelconque structure de catégorie

lax-localement-cartésienne.
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sesqui-complétude Catreecy—connexe (au sens de la Section
B, 85.5 — i.e. de [S.C.C.B.1).

En conclusion, d’un point de vue "sémantique" (i.e. en
appliquant la proposition S de la Section B, 85.5 - i.e. de
[S.C.C.R]1), 1la propriété de suffisante sesqui-complétude
Catreec,—connexe précédente permet d’affirmer — pour faire

court — que =

— les quasi-composantes réécriture—connexes de la catégorie
lax—localement—cartésienne librement engendrée par une
quelconque petite catégorie C en sont exactement les
composantes réécriture—connexes, elles sont canoniquement
munies d’une structure de catégorie localement cartésienne,
et c’est la structure de catégorie localement cartésienne

librement engendrée par C ,

si bien gqu’on retrouve, de la sorte, mais par application
de méthodes générales, ce qui est établi directement en
CE.5.C.C.] (1.e. ce qui résulte de la preuve du point (iii)
du théoréme du 82 de [E.S.C.C.1, quand bien m8me son énoncé
ne concerne que les catégories <€ librement engendrées par

un graphe orienté).

De mEme, d’un point de vue "syntaxique" (i.e. en appliquant
la proposition 6 de 1l1la Section B, 85.5 - 1i.e. de
[S.C.C.B.1), la propriété de suffisante sesqui-—complétude
Catreec,—connexe précédente permet d’affirmer que la "théo-
rie" des catégories localement cartésiennes, i.e. la théor-
ie achevée engendrée (au sens de la Section A, 82.3 - i.e.
de [S.C.C.A.1) par D, » est une image de la "théorie"
des catégories lax—-localement-cartésiennes, i.e. de 1la
théorie achevée engendrée par 7| .. - Ce gu’on peut inter-

préter — pour faire court - en énongant que :
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- toute propriété éguationnelle des catégories localement
cartésiennes est démontrable ‘"par réécritures et 2-
réécritures” (i.e. par réécritures d’objets et réécritures
de fléches) dans une catégorie lax—localement-—-cartésienne

appropriée...

Section € - §6. - page 71



Bibliographie de la Section C

[C.A.5.T.1

[E.S.C.C.1

[S.C.C.A.1]

[S.C.C.R.1]

[§.C.C.X.1]

C. Ehresmann, Catégories et structures, Dunod,
Paris, 1965.

F. Cury, Catégories lax-localement-cartésien-—
nes et catégories localement cartésiennes : un
exemple de suffisante complétude connexe de
sémantiques initiales, Diagrammes 25, FParis,
1991.

F. Cury, La suffisante complétude connexe,
Section A : amphi-syntaxes, amphi-algébres et

sesqui-algébres, Diagrammes 30, Paris, 1993.

F. Cury, La suffisante complétude connexe,
Section B : théorie générale, Diagrammes 31,
Paris, 1994.

F. Cury, La suffisante complétude connexe,
Correctif 2 apporter a la Section B, §5.5,

Diagrammes 32, Paris, 1994 (ce volume).

Section € - Biblio. - page 1



Table de la Section C

Introduction de la Section C

Exemples

6.1,

Bibliographie de la Section C

Table de la Section C

Exemples de graphes a

composition ................ ...

Exemples de syntaxes et

d’algébres ............ ... 0.

Exemples d’amphi—graphes a

composition ............ ... 000

Exemples d”amphi-syntaxes,

d’ amphi—-algébres

et de sesqui-algébres ...........

Exemples de laxifications
possédant la propriété de

suffisante complétude

(totalement) connexe -...........

Exemple d’élargissement

possédant la propriété de

suffisante complétude connexe ....

........

.............................

Section C - Table - page 1

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

17

24

30

41

51



