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PREFACE

On sait depuis Lawvere [ 1968 ] qu'un certain nombre de concepts spécifiques aux
structures algébriques classiques possedent des analogues en algebre universelle
"catégorique"” , i.e. enl'espéce entermes de théories de Lawvere . Par exemple, on sait ce
qu'est une théorie de Lawvere commutstive {voir Linton [ 1966]) ou bien ce qu'est le produit
tensariel de deux théories de Lawvere { voir Freyd [ 1966 ] ) ou hien encore ce qu'est une
théorie de Lawvere affine {voir Lawvere [ 1968]) ...

De ce point de vue, le présent travail aboutit a une théorie des "extensions de théories de
Lawvere" qui est bien I'analogue de la théorie classique des extensions (de degré fini) de
corps ou d'anneaux (et qui, d'ailleurs, I'englobe) .

En fait, initialement, je ne m'étais posé qu'un classique probléeme de caractérisation
syntaxique d'une certaine propriété sémantique. Ce n'est qu'au fur et & mesure que cetfte
caractérisation s'est avérée fournir des homomorphismes entre théories de Lawvere se
comportant exactement "comme" des extensions {de degré fini) de corps.

Le probleme initial se posait en ces termes :

-si [H]:[T]--—-=[T"] estun homomorphisme entre deux théories de Lawvere, alors on
sait (voir essentiellement Lawvere [ 1968 ] et/ ou I'Annexe) qu'il induit un foncteur d'oubli
Mod ([H]):Mod {[T"]---->Mod ([ T]) entre leurs catégories de modéles {ou algebres)
et que ce foncteur admet un adjoint a gauche L1:Mod ([T]) ---->Mod ([T"]) .

- alors, sachant cela, a quelles conditions portant sur [H] peut-on affirmer que
I'endofoncteur Mod ([H]). L yj:Mod ([ T])---->Mod ([T]) est r-déployé (resp. r-

co-déplayé) . i.e. équivalentaufoncteur (-)7 (resp. r.(-)). lorsque r estun entier fixe ?
Ce probleme général est évidemment suggeéré par le cas particulier classique decrit comme
suit

-si K (resp. K') estun corps commutatif, alors la categorie K-Yect {resp. K'-VYect) des
K-espaces vecloriels {resp. des K'-espaces vectoriels) est (canoniquement) équivalente a la
categorie Mod {[T k1) (resp. Mod ([T - ])) d'une certaine theorie de Lawvere [T k]

{resp. [Tyl).
- si,de plus , h:K-->K est un homomorphisme de corps, alors il lui est associé un
homomorphisme [H]:[T]-—->[T g ] entre théories de Lawvere, de sorte que le

diagramme ci-dessous commute :

K¥ect— - ->Mod([Tgl)

U Mod ([H])
, V.
" —>Mod ([Tk])

e

\/
K-Yect —



{od U:K-Vect---->K-Yect estle foncteur " K-espace vectoriel sous-jacent" ),
- sachantcela, si h présente K' comme une extensionde K de degré fini r , alorsil
estfacile de vérifier que I'on a (simultanément) :

(-)"~r.(-)= Mod ([H]).Liny:Mod ([T g]--->Mod ([Tgl)

{puisqu'il en estde méme pour U .V :K-Yect---->K-Yect, si ¥ désigne I'adjoint & gauche
de U).

C'est le but essentiel des Chap. 1, 2et3 que de réesoudre completement ce
probleme de caractérisation.
Ainsi, nous établissons que I'endofoncteur Mod ([H]) . L[ est r-déployé (resp. r-co-
déployé) si, et seulement si, I'adjonction canoniqgue (L. Mod ([H])) peut se
"prolonger” enune (ou encore estune coniraction d'une) sur-adjonclion (i.e succession
d'adjonctions) (L'.L[y;.Mod{[H])) {(resp. (L;yj.Mod([H]).R')).
Alors, dans ces deux cas de sur-adjonctions, on prouve que la duale de I'adjonction “la plus a
gauche" (L'.L;yjy) (resp. (L{yj.Mod([H])) serestreint (le long des plongements
de Yoneda) enune adjonction {H,D) {resp. {(G.H)) ou:
-D:[T')--->[T] (resp. G ) estune réafisstion {i.e un homomorphisme ayant un
certain exposant, enl'occurrence r),
-D.H:T--->T (resp. G.H ) estun endofoncteur qui est r-déployé.
Evidemment, pour formaliser et demontrer précisement ce résultat, on ne peut pas s'abstenir
de choisir les projections présentant les puissances r'¥™es ytilisées. Ceci conduit 3 traiter le
probleme de la cohérence de ces choix avec, notamment, les choix canoniques donnés dans
la theorie de Lawvere [T].

Les Chap. 4, 5, 6 sont consacres a une analyse plus poussée de la solution obtenue.
Si [H]:[T]-->[T'] admetune realisation, d'exposant r , adjointe a droite (resp. a
gauche) D:T'---->T f{resp. G:T'---->T ), alors on établit que la categorie de Kleisli de
la monade (resp.delaco-monade) D . H:T-—-->T (resp. G.H:T-->T ) est
canoniguement munie d'une structure de théorie de Lawvere isomorphea [T'] . Autrement
dit, les homomorphismes [H]:[T]---->[T"] . solutions du probléeme initialement pose,
sont totalement détermines {en méme temps que [T"] ) parles seules proprietesde [T] :
précisement par la seule donnée d'une monade (resp. co-monade) particuliere sur [T].
C'est seulement parvenu a ce point qu'une interprétation précise de ces catégories de Kleisli
permet de découvrir que ce sont :
- dans le premier cas {des monades) , des structures de théories de Lawvere sur le graphe
des r-uples de fleches (ayant méme domaine et méme co-domaine) de [T],
- dans le deuxieme (des co-monades) , des structures de théories de Lawvere engendrées
par [T] alaquelle on adjoint des racines d'équations a coefficients dans [T].
par conséquent, qu' il est completement justifié d'appeler ces homomorphimes [H] .
solutions du probleme poseé, des extensions . Cependant il convient ici de préciser davantage :
dans le premier cas nous dirons qu' il s'agit d'extensions gauches et dans le second,
d'extensions droites . En effet, contrairement a ce qui se passe dans le cas particulier des
corps {outoute extension K' dedegréfini r sur K peuttout autant s'interpréter comme
une structure de corps surles r-uplesde K que comme un corps de rupture d'un polynome
a coefficients dans K) , les extensions gauches que nous obtenons ne sonl pas en général



des extensions droites etinversement {ce n‘estvraiquesi [H] estun homomorphisme de
Frobeénius, au sens de Lawvere [1968]).

Enfin, on souligne I'effectivité de ces interprétations en montrant, d'une part, comment on peut
pratiquement présenter (par générateurs et relations) les monades (resp. les co-monades)
considérees sur [T] et d'autre part en nous attachant a décrire dans quelques exemples
{qu'on peut considérer comme génériques) toutes les extensions tant gauches que droites de
certaines théories de Lawvere particulieres.

Certains points sont seulement signalés au passage : nous avons jugé que leur

déeveloppement, qui ne présente aucune difficulté vu ce que nous en suggérons, nous
eloignerait du sujet. C'est le cas, par exemple, de l'interprétation d'une théorie de Lawvere en
termes d'algébre d'une monade sur la catégorie des théories de Lawvere.
Au contraire, d'autres points, sur lesquels ce travail debouche tout naturellement, doivent faire
I'objet d'une étude speécifique qui déborderait frop largement le cadre du présent travail. il en
est ainsi, notamment, de “la theorie de Galois" des théories de Lawvere, dans laquelle les
"groupes de Galois" y deviennent autant de groupes de “dualitées" de structures algébriques
(voir Lair [ 1974]).

Afin de rendre ce travail aussi "auto-contenu" que possible, nous avons rassemblé

dans une Annexe les résultats classiques que nous utilisons (concernant essentiellement les
monades et les théories de Lawvere) . Les références courantes sur ces sujets sont Mac Lane
[1971] et Lawvere [1968].
La terminologie introduite dans ce texte au fur et & mesure pourrait, en premiére lecture,
paraitre surabondante. Mais il était nécessaire d'isoler graduellement suffisamment de
concepts pour dégager, de la solution du probieme initialement posé, les fondements de la
théorie des extensions des théories de Lawvere. Ansi, nous espérons que le lecteur sera
finalement convaincu qu'on ne pratique ni le jeu de mots gratuit ni l'usage abusif d'un luxe
inutile de precisions lorsqu'on énonce par exemple que : “aux contractions droites d'indice r
correspondent exactement les extensions gauches de degre r *.







CHAPITRE 1

Point de vue sémantique :
foncteurs théorisables et contractions

Sommaire

1. Foncteurs déployés et co-déployés

2. Puissances et co-puissances

3. Sur-adjonctions et indices

4. Contractions

5. Une propriété des foncteurs théorisables

PPTEPT
DNTAN

0. Introduction

Soit h:A---->A'" un homomorphisme d'anneaux commutatifs unitaires.

Le foncleur d'oubli évident ( “ A-module sous-jacent") U :A'-Mod ----> A-Mod , de la
catégorie des A'-modules vers celle des A-modules, admet évidemment un adjoint & gauche
L: A-Mod ----> A'-Mod ; il est facile de voir que, pour tout A-module E ., L(E) estia
structure canonique de A-module surie A-module E® , A'.

Si A' estun A-module /Abre de dimension fnie r sur A, alors celie adjonction (L, U)
est assez particuliére : naturellemententoutobjet E de A-Mod . le A-module U.L (E)
est produil mais aussi somme de r copiesde E.

Aux §§1 et 2, nous étudions de telles adjonctions (L, U) . ou de tels endofoncteurs de
laforme U.L , pourlesquelles on a une présentation (appelée déploiement) sous forme

de puissance U .L=(-)', ouencore une présentation (appelée co-déploiement) sous
forme d'une co-puissance U.L=r.(-).

Un fait plus remarquable se produit.



On sait que la catégorie A-Mod (resp. A'-Mod ) est la catégorie des modéles d'une
théorie de Lewere [T ] (resp. [T 1) . de sorte que le foncleur d'oubli
U:A-Mod ----> A-Mod  est un foncteur théorisable , i.e. induit par un homomorphisme
[H]:[T]--->[T1 ({(voir Annexe ,§4). Ainsi L estl'adjointagauche que U possede
(comme en posséde tout foncteur théorisable) .

Onmontre au §5 que, si l'adjonction (L ,U) ., associée & un quelconque foncteur
theorisable U , est de puissance (resp. co-puissance) r , alors on dispose de plus
d'adjoints que le seul L prévu {voir Annexe ., § 4, prop. 9) . Précisement, L admet aussi
un adjointagauche L' (resp. U admet aussiun adjoint & droite R ) et donc I'adjonction
canonique (L,U) s'élend enune sur-adjonction (L'.L,U) (resp. (L.U,R)) telle
que celles introduites et étudiées aux § 3 . A contrario, on peut exprimer que (L.U) est
une contracion de (L'.L,U) (resp. (L,U,R)) telle que celles introduites et
étudiées au § 4.

Ce sont les propriétés sémantiques établies au § 5 qui nous seront essentielles dans la
suite pour caraciériser syntaxiquement ces homomorphismes [H]:[T]---->[T] de
théories de Lawvere présentant [T°] comme exension de [T].

1. Foncteurs déployés et foncteurs co-déployés

Soit C unecatégorie, M:C---->C unfoncteuret r un entier.

Onditque M est r-déployé si, et seulementsi:
-pourtoutobjet C de C, onpeut choisir un cone projectif produitdans C:

P(C)=(P(C):M(C)-->Clyig, .

de sorte que :
+ pour toute fieche c:C--->C' de C etpourtout 1<i<r, le diagramme ci-
dessous commute :

M(c)
M{C) M(C')

| |

P(C) P(C)

Q<

c —



Alorsonditque P estun r-déploiement de M.

Clairement si M estr-déployéetsi P et P en sont deux r-déploiements, on dispose
d'une unique transformation naturelle inversible p (P,P'):M==>M telle que:
-pourtoutobjet C de C etpourtout 1<i<r, le diagramme ci-dessous commute :

p(P.P')(C)
M(C) — M(C)

P(C) _—"Po)

c&”

On dit dualement, que M est r-co-déployé si, et seulementsi:
-pourtoutobjet C de C, on peutchoisir un cone inductif somme dans C :

S(C)=(8(C):C-—->M(C)) iy .

de sorte que :
+pourtoute fleche c:C--->C' de C etpourtowt 1< i< r, lediegramme ci-
dessous commute :
M{c)
M(C) M(C')
A N
3{C) 3(C');
Cc c
c
Alorsonditque S estun r-co-déploiemeni de M.

Cloirement si M estr-co-déployéetsi S et §' en sont deux r-co-déploiements, on
dispose d'une unique transformation naturelle inversible s(S,S8'):M==>M felle que:
- pourtoutobjet C de C etpourtout 1 <i<r, lediagramme ci-dessous commute :

s{S.8')C)
M(C) - M(C)

>

\C”



Par exemple, soit h:A---->A' un homomorphisme d'anneaux commutatifs unitaires
ot A' estun A-module libre de dimension r etdont b=(by........ b,) estune
base.

Pourtout A-module E , le cOne projectif :

Pﬁ (E)=(id (E)@A Bi IE@AA' “")Eh gigr
ou:
-pi A --->A estpourtout 1<i<r, I'application A-linéaire définie par g;(b;) =1,
et Bi(bj)=0A . Si i#i .
- E estidentifiea E®pA,
est un cone produitdans A-Mod .
Ainsi, si U:A-Mod ----> A-Mod  est le foncteur A-module sous-jacentet L son adjoint &
gauche, alors I'endofoncteur U.L est r-déployéet P, enestun r-déploiement

De fagon analogue, pour tout A-module E ., le cone inductif :

SB-(E) =(id(E)@pp" | (E-->E® A" )y ci¢r
ou:
-g' tA-->A" est pourtowt 1<igr, I'applicaion A-linéaire définiepar g'(14) =b;.
- E estidentifiea E®,A ,
est un cone somme dans A-Mod .
Ainsi U.L estr-co-déployéet 8, enestun r-co-déploiement.

2. Puissances et co-puissances

Soit (L:C--->B,R:B---->C) une adjonction {voir Annexe ,§1).

Onditque (L.R) estde puissance I'entier r si, et seulementsi:
- lefoncteur R.L:C--->C estr-deploye.

On dit, de méme, que (L.R) estde co-puissance I'entier r si, et seulementsi:
- lefonctewr R.L:C---->C estr-co-déploye .

Dapréesle §1.si h:A-->A" est un homomorphisme d'anneaux commutalifs
unitaires, si A' estun A-module libre de dimension r , si U:A'-Mod ----> A-Mod
désigne le foncteur d'oubli évidentet L son adjoint 2 gauche, alors I'adjonction (L.U) est
de puissance et de co-puissance r.



3. Sur-adjonctions et indices

Onditque (E:X-->Y,F:Y--—-->X,G:X---->Y) estune sur-adjonclion si, et
seulement si {(voir Annexe , §1) :
- (E,F) estune adjonction,
- {F.G) estune adjonction.

Dans la suite, on supposeraque X et Y ontsufissamment de sommes et produits.
il estfacile de vérifier que :

1. 8 r estunentieretsi (E,F,G) es!une sur-adjonclion alors le
foncleur E.F estr-co-déployé si, el seulemenisi, G.F estr-déployé.

Preave. Si (E: X-->Y F.Y-->X,G:X--->Y) estune sur-adjonction alors,
naturellemententousobjets Y et Y' de Y, ona:

Hom (E(F(Y)).Y')~Hom (F(Y) . F(Y'))>Hom(Y.G(F(Y'))).

Par consequent si E.F estr-co-déployé, naturelemententousobjets Y et Y' de Y,
ona:

Hom (Y. G (F(Y')})~Hom(E(F(Y)).Y')
~ Hom (r.Y,Y')>~ Hom(Y.,Y' )~ Hom(Y,Y')
(puisque Y aassez de produits).

On en déduit que, naturellemententoutobjet Y' de Y, ona G(F(Y'))xY'T, ie. que
G.F estr-déployé.

Reéciproguement si G.F estr-déployé, natureliemententousobjets Y et Y' de Y on
a:

Hom (E(F(Y)).Y' )~ Hom(Y.G(F(Y')))
~ Hom(Y.Y' ")~ Hom(Y,Y' )~ Hom (r.Y,Y')
{puisque Y aassezde sommes).

On en déduit que, naturellemententoutobjet Y de Y, ona E(F(Y))xrY, ie. que
E.F estr-co-déploye. Fin de ia preuve.

De méme, il est clair que :

Propasition 2. Si 1 estunenfereisi (E.,F,G) es!une sur-adjonction alors ie
foncleur F_E est r-co-dépioyé si el seuiement si fe foncleur F .G  est r-déployé .



Preuve. Si (E . X--->Y , F:Y--->X,G:X--->Y) estune sur-adjonction, alors
naturelilemententous objets X et X' de X, ona:
Hom {X.F (G {X')) )~ Hom (E (X).G (X') )~ Hom (F {(E {X)).X).

Par conséquent si F.G estr-déployé, naturellement entous objets X et X' de X,
ona:

Hom (F (E (X)).X')~ Hom (X,F (G (X')))
~ Hom (X, X' ")~ Hom (X, X' )"~ Hom (r.X,X').

On en déduit que, naturellement en toutobjet X de X, ona F(E(X))xr. X, ie. que
F.E estr-co-déployé.

Reciproquement si F.E estr-co-déployé, naturellement entous objets X et X' de X
ona:

Hom (X, F (G (X')))~ Hom (F (E (X)).X')
~ Hom (r.X, X' )~ Hom (X, X' )'~ Hom (X.X'").

On en déduit que, naturellement en toutobjet X' de X, ona F({(G(X))= X', ie. que
F.G estr-déploye. Fin de ia preuve .

Soit (E.F,G) une sur-adjonction .

Onditque (E.F,G) est d&'indicedroit l'enier r si, et seulement si, l'une des deux
conditions suivantes, équivalentes d'apreés la proposition 1, estvérifiée :

- lefoncteur E.F estr-co-déploye,

- lefoncteur G.F estr-déployé .

De méme, onditque (E.F,G) est d'indice gauche l'entier v si, et seulement si, I'une
des deux conditions suivantes, équivalentes d'apres la proposition 2, est vérifiée :

- lefoncteur F.E estr-co-déployé,

- lefoncteur F.G estr-déployeé.

(On remarque que, dans la proposition 1 , lefoncteur F , ceniral/ dans la sur-adjonction,
s'écrita droile dans les deux assertions équivalentes.

De méme, on remerque que, dans la proposition 2 , le foncleur F , central dans la sur-
adjonction, s'écrita gauche dans les deux assertations équivalentes de cette proposition.
Ainsi, la terminologie adoptée dans les deux définitions qui précédent se trouve-t-elle justifiée
les adjectifs droite et gauche, font référence ala place occupée dans les composés par le
foncteur central de la sur-adjonction. )

Par exemple, soit h:A ----> A' un homomorphisme d' anneaux commutatifs unitaires,
ol A' estun A-module libre de dimension r . etsoit U:A-Mod ----> A-Mod le foncteur
d’ oubli .



Non seulement U admetun adjointagauche L , mais U admet aussi un adjoint & droite
R : il estfacile de vérifier que pourtout A-module E , R{E) estla structure de A'-module
canonique surle A-module A-Lin (A'.E) (des applications A-linéairesde A' vers E).
Alors (L.U,R) estune sur-adjonction et comme (L.,U) estde co-puissance r
(d'aprésle §2 ), onvoitque (L,U,R) estune sur-adjonction d'indice gauche r.

4. Contractions

Soit (L:C---->B,R:B---->C) une adjonction {(voir Annexe,§1).

Onditque (L.R) estune contraction droite d'indice ['enfier r si, et seulementsi:
- L admetun adjointagauche L':B---->C,
- la sur-adjonction (L',L,R) estd'indice droit r.

(ici, I'adjectif droile exprime deux choses :

- l'adjonction (L,R) occupe laplace de droite dans la sur-adjonction construite,

- dans les composeés de foncteurs que nous devrons considérer, le foncteur central de cette
sur-adjonction s'écrit a droite. )

On dit, de méme, que (L.R) estune contraction gauche d'indice I'entier r si, et
seulement si :

- R admetun adjointadroite R':C---->B,

- la sur-adjonction (L.R,R') est d'indice gauche r.

(Des considérations analogues aux précédentes justifient I'usage de I'adjectif gauche. )
Les propositions 1 et 2 qui précédent peuvent alors s'écrire :

Propasition3. Si v estun entier el si l'adjonction (L, R) est une coniraction droile
d'indice r, alors l'adjonction (L,R) eslde puissance r.

Proposition4. Si r estun enfier el sil'adjonction (L.R) estune contraction gauche
d'indice r, alorsl'adjonction (L.R) eside co-puissance r.

D'apres le § 3 quiprécéde,si h:A ----> A" est un homomorphisme d'anneaux
commutatifs unitaires oi  A' estun A-module libre de dimension r, nous pouvons dire que
l'adjonction (L,U) estune contraction gauche d'indice r.

Au paragraphe suivant nous serons en mesure d'établir que le foncteur
L: A-Mod ----> A'-Mod admet également un adjoint & gauche de sorte que cette méme
adjonction (L.U) estaussiune contraction droite d'indice r.



5. Une propriété des foncteurs théorisables

Soit [H]:[T]---->[T] unhomomorphisme de théories de Lawvere {(voir Annexe,
§4).

On sait {voir Annexe, § 4, prop. 9 ) que le foncteur théorisable :
Mod ([H]) :Mod ([T"]) ---->Mod ([T])

admet un adjoint & gauche :
Lywy:Mod ([T]1) -->Mod ([T']).

Par conséquent, on dispose d'une adjonction canonique ( L;yy.Mod ([H])). Pour cetie
adjonction particuliére, les réciproques des propositions 3 et 4 precédentes sont exactes (ce
qui est faux pour des adjonclions quelconques).

Préciséement, montrons que :

antm&on 5. 8 [H]:[T]-—->([T] estun homomarpmsme enire théories de
Lawvere elsi 1 estun entier, alors les deux asserlions suivantes sonl équivalentes :

() r'adjonction canonique (L 7.Mod ([H])) estde puissance v,
(i) I'adjonction canonique (L;yy.Mod([H])) estune contraction droite d'indice .

Preuve. Laproposition 3 prouve que (i) implique ).

Reciproguement, supposons que le foncteur :
Mod ([H]) . L yy:Mod ([T]) ---->Mod ([r1)

est r-déploye.
Pour toutentier me< N et natureliement en toutobjet F de Mod ([T]). nousavons:

Hom (Yp (T ™). Ly 3(F)) =Hom (L 43 (Y 73(T™)). Lpua(F))
~ Hom (Yp73(T™).Mod ([H]) . Lt 43(F))
~ Hom (Y[T](Tm).F')
~ Hom (Y[T](Tm),F)r
~ Hom (r. Y[ 79(T™).F)
{(voir Annexe,§4).

Parconséouent v Yo7 o(TM) estunohietiibre engendrépar Y 5(T' ™) relativement &
LiH)

Comme Y[T]°° estdenseet Mod[T] estco-compiéte (voir Annexe, § 4, prop. 8 et
12 ). on en déduit que L H) admet un adjoint a gauche L' .

D'apres la proposiion 1, L'. Ly est r-co-déployeé.

Ainsi, I'assertion (i) implique I'assertion (ii). Fin de la preuve.



Monfrons, de méme, que :

Proposition 8. Si [H]:[T]---->[T'] estun homomorphisme entre théories de Lawvere
elsi r estunentier, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

() /'adjonction canonique (L;yy.Mod([H])) estdeco-puissance v,

(i) I'adjonction canonique (L;y.Mod([H])) estune coniraction gauche d'indice .

Preuve. L'assertion (i) implique I'assertion (i) , d'aprés la proposition 4.

Réciprogquement, supposaons que le foncteur :
Mod ([H]). Ly Mod ([T])---->Mod ([T])
est r-co-deployeé .
Pour toutentier m, on ales "isomorphismes de cones inductifs" de Mod ([T]) suivants:

Mod ([HIX Y[ y{m'm) )2 Mod ([H]) . Ly (Ypry(mm) ) r. Yerslng)
{voir Annexe , § 4) .

Comme Ypyy:[T]--->Mod([T])® estun modeéle (voir Annexe , § 4 , prop. 8 ), pour
toutentier m , le cone Yiri{vm) est un cone limite inductive dans Mod ([T]). Les
limites inductives commutant entre elles, il en résulte que, pour tout enier m , le cone
Mod ([H]){Y[r(7'n)) estaussiun cone limite inductive dans Mod ([T ]).

On en déduit que Zyy=Mod ([H])%. Y[ 1:[T]-—->Mod ([T]) estun modéle et

qu'alors (voir Diers [1976] et Lair [ 1979] ), le fonctewr Mod ([H]) admet pour adjoint a
droite le foncteur :

R: MOd([T])----)MOd([T'])
------------- >(Hom (Z;y1(-).F):[T]-—-->Ens).

D'apres la proposition 2 , lefoncteur Mod ([H]).R' est r-déployé.
Ainsi, l'assertion (i) implique I'assertion (ii) . Fin de /2 preuve.

Reprenons I'exemple type des modules , i.e. supposons que h:A ---->A' estun
homomorphisme d'anneaux commutatifs unitaires.

On sait (voir, nolamment, Annexe . § 4, prop. 8) que le foncteur "A-module sous-jacent”
U:A'-Mod ----> A-Mod  estthéorisable, i.e. "équivalent” au foncleur :

Mod ([H]):Mod ([T']) ---->Mod ([T]) .

ou:

-[T] (resp. [T']) estladuale de la sous-catégorie pleine de A-Mod (resp. A'-Mod )
dontles objets sontles A™ (resp. A'™) , quand m parcourt N,

- [H]:[T]-—-->[T'] estlefoncteur dual de la restriction de I'adjointagauche L de U.



Si A' estun A-module libre de dimension r, cnawu que I'adjonction (L.U) estde
puissance r, donc aussi l'adjonction (L;y;.Mod ([H])).

La proposition § prouve que Ly admet un adjoint & gauche. Par équivalence, elle prouve
également que le foncteur L admet un adjoint & gauche.

Ainsi, I'adjonction canonique (L, U) estune coniraction droite d'indice r.

La proposition 6 explique pourquoi U admet également un adjoint a droite R . En effet,
par équivalence, I'adjonction (L{Hj.Mod ([H])) estde co-puissance r : c'estdonc une
contraction gauche d'indice r, etl'adjonction canonique (L, U) acette méme propriété .
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CHAPITRE 2

Point de vue syntaxique :
théories de Lawvere et extensions

Sommaire
1. Realisations et exposants p. 12
2. Cohérence p. 14
3. Exdensions et degreés p. 16
4 Cohérence totale des extensions p. 17

0. Introduction

Reprenons I'exemple des modules, i.e. supposons que h:A ----> A" estun
homomorphisme d'anneaux commutalifs unitaires, puis désignons par U : A'-Mod ----> A-Mod
le foncteur A-module sous-jacentetpar L :A-Mod ----> A-Mod son adjoint a gauche.

Si A' estun A-module libre de dimension r sur A, alors on sait d'aprés le Chap. 1, que
L admet aussi un adjoint & gauche ouque U admet aussi un adjoint a droite. Autrement dit,
il y a correspondance entre la propriété pour h de présenter A' comme extension (au
sens classique) de A etla propriété pour (L,U) d'élre une contraction (au sens du
Chap. 1).

On sait que la catégorie A-Mod (resp. A-Mod ) est théorisable, i.e. est équivalente a
la categorie des modeles d'une theorie de Lawvere [T] (resp. [T']). etque U est
induit par un homomorphisme [H]:[T]--->[T'].Mieux, A (resp. A') est (une
structure canonique d'anneau sur) I'ensemble des fleches T--->T (resp. T—->T) et h
est alors la restrictionde [H] (voir Annexe, § 4) . Aussi les propriétés de h sont des
proprietésde [H].

Il est donc naturel de rechercher quelle est la propriété d'un quelconque homomorphisme
[H]:[T]-->[T] entre théories de Lawvere susceptible de correspondre a celle d'étre
une contraction pour I'adjonction canonique (L. Mod ([H])) qu'il induit : c'est I'objet de
ce Chap. 2 .

]



Essentiellement le foncteur H  doit avoir un adjoint & gauche (resp. a droite) K qui
commute aux produits finis. Untel K estune réakisafion susensdu §1 et [H] estune
extension, telle que celles introduites au § 3 . En général, bien que commutant aux produns
finis, K ne commute pas aux produits finis choisisdans T et T": se pose alors un probléeme
de cohérence. étudié aux §§2 et 4.

1. Réalisations et exposants

Soit [T] et [T'] deuxthéories de Lawvere (voir Annexe,§ 4).

Onditque [K]=([T].K.[T']) estune réalisaion de [T] wvers [T].
d'exposant I'entier r , eti'onnote encore [K]):[T]--->[T']. sietseulementsi:
-K:T---->T" estunfoncteur,

-pourtoutentier me N, ona K{(TM)=T"rm,

-K commute aux produits finis.

En particulier, tout homomorphlsme [H]:[T]-->[T'] estune réalisafion d'exposant 1.
(Remarquons cependamt qu'une réalisation d'exposant 1  n'est pas nécessairement un
homomorphisme, puisque l'image d'un produit choisi n'est plus nécessairement un produit
choisi .)

Soit r unentier, C unecatégorie, [T] et [T'] deuxthéories de Lawvere et
[K]1:[T]--->[T"] une realisation d’exposant r.

On dispose du foncteur "composition parK " :

Mod ([K].C): Mod([T'] C)-—-->Mod([T] C)

de sorte que le diagramme ci-dessous commute :

Mod ([K].C)

Mod ([T'].C) ——— - — -———-> Mod{[T].C)
itri.c itT1.C
Vi \/

Fonct{ T . C) —> Fonct(T.C)
Fonct (K. C)

{voir Annexe,§4).
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En particulier, si C=Ens, on note plus simplement Mod ([K].Ens)=Mod ([K]).

Dans ces conditions, une preuve en tous points analogue & celle utilisee pour les
homomorphismes entre théories de Lawvere (voir Lawvere [ 1968] et aussi Annexe,§ 4,
prop. 9 ) permet d'établir que :

Proposition 1. Si v estunentier.si [T] et [T']) sontdeuxthéories de Lawvere el si
[K1:[T)---->[T'] eslune réalisation d’exposanl v , alors le foncleur (composition par
K} Mod([K]):Mod([T'])--->Mod([T]) admetun adjoint & gauche que !l'on note
Liky:Mod ([T])---->Mod ([T"]) ef quirend le diagramme ci-dessous commulatil:

Yir)
T R —— T T R DL
\ N
K Lik1®
T > Mod ([T])°
Yin)

Par exemple, supposons que h : A ----> A'  est un homomorphisme d'anneaux
commutatifs unitaires, ot  A' estun A-module libre de dimension finie r .

On sait que la calegorie A-Mod (resp. A'-Mod ) est une catégorie théorisable, i.e.
equivalente a la catégorie des modeles de lathéorie [T] (resp. [T']) duale de la sous-

catégorie pleine de A-Mod (resp. A-Mod ) dont les objets sontles A™ (resp. A'™),
quand m parcout N .

Si U:A-Mod ----> A-Mod est le foncleur d'oubli, il estfacile de vérifier que :

- pourtoutentier m , U(A' M)~ AMT |

- lefoncteur U commute aux sommes finies (et méme aux co-limites, puisqu'il admet un
adjoint a droite) .

Ainsi, U %P :A-Mod °P ----> A-Mod °° admet une restricion K:T' ---->T , de sorle que
[K]:[T']---->[T] estune réslisation d'exposant r .

13



2. Cohérence

Soit r unentier.

Si [T] estune théorie de Lawvere, nous serons amenés dans la suite & considérer les
objets T'm™ de T soitcomme produitsde rm copiesde T, soitcomme produits de

r copiesde T™, soitcomme produitsde m copiesde T'. ll nousfaudradonc renoter
les couples appartenanta {1, ... r} x (1.... m} endes éléments de {1....rm} pour
comparer les projections de ces difféerents produits (choisis) .

Par commodité, nous appelerons r-renolation une famille de bijections :
o=forn (1 rdx{l, my-->{1, MYne N

Soit [T] et [T'] deuxtheories de Lawvere, r unentieret « une r-renotation.

On dit qu'une réalisation [K]:[T]-->[T]. d'exposant r. est o-cohérenie si, et
seulement si :

-pourtout 1<j<r, pourtoutentier m etpourtout 1<i<m, le diagramme ci-dessous
est commutatif :

K {mp (i)
Tr<——- S — Trm
1 —
. . /
™ oy i 1)) ‘
Vo wealenliin
"

Etablissons que :

Proposition 2. Si [T] el [T'] sonldeuxithéories de Lawvere. si 1 estun enfier el si
«  esiuner-renolaion, slors lowle réalisstion [K]:[T]--—->[T] deposant r est
nalurellement équivalente & une réslisation [Ky 1:[T]---->[T]. dexposanl tv et
o -cohérente.

Preuve. Pourtoutentier m, (K{wp,(i)):T'™-->T )y icm est, par hypothese (voir
Annexe, § 4), un ciine produitdens T, présentant T''™ comme produitde m copies
de T''. Nenrésuteque (' (j).K{mm(i)):Tr™—>T) jcr. 15ism estuncdne
produit dans T . présentant T''™ comme produitde rm copiesde T . En

14



conséquence, il existe une unique fleche ( nécessairement inversible) Ky :T'rmM---->Trm

de T telleque:
-pourtout 1<j<r etpourtout 1<i<m, ona

() (i) K{wp (i) . k= (o (i. 1))

Définissons alors un foncteur K, :T---->T" enposant:

- pour tout entier m ,
(e) Ko (TM)=K(TM)=T"rm,

-pourtous entiers m et n etpourtoutefleche t:TM--->TN de T,

() Ky () =kt K(t) .k -

Clairement K, estnalureliementéquivalenta K.

Comme K commute, par hypothése, aux produits finis, il en est de méme de K, . En
ulilisant (=). onvoitque [K,]:[T]--->[T'] estune réalisation d'exposant r
natureliement equivalente & [K].

Pourtout 1<j<r, pourtoutentier m etpourtout 1<i<m, ona:

w1 {(i.1)) Ko (mp (i) =w' (o €. 1)) kiU K (g (i) Ky
= (i) K{mg (1)) . K(mp (i)} kg
{en appliquant («) , oul'onfait m=1)
=w'r (i) . K{mpn{i)) . ky
(puisque wq(1)=id(T) - voir Annexe,§ 4)
="'rm(°m(i-i))
(d'aprés («)) .

Ainsi, [K;] est o-coherente. Fin de la preuve.

En particulier, il est facile de vérifierque,si r=1, si o estune r-renotation et si
pourtout me N ettout 1<i<m ona o (1.i)=i. alorsies réslisations d’exposant
1 et o-cohérentes sont exactement les homomorphismes.

Demeéme,si [T g,g] désigne lathéorie de Lawvere des ensembles (i.e. la duale de la

sous-catégorie pleine de Ens dontles objets sontles {1....m)} ., quand m parcourt N
-voir Lawvere [1968] ) etsi [T] estune quelconque théorie de Lawvere, on sait qu'il
existe un et un seul homomorphisme Cano 73:[T gps] > [T].

Mieux si r estunentieretsi o estune r-renotafion, on voit qu'il existe une et une seule

réalisstion Cano, [77:[Tgps]-—>[T] d'exposant r et o-cohérente.
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Alors,si [T'] est une autre théorie de Lawvere etsi [K]:[T]-—->[T'] estune
réalisation d'exposant r , les deux assertions suivantes sont équivalentes :

- [K] est o-cohérente,

- le diagramme ci-dessous commute :

[TEns]
Cﬂ“"m/ \Wo (Tl
—— > [T
(K]

Supposons de nouveau que h : A ----> A'  est un homomorphisme d'anneaux
commutatifs unitaires, o A’ estun A-module libre de dimension r .
Avecles notationsdu § 1 , direque [K] (restrictionde U °P:A'-Mad P ----> A-Mad °P)
est “cohérente” revient & choisir une A-base particulierede A' .

3. Extensions et degrés

Soit [T] et [T] deuxtheéories de Lawvereet r unentier.

On dit que I'homomorphisme (ou, plus généralement, la réalisation) [H]:[T]----> (vl
admetlarealisation [G]:[T']--->[T]. d'exposant r , pour adjoinie & gauche siet
seulement si :
- le foncteur (sous-jacen) G :T ---->T est adjoint & gauche du foncteur (sous-jacent)
H:T-—-->T.

Dusiement, on dit que rhomomorphisme (ou, plus généralement la réalisation)
[H]): [T]---->[1‘] admet la réalisation [D]:[T']---->[T]. d'exposant r , pour
adjoinle & droile si, et seulement si -

- le foncteur (sous-jacen) D:T'---->T est adjoint & droite du foncteur {sous-jacent)
HT---->T.

Clairement, en vertu de la proposition 2 qui precede, si [H] admet une réalisation
d'exposant r, adjointe & gauche (resp. adjointe a droite) etsi o est une r-renotation, alors
[H] admet une realisation, d'exposant r, adjointe & gauche (resp. a droite) et o-
cohérente.

Soit [H]:[T]--->[T] unhomomorphisme de théories de Lawvereet r un
entier.
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Onditque [H] estune extension droile de degré r si, et seulement si:
- il existe une réalisation [G]:[T']---->[T]. d'exposant r, telle que:
+ [G] estadjointe agauchede [H] .
+ lefonctewr G.H:T---->T estr-déployé.
S'il n'y a aucun risque de confusion concemant [H] , on dira plus simplement que c'est
[T'] quiestune extensiondroitededegré v de [T].

De méme, onditque [H] estune extension gauche de degré r si, et seulementsi:
- il existe une réalisation [D]:[T"]--->[T] . d'exposant r , telle que:
+ [D] estadjointe adroitede [H],
+lefoncteur D . H:T--->T estr-déployé.
3'il n'y a aucun risque de confusion concemant [H] ., on dira plus simplement que c'est
[T'] quiestune exensiongauche dedegré v de [T]).

(Les adjectifs droite et gauche utilisés dans les deux définitions qui précédent font référence
auxcotésoi H estadjoint)

Par exemple, si A est un anneau commutatif unitaire, la théorie [T] des A-
modules est aussi une catégorie additve et End (T) =Hom y(T.T)=4A sufita

reconstruire [T ] (dont les fleches s'interprétent comme des malrices a coefficients dans
A) .Deméme,si h:A--->A"' estun homomorphisme d'anneaux commutatifs unitaires, alors
h:End(T)--->End( T") permet de reconstruire I'homomorphisme (également additif)
[H]:[T]-->[T] dont h estune restriction.

Ceci constaté et pour ne s'en tenir qu'a une situation ultra-standard, onvoitque si h: A ----> A’
est un homomorphisme entre corps de caractéristique nulle , alors un pur calcul matriciel
permet de verifier (purement syntaxiquemenf) que [H] est une extension (su sens
précédent) , indifferemment droite ou gauche, de degré r si et seulementsi A' est une
extension (au sens classique) de A dedegré r.

4. Cohérence totale des extensions

Si [H]:[T]--->[T'] estune extension droite (resp. gauche) de degré r , nous
allons montrer que non seulement la réalisation adjointe & gauche (resp. a droite) [G ]
(resp. [D]) peut-étre choisie cohérente, en vertu de la prop. 2. § 2 . mais aussi le
déploiementde G.H (resp.de D.H ) : ainsi, non seulement on peut dire que toute
exiension est cohérente (comme son adjoinf) mais aussi doublement - ou {fotalement -
cohérente.

Précisément soit r unentier, « uner-renotaionet [T] une théorie de Lawvere.
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Pourtoutentier 1<j<r etpourtoutenter m, onnote «w,(j):T"'™--->T™ ['unique
flechede T telle que:
- pour tout entier 1<i<m, le diagramme ci-dessous est commutatif :

"rm("-’m(i,i))
4/

T<.

autrement dit, on a :
Tem{om{i.i))=wqn (i) . 7% (j).

En particulier, pour m =1, on verifie que :
-pourtout 1<j<r, ona,

(i) =me{oq(j.1)).

(puisque wq{1)=id(T)).
Ainsi, pour foutentier m , w = (" (j))ij¢r estuncbne produitdans T .
présentant T'™ comme produitde r copiesde T™.

Dans ces conditions, montrons donc que :

Propasition3. Si [T] et [T] sontdeux théories de Lawvere, si v estun enfier, si
[HY:[T]---->[T'] estune exiension gauche de degré v elsi « estune r-renolstion,
alors il existe une unique réalisation [D<]:[T']--->[T). d'exposant v . lelle que:
-[D"] estadjointe & droite de [H].

-lefonclewr D°H:T-->T estrdéployéel w =(n"Inen enesiunr-
-[DT] est a-cohérenie.

il en résulle, notsmment, que pour lout enfier 1 <j<r , pourlousentiers m el n el pour
foute fleche L. TM---->TN de T, lediagramme ci-dessous commuie :

DT H(t)
Trn . } Trm
n (i) (i)
Vv Vv
T <. S —
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En particulier. pour lout entier 1 <j<r , pourloutenfier m elpourloutenfier 1<i<m,
le diagramme ci-dessous commude :

DY H (mp (i)
TN<—— S
|
ey (i, 1))
= " o (i)
wy (i) |
v v
T<- S - -Tm
(i)

Preuve. Soit [D]:[T]-->[T'] une réalisation d'exposant r , adjointe a droite de
[H]. et P unr-deploiementdufoncteur D . H:T---->T.

Alors, pourtoutentier m , P(T™)=(P(TM);: T'M---->TM); .;., estun cone produit
dans T, préesentant T'™ comme produitde r copiesde T™.

En conséquence, pour tout entier m , il existe une unique fieche (nécessairement inversible),
dp:T'M—->TrM de T felie que:

- pourtoutentier 1<j<r,ona:

() P{T™). dn=7"n({j).
Définissons un foncteur D :T"---->T, de lafagon suivante :
- pour toutentier m , on pose
(e) DT (T™)=D(T'™)=Trm,
-pourtousentiers m et n etpourtoutefieche t:T'™---->T'" de T . onpose
(s) D” (t)=d,!.D(t).dy .
lestclairque DT estnatureliement équivalentaufoncteur D:T' ----> T et donc, comme
lui, commute aux produits finis. De plus, d'apres (g ) . [D"]:[T']-->[T] estune
réalisation d'exposant I'entier r.
Comme [D] estadjointe adroitede [H] . ilenestde mémede [D”].

Pourtous entiers m et n, pourtoutentier 1<j<r etpourtoutefieche t:TM---->THN
de T, ona:
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T (). DT (H(t))=w" (i) . dy . D(H(Y)).dy

(d'apres ()
=P(T");.D(H()).dy

(d'apres (x))
=t P(T™).dp,

{puisque P estunr-déeploiementde D.H)

=t. 7%, (i)

(d'apres (x)).

Par conséquent D .H:T--->T estunfoncteur r-déployé dont w< estun r-déploiement

Pourtoutentier 1<j<r, pourtoutentier m etpourtoutentier 1<i{m, ona:

we{oy (J.1)). D9 (v’ (1)) =794 (j). D (v’ (i)
{ par définition )
= (). D" (H{wp (i)))
{puisque [H] estun homomorphisme )
= (). 75 (i)
(puisque w° estunr-déploiementde DT .H)
="rm(°m(ini))
{ par définition ) .

Onendéduitque [D™ ] estune réalisation « -cohérente.
L'unicite de [D” ] estévidente. Fin de ia preuve.

En changeant "droite” en "gauche"et D en G dans la preuve précédente, on
établit de méme que :

Proposition 4. Si [T] et [T'] sontdeux théories de Lawvere, si v  eslun enlier, si
[H1:[T]1---->[T'1 estune exiension droile de degré v elsi o esluner-renolation
alors il existe une unique réalisaion [G]:[T']--->[T]. d'expasant v , lelle que:
-[G" | estadjointe & droite de [H].

-lefoncteur G° H:T-->T estr-déployéet n ={(n"q)nc N Enestunr-
déploiement,

-[G™ ] esta-cohérente.

i en résulle, nolammeni que pour lowt entier 1<j<r , pourious enfers m et n el pour
loute fieche t-TM---->TN de T, lediagramme Oi-dessous commuie :
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G H(t)

Trn Trm
wh (i) (i)
. J
T < - Tm
t

En pariiculier, pour loul enier 1<j<r , pouriouienfier m el pour lout enfier 1<i<m ,
le diagramme ci-dessous commuie :

G H (mp (i)
Tr < Trm
RCIRIN
A " (i)
LARRE) '
\ 7/
| — Tm
(i)
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CHAPITRE 3

Traduction syntaxe vs. sémantique :
extensions et contractions

Sommaire
1. Extensions gauches et contractions droites p. 24
2. Extensions droites et contractions gauches p. 26

0. Introduction

Nous avons établi au Chap. 1 que I'adjonction canonique (L 3. Mod ([H])).
induite par un homomorphisme [H]:[T]-->[T'] enire théories de Lawvere (voir
Annexe, § 4) , éteit de puissance (resp. de co-puissance) r si, et seulement si, elle étoit la
coniraction droite (resp. gauche) d'indice r d'une sur-adjonction (L'.L[y;.Mod ([H]))
(resp. (L1y7.Mod ([H]).R') . Nous y avons donc élabli 'équivalence de deux propriétés
sémantiques
- la premiére, constructive, énoncée en termes de déploiements (resp. co-déploiements) et
puissances (resp. co-puissances),

- la dewdéme, globale, énoncée en termes d'existence d'adjoints (en plus grand nombre que
préwu) .

AuChap. 2 nous avons développé un autre cadre, purement syniaxique, celui des extensions
droites (resp. gauches) , en signalant notamment comment il englobe celui, ultra-standard, des
exiensions de corps de degre fini .

L'objet de ce Chap. 3 estjustement de prouver que le point de vue du Chap. 1 n'est
que la version sémantique du point de vue syntaxique élaboreé au Chap. 2.

Ainsi, nous montrons au §1 que [H] estune extension gauche de degré r si et
seulementsi , (L yy.Mod ([H])) estune contraction droite d'indice r.
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Dualement (la terminologie mise au point aux Chap. 1 et 2 justifiant l'utilisation de cet
adverbe) , nous prouvons au §2 que [H] estune extension droite de degreé r si, et
seulementsi , (L y;.Mod([H])) estune contraction gauche d'indice r.

1. Extensions gauches et contractions droites

Montrons que :

Propasition 1. Si v estunentier. si [T] et [T'] sontdeux théories de Lavwere et si
[H]:[T]---->[T') e&stun homomorphisme {wir Annexe. § 4), alors [H] estune
exiension gauche de degré v  si et seulement si l'une des deux conditions suivantes,
équivalentes d'sprés laprop. 5 . Chap. 1, §5, estvérifiée:

- l'adjonclion canonique (L;y,.Mod ([H])) estune contraction droite d'indice .,

- l'adjonclion canonique (L[yy.Mod ([H])) estde puissance .

Preuve. Supposons que [H] est une extension gauche de degré r et choisissons une
r-renotation o .

Nous pouvons appliquer laprop. 3 , Chap. 2, § 4, dont nous reprenons les notations.
Comme w< estun r-déploiementde D H: T ---> T et comme tout modeéle
commute aux produits finis, on voit que :

- nalurellemententot modéle F:[T]--->Ens etentoutobjet T de [T]. lecone
projectif .

P{FY{TM) =(F{n (j})):F(OT (H(TM))) -—->F({TM) )1 ¢jqr
présente I'ensemble :
F(D" (H{T™)))=F.D" .H(T™)=Mod ([H]).Mod ([D" ]) (F) (T™)

comme produit dans Ens , de r copiesde F(TM).

Les produits se calculant point par pointdans Mod ([T]) . on en déduit que :

- nalureliemententoutobjet F de Mod ([T]) . le cine projectif P (F) présente
l'objet Mod ([H]).Mod ([D"])(F) comme produit dans Mod ([T]) . de r
copies de F,

donc le foncteur Mod ([H]).Mod ([D"]):Mod ([T])--->Mad {[T]) est r-déployé .
Larealisation [D” ] étantadjointe Adroitede [H] ., il estfacile de vérifier que le foncteur
Mod ([D" ]) estadjointagauchede Mod ([H]) . Il est donc natureliement équivalent a
Liy; etladjonction (L;yj.Mod([H])) estdoncbiende puissance r.
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Reciproguement, supposons que I'adjonction (L. Mod([H])) estde puissance r
ou, ce qui est équivalent que L':Mod ([T‘ 1)--->Mod {[T]) estun adjoint a gauche de
LiH4j. desoteque L'.L;yy estr-co -déploye.

Alors, pour toutentier m et naturellemententoutobjet F de Mod ([T]) . ona:

Hom (L' (Yrr3{T™)).F)~ Hom (Y1 1(T™). Lty (F))
=Hom(L[H](Y[T](T"‘)).L[H](F))
{(puisque Yryq.H=L41%P. Y[y -voir Annexe, § 4, prop. 9)
~> Hom (Yppy(T™).Mod ([H]) {(Lryy(F)))
~ Hom (Y[ 1(T™).F")

{(par hypothese)
=Hom (Y y3(TM).F)"=Hom (r. Y11 (T™).F)=Hom (Y 7;(T"™).F).

On adoncunisomorphisme & L' (Y {(T™)) ---->Yp13(T'™) dans Mod([T]).
Pourtoutentier m , posons D(T™)=Trm

Pour toute fleche t:TM-->Tn de T , le diagramme ci-dessous est évidemment
commutatit :

L'(Yrri(t))

L' (Y r(TM)) ———- - > Y (T™))
! |
3p ; i 3 m
\/ \V4
Yrr(Tn) - —= Y (Trm)

Sm-L'(Yr(t)) .8,

Lefoncteur Yy, étantplein etfidéle (voir Annexe. § 4, prop. 8) . il existe donc une unique
fleche t:T'm-——->Trn de [T]. telleque Yryrj(t)=38,.L.Yr(t) 8,71, Alors,
onpose D (t')=t.

Il est facile de veérifier qu'on définit ainsi un foncteur D : T ----> T  qui est une restriction
pleinede L'°P (par construction), i.e.telque L'°? .Y pry=Y(71y.D.

Comme L' estadjointagauchede L;y; . lefoncteur L'°P est adjoint a droite du
fonctewr L;.1°° . Enconséquence sarestriction D est adjointe a droite de H et

notamment, commute aux produits finis. Donc [D]:[T']--->[T] est une réalisation
d'exposant r par construction (de plus,ona Ly~ Mod(D)).

Ainsi [H] estune extension gauche de degré r. Fin de /a preuve .

Par exemple, soit h:A---->A' un homomorphisme d'anneaux commutalifs unitaires,
ol A' estun A-module libre de dimension r.
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Si [T] (resp. [T'] ) estiathéorie des A-modules (resp. des A'-modules) et sil'on
désignepar [H]:[T]--->[T] [I'homomorphisme induitpar h , on sait que {voir
Chap. 1,§5) (L[yj.Mod([H])) estune contraction droite dindice r . On déduit

donc de la prop. 1 précédente que [H] est une extension gauche de degré r (en
particulierque H admetun adjoint adroite D ). On peut dire aussi que, si A' estune
extension (classiqgue) dedegré v de A, alors [T ] estune exension gauche de
degré r de ([T].

2. Extensions droites et contractions gauches

Montrons que :

Proposilion 2. Si v estunenfier. si [T] et [T'] sonideuxthéories de Lawvere et si
[HY:[T]-—-->[T'] estunhomomorphisme (woir Annexe, §4 ). alors [H] estune
extension droite de degré v  si el seulement si l'une des deux conditions suivanies,
équivalenles d'sprés laprop. & , Chap. 1, §6 , estvérifice:

- l'adjonction canonique (L;y.Mod ([H])) esrune contraction gauche d'indice 1,

- l'adjonction canonique (L[yy.Mod ([H])) estde co-puissance 1 .

Preuve. Supposonsque [H] estune extension droite de degré r et choisissons une
r-renotation < .

Nous pouvons appliquerlaprop. 4, Chap. 2, § 4, dont nous reprenons les notations.
Alors, il estfacile de voirque Mod ([G™]) estun adjointadroitede Mod ([H]) . Nous
disposons donc de la sur-adjonction (Lgy7.Mod ([H]).Mod ([G"])).

De plus, comme w“ estun r-déploiementde G .H:T--->T etcomme tout modéle
commute aux produits finis, on voit que :

- naturellemententout modéle F:[T]--->Ens etentoutobjet T™ de [T] . le cine
projeciif :

PFY(TM) = (F(nTn (i)):F(GT (H(T™)))>F(T™)) ;<0
présente I'ensemble :
F(GT(H(T™)))=F.D" .H(T™)=Mod ([H]).Mod ([G" ]) (F)(T™)
comme produit, dans Ens,de r copiesde F(T™M).

Les produits se calculant point par pointdans Mod ([T]) . on en déduit que :
- nalurellemententout objet F de Mod ([T]) . le cone projectif P (F) présente

l'objet Mod ([H]).Mod([G" ])(F) comme produit dans Mod ([T]) . de r
copiesde F.
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Autrement dit le foncteur Mod ([H]) . Mod ([G" ]):Mod ([T]) --—->Mod {([T]) est
r-déployé, i.e. I'adjonction canonique (L;jj.Mod ([H])) est une contraction gauche
d'indice r.

Réciproquement, supposons que I'adjonction (Ltnj.Mod ([H])) estde co-puissance r
ou, ce qui est équivalent, qu'il existe un foncteur R':Mod ([T]) --—->Mod ([T"]) . adjoint &
droite du foncteur Mod ([H]) . desoteque Mod ([H]).R' est r-déployée.

Pour toutentier m et natureliemententoutobjet F de Mod([T]). ona:

Hom (Mod ([H]) (V17 (T'™)).F) > Hom (Mod ([H]) (Lt g (Y17 (T™))).F)
~ Hom (r. Y y7(TM).F)
(par hypothése)
~ Hom (Y[T](Trm).F) .

On a donc un isomorphisme 4 :Mod ([H]) (Y (T ™)) -—-->Y19(T"'™) dans
Mod ([T]).
Pourtoutentier m, posons G(TM)=Trm

Pourtoutefleche ¢ . T'™--->TN de T, le diagramme ci-dessous est évidemment
commutatif :

Mod ([H]) (Y1 4(t))
Mod ([H]) (Y[r(T™)) < Mod ([H]) (Y{13(T' "))
¥m i ¥n
v v
Yir{Tr™ < —- e £ 4 5 LLRAY

¥ m-Mod ([H]) (Y{13(t)) .5 &

Le foncteur Yy, étant plein etfidéle {voir Annexe, § 4, prop. 8) , il existe donc une unique
fieche t: TrM-->Trn de [T], telleque:

Yiri(t) =v m-Mod ([H1) (Y[1y(t)) .5 4.

Alors,onpose G(t')=t.

Il est facile de verifier qu'on définit ainsi un foncteur G : T ----> T  qui est une restriction
pleinede Mod ([H])° (par construction),i.e. telque Mod ([H])%P.Y[+1=Y(T;-G.
Comme L;yq,% est adjointadroitede Mod ([H])%? , G estadjoint a gauche de H

{ce demier étant restriction pleinede L (H1% d'apres laprop. 9 ., Annexe,§4).
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Par hypothése, Mod ([H]) aunadjointadroite R' .Donc G, comme Mod ([H])% ,
commute aux produits finis . Ainsi [G]:[T']-—-->[T] estune réalisation d'exposant r
par construction (de plus , R'~ Mod ([G])).

Onconclutdoncque [H] estune extension droite de degré r . Fin de /a preuve .

Par exemple, supposons de nouveau que h: A ----> A' est un homomorphisme
d'anneaux commutalifs unitaires, ou A’ estun A-module libre de dimension r.
Notonsencore [T] (resp. [T"]) lathéorie des A-modules (resp. des A’-modules) et
[H]:[T]--->[T] I'homomorphisme induitpar h .

On sait aussi que (voir Chap. 1 ,§5) (Il[HJ, Mod ([H])) estune contraction gauche
d'indice r . Ondeéduitdoncde la prop. 2 précédemte que [H] est une extension droite
dedegré r (enparticulierque H admetunadjointagauche G ).

On peut donc dire, compte tenudu §1, quesi A’ estune extension (classique) de degré
r de A, alors [T'] estune extension gauche ef droitededegre r de [T] (ce qui
redonne, par traduction de la sémantique vers la syntaxe, le résultat signalé en fin de § 3,
Chap. 2).
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CHAPITRE 4

Extensions et extenseurs

Sommaire
1. Extenseurs p. 30
2. Extensions de Kleisli des extenseurs p. 30
3. Extensions de Kleisli et extensions p. 37

0. Introduction

AuChap. 3 , nous avons établi que les adjonctions cananiques (L.,U) (i.e. celles
ou U estun foncteur théorisable ) pour lesquelles existe un déploiement (resp. un co-
déploiemen) U . L={(-)" (resp. U.L=r.{(-)) sontinduites exactement par les
homomorphismes [H]:[T]---->[T'] entre théories de Lawvere qui'sont des extensions
gauches (resp. droites) de degré r.

On obtient de la sorte une procédure compléte de traduction entre le point de vue semantique
duChap. 1 etle point de vue syntaxique du Chap. 2.

On peut estimer cependant que la nofion (sémantique) de déploiement {resp. de co-
deploiement) est suffisamment pratique, alors que sa traduction syntaxique en terme
d'existence de réalisalions adjointes ne I'est guére.

C'est I'objeclif du présent Chap. 4 (mais aussi des suivants) d'élaborer des procédeés
purement syntaxiques de construction pratique d'extensions.

Ainsi, nous établissons au § 3 que toute extension [H]:[T]-->[T] estentierement
déterminée par ce qui se passe uniquement sur [ T ] . Précisement, une telle extension
queiconque [T'] de [T] estnécessairement (isomorphe &) une extension particuliere,
dite de Kieisli, comme établi au § 2 . Autrement dit, toute extension est (isomorphe 8 une
structure canonique de théorie de Lawvere sur la categorie de Kleisli d'une certaine monade
(resp. co-monade) sur [T] ., i.e. d'un extenseurausensdu §1.
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1. Extenseurs

Soit r unentier, « une r-renotation (voir Chap.2,.§2)et [T] une théorie de
Lawvere (voir Annexe, § 4).

Onditque [M]=([M].w.p) estun o-extenseurgauchededegré v sur [T] si et
seulement si :

-[M]:[T]--->[T] estune realisation d'exposant r , «-cohérente (voir Chap.2.§2),
-M:T--->T estunfoncteur r-déployé admeftant < pour r-déploiement (voir Chap. 2,
§4),

-M=(M,w.p) estunemonadesur T (voir Annexe,§2).

De méme, onditque [M']=([M'].w'.p') estun o-extenseur droil de degré r sur
[T] si, etseulementsi:

-[M']:[T]---->[T] estune realisation d'exposant r , «-cohérente,

-M':T---->T estunfoncteur r-déployé admettant = pour r-déploiement,
-M*'=(M',w',p') estuneco-monadesur T {voir Annexe,§2).

Par exemple, supposons encore que h : A ----> A’ est un homomorphisme
d'anneaux commutatifs, unitaires, désignons toujourspar [T] (resp. [T'] ) la théorie des
A-modules (resp. A'-modules) etpar [H]:[T]--->[T'] I'homorphisme induitpar h.

On sait (voir Chap. 3,881 et 2 )que,si A' estuneexensiondedegrée r de A, alors
[H] estune exiension, tant droite que gauche, de degré r . D'apréslesprop.3 et 4,
Chap. 2, § 4 , (dont nous reprenons les notations), [H] est totalement cohérente. Aussi ,
onvoitque [DY H]:[T]-—-->[T] (resp. [GT .H]:[T]---->[T]) est (sous-jacent
) un extenseur gauche (resp. droif) dedegré r sur [T] .

{Ce procédé de construction d'un extenseur & partir d'une extension est évidemment général
comme nous leverronsenau §3.)

2. Extension de Kleisli des extenseurs

On sait qu'a toute monade (resp. co-monade) sur une catégorie est associée une
calégorie de Kieisli et une adjonction canonique (voir Annexe , § 2 ) . il est remarquable
d'établir que cefte propriété se transfére au cas beaucoup plus structuré des extenseurs sur les
théories de Lawvere et des extensions.

Précisement monfrons que :

Proposition \. Si v estunentier, si « estune r-renotation. si [T] estune théone
de lawvere elsi [M] estun «-exienseur gauche de degré v sur [T)] . alorsia
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calégorie de Kieisi de Ia monade (sous-jacente} M  est canoniquement munie d'une
structure de théorie de Lawvere qui est une extension gauche de degré v de (T].

Preuve. Alamonade M=(M,w,p) estassociée sacatégoriedeKleisi T(M) etune
adjonction canonique (voir la preuve de la prop.1, Annexe, §2):

(HIM):T-—->T(M) ., D(M):T(M)-—->T).

Ainsi, les objetsde T (M) sontles mémes que ceuxde T , mais pour plus de commadité
on notera :

- pourtoutentier mc N, T(M)™ aulieude T™, lorsque T™ estvucomme objet de
T(M).

Alors, lesfleches t:TM---->M(T") de T sontexactementlesflechesde T (M)
notees t:T(M)M--> T(M)".

Pourtoutentier me N ettoutentier 1<i<m, ondispose delaflechede T:

(M) (i) TP ——— ST > M(T).
(i) w (T)
doncdelaflecchede T (M):
m(M), (i) T(M)M-—-3 g T(M) .
En particulier, on voit que, dans la catégorie T, ona:

m (M) (1)=w (T).m{{1)
(par définition)
=w (T).id(T)
(puisque [T] estune theorie de Lawvere)
=w (T).

ce qui signifie par définition, que dans la catégorie T(M) , ona:

() w (M) (1)=id(T(M)).

Sot m et n deuxentierset (t; . T(M)N-—->yT(M))i icm une famille de fleches

de T(M).Cecisignifie, par définition, que (t;:T"---->M(T)); ;. estune famile de
flechesde T . Comme, par hypothese, M:T--->T commute aux produits finis, on voit
qu'il existe une unique fleche h:TN---->M(T™) de T telleque pourtout 1<i<m.
ona:

(e) M(m,(i)).h=t; .

K]



Ainsi, h:T(M)"----> T(M)™ estuneflechede T (M) telle que, pourtout 1<i<m,
ona:

(M) (i) . h=p (T).M(w (M), (i)).h
{par definition de la composition “ . " dans la catégorie de Kieisli T (M))
=p (T).M{w (T).wp(i)).h
{par définition)
=p {T).M{w (T)).M{mn(i)).h
(M éetant un foncteur)
=id {(M(T)) .M(mn(i)).h
{M eétant une monade)
=M (m,(i)).h
=t;
(d'apres (g) ).

Supposons maintenantque h': T (M) N ----> T(M)™ estune autre flechede T (M)
telle que, pourtout 1<i<m, ona:

(6) w{M)y(i) g h'=t;.

Ceci signifieque h':T"--->M(T™) estuneflechede T felle que pourtout 1<i<m,
ona:

ti=p (T).M{m (M)n(i)).N
(d'apres () etpardéfinitionde " . ")
=p (T).M{o (T).mg(i)).N
{par dédinition)
=p (T).M{w (T)) Mg (i)).N
(M étant un foncteur)
=id(M(T)).M{wp(i)). N
(M étant une monade)
=M(mp,(i)). N
=M(m,(i)).h
(d'apres (e) et ().

Mais celaimpose, puisque M commute aux produits, h=h'.
On en conclut que :

(5) pourtowt me N, lafamillen (M), =(m (M) (i) T(M) ™3> T(M))1cicm

est un cone projectif produit, présentant T(M) ™ comme produitde m copies de
T(M) dans T(M).

De (x) et (3) resuteque [T(M)]=(T(M).(w (M) )nc N*) estbienune
théorie de Lawvere.
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Ensuite, on voit que (en utilisant la preuve de la prop. 1, Annexe, §2) :

- pourtoutentier me N, onapardéfinition H{(M)(TM)=TM=T(M)™,

- pourtout me N ettout 1<i<m,ona H(M)(r(i}))=w (T).mp(i)=m (M), (i)
par définition.

Autrementdit, [H(M)]:[T]---->[T({M)] estbien un homomorphisme de théories de
Lawvere.

De méme, on voit que
- pourtoutentier mc N, ona:

D (M) (T(M)™)=D (M) (Tm)
(par definition)
=M(Tm)
{par définition)
_-_Trm

([M] eétantd'exposant r),
-pourtfoutentier mc N etpourtout 1<i<m, ona:

(=) D(M) (v (M), (i))=p(T).M(w (M), (i))
(par définition)
=p (T). M{w (T). 7y (i)
(par définition)
=p (T).M{w (T)).M{rqg(i))
(M étant un foncteur)
=id(T).M(mqy(i))
(M étant une monade)
=M (wp(i)).

Autrementdit M commutant aux produits finis, [D(M)]:[T{(M)]--->[T] estune
réalisation d'exposant r.

De plus, il est clair que :

- D(M) est par construction, adjointadroitede H (M),

-D(M).H(M)=M est par hypothése, r-déployé.

Etdonc, [H{(M)]:[T]--->[T(M)] estune extension gsuche de degré r ., ie.
[T(M)] estuneextensiongauchededegré r de [T].

Pour conclure, constatons que :

-D(M).H(M)=M est par hypothese, un foncteur r-déployé, ayant w< comme
r-déploiement,

- [D{M)] estune réalisation «-cohérete puisque, pourtout 1<j<r , pour tout entier
me N ettouwt 1<i<m, ona:
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w {og(j.1)).D(M) (v (M) (i) =w{oy (i.1)) . M(wg(i))
(d'aprés (=) )
=“rm(°m(iai))
([M] étant o -cohérente).

Fin de Ia preuve.

Conservant les hypothéses et notations de la prop. 1 précédente et de sa preuve, nous
dironsque [T(M)] (ou plus précisement, [H(M)]:[T]---> [T(M)]) st
I'extension de Kleish (gauche) du «-extenseur gauche (de degre r) [M].

De méme et duslement {(en un sens largement justifié par la terminologie que nous
avons adoptée) . prouvons que :

Proposition 2. si v estunentier si estune v-renolstion, si [T] esl une héorie de
Lawvereelsi [M'] estun o— extenseur droitde degré v sur [T] . alors la catégone
de Kieisii de Ia co-monade (sous-jacente} M’ &si canoniquement munie d'une structure de
théorie de Lavwere qui esi une exiension droite de degré v de [T].

Preuve. Alaco-monade M'=(M', o' p') estassociée sa calégorie de Kleisli T (M*)
et une adjonction canonigue (voir la preuve de la prop. 2, Annexe, §2):

(GIM'):T(M")-->T , H{M'): T--->T(M*)) .

Ainsi, les objetsde T (M") sontles mémes que ceuxde T, mais pour plus de commodité
on notera:

- pourfoutentier me N, T(M*)™ aulieude Tm , lorsque T™ estvu comme objet
de T(M")

Alors les fleches t:M' (TM)--->TNn de T sontexactementlesflechesde T (M')
notées t:T(M')M--—--3 T(M')N .

Pourtoutentier me N ettoutentier 1<i<m, ondispose delafiecchede T:

w (M) (i) (M (T™) > Tm — > T,
w' (T™) (i)

doncdelafiecchede T (M'):
T (M) (1) T{M )M T(M') .
En particulier, on voit que, dans la catégorie T, ona:

w (M) (1)=my{1).0°(T)
(par définition)
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=id(T).w'(T)
(puisque [T] estune théorie de Lawvere)
=w'(T) .

Ceci signifie, par définition, que dans la categorie T{M') , ona:

(«) w (M) {1)=id(T(M)).

Soit m et n deuxentierset (t;:T(M')N-—--> T(M')); icm unefamile de fleches
de T(M') . Cecisignifie, par définition, que (t;:M'(T")-—-->T); . i m estune famille

de flechesde T . ll existe donc une unique fleche h:M'{(T")---->TM de T telle que,
pourtout 1<i<m, ona:

(B) wp(i).h=t;.

Ainsi, h:T(M*)"-—--> T(M")™ estuneflechede T(M') ftelle que, pour tout entier
1<i<m, ona:

(M ) (i) g h=m (M* )y M (h) o (TP)
(par définiion de “ ., )
= (i).0' (TM) M (h).p'(T")
{par définition)
= (i). h.o' (M (TN)).p*(T")
(par naturalité, M* eétant une co-monade)
=y {i).h.id (M (T"))
(M* etant une co-monade)
=, {i).h
(d'apres (g)) -

Supposons maintenantque h':T (M*) " ----> T(M') ™ estune autre fleche de T (M")
telle que, pourtout 1<i<m, ona:

() w(M)p(i). b =t;.

Ceci signifieque h':M'(Tn)--->TMm estuneflechede T telle que, pour tout entier
1<i<m, ona:

ti=mw (M) (i) .M (W) . (T")
(d'aprés (; ) et par définition)
= (i) 0" (TM). M (h').p'(T")
(par définition)
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=wp{i). N o' (M(TN)).p* (TN)
(par naturalité, M* étant une co-monade)
=w, (i) . N.id(M({T"))
(M* étant une co-monade)
=g (i). 0
=w,{i).h
(d'aprés (g) ).

Moais celaimpose h=h' , puisque (wp (i):T™--->T) icqm estun cone projectif

produit préesentant T™ comme produit dans T .de m copiesde T.
On en conclwt, sans uliliser 'hypothése que M' commude aux produfls finis, que :

() pourtout me N, lafamille w (M* )y, = (w (M* ) (i) T(M )™ -2 T(M") )1 Sigm

est un cine projectif produit présentant T(M') ™ comme produitde m copies de
T(M') dans T(M').

De (x) et (g) résuteque [T(M')]=(T(M').{rm (M')y)mc N*) esthienune
theorie de Lawvere.

Ensuite, on voit que (en utilisant la preuve de la prop. 2, Annexe ,§2) :
- pourtot m€ N, onapardéfinition H(M ) (TM)=TMm=T(M") M,
- pourtout me N ettout 1<i<m, onapardéfinition:
H(M') (rp (i) =mp (i) . 0" (TM) = (M) (i) .
Autrementdit [H(M')]:[T]--->[T(M')] estbien un homomorphisme de théories de
Lawvere.

De méme, on voit que :
- pourtoutentier me N, ona:

G(M')(T(M)M)=G(M")(T™)
{par definition)
=M'(T™)
{par définition)
=Trm
([M'] etantd'exposant r),

-pourtoutenier mec N etpourtout 1<i<m, ona:

(=) G(M') (m (M), (1)) =M"(w (M), (i) . " (T™)
(par définition)
=M (wp (i) .0 (TM)).p'(TT)
(per définition)
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=M (wp (). M (0 (TTM)) . p"(TTM)
( M" étant un foncteur)
=M (mp (i)).id (T™
(M® étant une co- monade)
=M' ('ﬂ’m(l)) .

Autrementdit , M' commutant aux produits finis, [G(M")]:[T{(M")]-—-->[T] estune
réalisation d'exposant r.

De plus, il est clair que :

-G (M") est par construction, adjoint a gauchede H(M'),

-G(M') . H{M')=M" est par hypothése, r-déployé.

Etdonc, [H{(M')]:[T]---->[T(M')] estune extension droite de degré r ., i.e.
[T(M')] estune extensiondroitededegre r de [T].

Pour conclure, constatons que :

-G{(M').H{(M')=M" est par hypothese, un foncteur r-déployé admettant =< pour
r-déploiement,

-[G(M")] est o-cohérente puisque, pourtout 1<j<r , pourtoutenter me N et tout
entier 1<{i<m, ona:

Tl (5.1)). G(M*) (w (M), () = (o (j. 1)) M (g (i)
(d'apres (=) )
=wrm{om(i.i))

([M'] étant o -cohérente).
Fin de Ia preuve.
Conservant les hypothéses et notations de la prop. 2 précédente et de sa preuve, nous

dironsque [T (M')] (ou, plus précisement [H{M')]:[T]---->[T(M')]) est
I'extension de Kleisl (droite) du « -extenseur droit (de degré r ) ¥

3. Extensions de Kleisli et extensions

Au méme fitre qu'a toute adjonction est associée une monade ou une co-monade (voir
Annexe, § 2), toute extension définit évidemment un extenseur (c'est ce qui a été utilisé dans
I'exemple du § 1) . Cependant dans ce cas, plus structuré, un phénomeéne de rigidité tout a fait
essentiel se produit : toute extension est “canonique” , i.e. isomorphe a I'extension de Kieisli
de I'extenseur qu'elle définit.

En effet prouvons que :
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Proposition 3. Si v estunentier, si « estune r-renolsonetsi [T] estune théorie
de Lawvere, slors loule extension gauche de degré v de [T] estisomorphe & une
extension de Kleisk d'un « - extenseur gauche de degré v sur [T].

Autrement dit encore. les extensions gauches de degré v sur [T] soni enfiérement
déterminées. & isomorphisme prés, par les « - extenseurs gauches de degré v sur [T] et
Preuve. Supposons que [H]:[T]--—->[T'] estune extension gauche de degré r.

Laprop. 3. Chap. 2 .§4 (dontnous reprenons les notations) s'applique et I'on voit que :
- al'adjonction (H,D") estassociée une monade M=(M.w.p) sur T,
- pourtoutentier me N, on a, par construction :

M(Tm) =D H(TM)
=D (T'™)
(puisque [H] estun homomorphisme)
=Trm
(puisque [D<] estd'exposant r) .,

-M=D" _.H commute aux produits finis, puisque D™ et H ycommutent par hypothése,
-M=D" .H est par hypothése, r-déployé et n< enestun r-déploiement,
- pourtout 1<j<r, pourtoutentier m etpourtout 1<i<m, ona:

weler (1. 1)) M (i)) =m, (a1 (i. 1)) .07 (H{wp (i)
(par définition)
=me(ay (i 1)). 07 (w'p (i)
(puisque [H] estun homomorphisme)
=“rm(‘7m(i.i))
(puisque [D¥ ] est o-cohérente).

Autrementdit, [M] estun o-extenseur gauche dedegré r sur [T].

Si T(M) désigne (comme dans la preuve de la prop. 1, §2 précédente, dont nous
reprenons toutes les notations) la catégorie de Kleisli de lamonade M sur T, ondispose
du foncteur de comparaison (voir Annexe , §2) K :T({M)-—-->T ., rendant commutalif le
diagramme suivant :

K
T(M) > T
-7
AN
H(M) D(M) H D~
N\
T,

38



Alors, pour toutentier m , ona:

K{T(M)™)=K(TM)
{(par définition)
=H(TMm)
(par définition)
=Tm
{[H] etant un homomorphisme) .

Autrement dit le foncteur K est bijectif sur les objets et on en deduit par adjonction, qu'il est
inversible.

D'aprés la prop. 1,82 qui précéde, la catégoriede Kleisli T (M) est canoniquement
munie d'une structure de théorie de Lawvere [T (M)] qui est une extension gauche de
degrc r de [T].

On voit qu'alors :

-pourtoutentier m etpourtout 1<i<m, ona:

DY (K{w (M) (1))) =D (M) (7w (M), (i))
{(par construction)
=M (wp(i))
{(par construction)
=D" (H(my (i))).

Il en résulte, par adjonction, que :
-pourtoutentier m ettout 1<i<m, ona:

K{m (M) (i))=H(mp (i))=n'n (i)
(puisque [H] estun homomorphisme) .

Ainsi, [K]:[T(M)]--—-->[T'] estun homomorphisme et donc, puisqu'il est inversible, un
isomorphisme de théories de Lawvere rendant commutatif le diagramme suivant :

[K]
[(T(M)] > [T']
- -7
[H(M)l\\ [D(M)] [H] [DV]

2\
N m 7

Autrementdit, [K] estun"isomorphisme d'extensions gauches" . Fin de la preuve.
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En changeant "gauche" en "droite" et "monade"” en “co-monade" dans la preuve
précédente, on établit de méme que :

Proposition 4. Si v estunentier. si « estune r-renolationetsi [T] esiune théorie
de Lawvere, alors loute extension droile de degré v de [T]  est isomorphe & une
extension de Kleisk d'un « - extenseur droit de degré v sur [T].

Autrement dit encare. les extensions droiles de degré v  sur [T]  sont entiérement
délerminées, & isomorphisme prés. par les «-exienseurs droits de degré v sur [T] el
réciproquement.

Ainsi, si on reprend I'exemple des extensions d'anneaux (et nolamment les notations
du § 1), onvoitque la théorie de Lawvere des A’-modules est aussi bien extension de Kieisli
d'un certain extenseur gauche qu'extension de Kieisli d'un certain extenseur droit sur la théorie
de Lawvere des A-modules (lorsque A' estun A-module de dimension finie).




CHAPITRE 5

Présentations d'extenseurs

Sommaire

1. Détermination des extenseurs

2. Construction de présentations

3. Produit tensoriel de présentations

4. Presentation concréte des extenseurs

TEPT
[24]
S&&a

0. Introduction

Au Chap. 4, nous avons prouve que les extensions [H]:[T]---->[T"] de théories
de Lawvere sont entierement déterminées (& isomorphisme prés) par ce qui se passe
uniguement sur [T], précisément par les seuls extenseurs sur [T].

Dans ce Chap. 5 nous franchissons un pas supplémentaire vers la description
pratique de telles extensions, en fournissant un premier procedé de génération de ces
extenseurs .

On montre au § 4 qu'il suffit, en effet, de s'en donner des générateurs et des relations, sous
forme de présentations (au sens de I'Annexe, § 3) construites explicitement aux §§2 et 3.

Techniquement, ceci nécessite a priori une étude assez fine, complétant celle concernant la
cohérence du Chap. 2,882 et 4 :ellefigureau §1.

1. Détermination des extenseurs

Soit r unentier, « une r-renotation (voir Chap.2,§2) et [T] une théorie de
Lawvere {voir Annexe,§ 4).
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Rappelons (voir Chap. 2, § 4) que, pourtoutentier m etpourtoutentier 1<j<r. on
désigne par w7, (j) l'unique fleche telle que, pourtoutentier 1<i<m, le diagramme ci-
dessous est commutatif :

Trm
™ (i) ‘ \\ Trm{om(i.i))
\ T
Tm > T
Tm (i)
autrement dit, ona:

(i) =l mlen{i.iNl1cicm

(voir Annexe ,§4).
Ainsi, pour toutentier m , lafamille (v ¥, (j):T™M--->TM), ., estune présentation

de T™' commeproduitde r copiesde T™. Doncsi (t;:T"-->TM), ;. est
une famille de r flecchesde T . il existe une unique fleche [t;]1¥ ¢, , rendant
commutatif, pourtout 1<j<r, le diagramme suivant:

) AR PIPY
Tmr . TN

De fagon analogue, pour toutentier m , pour toutentier 1<i<m etpourtoutentier k.
ondeéfinit ¥ *.< (i) parrécurrence comme suit:

-onpose ¥ 0.9 (i)=w (i),

- onnote ¢k.¥ m (i) [l'unique fleche rendant commutatif, pour tout entier 1£j<r ., le
diagramme suivant :
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p koo m (i)

TI';’H'" —_—— Trl&
n\'-',,,,.‘.q(n{l T k=1 (j)
V \

Tmrk —1 _ - > Trk—
v k=1, m (i)

ce qui signifie aussi {avec les notations précédentes) que :
p k.o mi)=[+f k-1, m(i) ¥ ek =1 ()1 1<isr -

Dans ces conditions, il est facile de constater que, pour toutentier m ettoutentier k., la
famille (v k. (i) Tmr* —5>Tr%), .. estuneprésentationde Tmr*  comme
produitde m copiesde Tr* .

Par conséquent si (t;:Tn--—-->Tr* ), ;. estunefamilede m flecchesde T, il

existe une unique fieche [t;] ¥, <ig¢m rendant commutatif, pourtout 1<i<m . le
diagramme ci-dessous :

T“\

[t ¥ 1cicm \ti
Y/

Tmrk > Trk
v kT (i)

Ces constructions et notations (utiles dans toute la suite) précisées, il est facile
d'établir que :

Propasition 1 . Si v estuneniier. si « estune r-renolstion. si [T] estune théorie
de Lawvere elsi M:T---->T estunfoncleur r-déployé par w < , alors, pour lous entiers
m &t k>1 elpourioulentier 1<i<m, ona:

P k'c'm(i)=M(‘F‘ k-1 ,-Jm(i))

Preuve . En effet, pour toute fleche t:TM---->Tn etpourtoutentier 1<j<r, onapar
hypothese :

LT (i) =m" (1) . M(1).
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En particulier, on adonc :
phote () e =1 ()= k=1 (0) M k1T o (i))
D'ou Ia conclusion, par construction des fleches ¥ & -< . Fin de la preuve .

Nous sommes désormais en mesure d'établir qu'un extenseur (voir Chap. 4, § 1) sur
une théorie de Lawvere [T] estcomplétement déterminé par sa frace enle seul objet T.

Précisément ona:

Proposition 2 . Soit v unentier, « une r-renolation . [T] une théorie de Lawvere el
[M]=([M].w.p) unc-exienseur gauche de degré v sur [T]. Alors w (resp. p)
est complétement déterminée par w (T) {resp. p (T) }.

Preuve . Enefiet . M étant (par hypothése) un foncteur r-déployé par w°  etd'aprésla
prop. 1 quiprécéde, on a, pourtoutentier m ettoutentier 1<i<m :

M(p 0o (i))=vt.o (i) et MO T.o (i))=¢2.9,(i).

Alors, comme o et .+ sontnaturelles, les deux diagrammes suivants sont commutatifs :

\91,crm(i)
T;nr > }r
w (TM) w (T)
Tm — e - ....‘.) T
\po,crm(i)
\92,crm(i)

Tmr? BN Tr?
p(TM) l p{T)
Tor Y

¢ 1.amii) :

On en deduit que :

(*) 0 (TM=[w(T).* 07 ()]1¥ 1 i¢m



et

(%%) p(TM)=[p(T).e2.9.(i)1¥ 1 icm - Findelapreuve.

(Remarquons qu' inversement si M: T---->T estunfoncleur r-déployé par w 7, si de plus
w(T): T---->M(T) et p{T):M2(T)--->M{T) sontdeuxfleches quelconques de
[T] etsi pourtoutentier m, ondéfinit w (T™) et p (TM) graced (*) et (*#*),
alors w:ld==>M et p:M2==>M nesontpas naturelles en général ; a fortior, le triplet
(M.w.p) n'apasde raison d'élre une monade. )

On démontre de la méme fagon que :
Praoposition 3 . Soit v unenfier, c une r-renolation . [T] une théorie de Lawvere et

[M']=([M].0'.p') unc-exenseurdroiidedegré v sur [T] . Alors ' (resp.
1') estcomplétement déterminée par o' (T) (resp. p'(T) }.

2. Construction de présentations

Soit r unentieret o une r-renotation.

Onnote <8, g> lapluspefite présentation {voir Annexe.§3) telle que:

- son graphe orienté sous-jacent contient le graphe orienté représenté ci-dessous (ot ne
figurent pas les fleches identités etoi 1<h,i,j<r, 1<k<r?, 1<m<r?) :

S
Pr:{m)
//—v\\t\\ ‘/’ y
ST l//’?«,
A
So > 8 < S,
u X | !\/Q
\ iy / N 120l
\_ﬂ/// \\\ z

S~



{(on posera aussi :

PT (i) =p (e 1(i.1)) et 0.9 (i)=p(i)).

-exp(Sy)=r.exp(S,)=r?, exp(S;3)=r® et S, estl'objetdistingué,
- pourtous entiers 1<h,i, j<r. 1<k<r?, lesdiagrammes suivants sont commutatifs :

S

B ¢ () l \(ar(i.h))
\
8y > 8y

pr(h)
S3
<2 (i) ‘\;(crz(i,k))
Vv =,
32 > Sp
P,z (k)

(Diagrammes 1)

ﬂ,cr(i)
8, - > 84
P . (j) P () =Pl (i 1))
\.“/ V
8 —— -— > 8y

p (i)=10.7 (i)

(Diagramme i)



‘2,0'(i)

S3 ~8;
p"',z(j)ll P (i)
i '

S2 - -—> 84
f'l,\."fr(i)

(Diagramme 1ll)

v
§i— - > 8
i ! .
pcr1“)| | P (i)
3 ‘/
Sy -—-—> 8
u

(Diagramme V)

r
8) —- e - —3 8y
/, /
W! l u
; |
81 B — —_ SO
pr(i)='0'0r(i)
(Diagramme V)
4
87 S3
P4 | | Port
81 < S2
X

(Diagramme VI)
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(2,0((5)

S3 > 8,

z X

S - > 8,
f'l,Ur(i)

(Diagramme Vil )

v
Sy- - > 8
1 \!
8, > 84
X
(Diagramme Viil )
z
83 => 32
, E
\ \
82 = 81
X

(Diagramme IX)

- ses cOnes projechifs distingués sont (outre le trivial de sommet S ) :

Pr=(p(h):8y-->8g)isnhgr
p,z=(p,z(k)232---->80)1$k$,z

Pr=(P3(M):83-->8¢)1omgr? -

En inversant le sens des (seules) fleches u ,v ., w, x,y et z,

présentation que nous notons <8, n>-

on obtient une autre



3. Produit tensoriel de présentations

Supposons que :
-<P>=(P,P,exp, (w Q)QE Ub[P)) et <P'>=(P',P',exp,(rr'Q-)Q'E Db(P']) sont
deux présentations (alors, on pose :

Q={{exp(Q).exp(Q')) / Qc Ob (P) et Q'€¢ Ob(P') } ),

-5 = n,m{L.npx{L..m}--->{1..om}) (, e o estunefamile de bijections, dite
adsptéea <P> et <P'>.

Ondésignepar <P>® s <P> laplus petite présentation définie de la fagon suivante :

- son graphe compositif sous-jacent est (le graphe composilif produify PxP* ,
- pourtout (Q.Q)< Ob (PxP) ., ona exp(Q,Q) =exp(Q).exp (Q) {(en particulier, on a

bien exp(P.P)=1),
- pourtout (Q, Q)€ Ob (PxP'),si exp(Q)=n , si exp(Q')=m etsi pourtous
entiers 1<j<n et 1<i<m, onpose:

g, @) {on. mli.))=(rgli).wg(i)):(Q.Q) > @.P),

alors wig g)=("(g.@){K))1<ksmn estun cine projecti distingué (ou I'on voit que
K=%pn m(i.i) parcourteffectivementtoutl’'ensemble {1,.....nm} . quand (j.i)
parcourttout {1, .....n}x{1,.....m}).

Dans ces conditions, il estfacile de verifier que

Proposition 4. Si <P> gl <P'> sonldeuxprésenialions elsi 5 es5!une lamille de
bijections adsptéee & <P> et <P > , alors les catégories Mod (<P>®, <P'>)

Mod (<P> ,Mod (<P*'>)) &t Mod (<P*'> ,Mod (<P>)) sonl (canoniquemer}y
équivaienies.
Preuve . |l suffit de voir que les limites projectives (en particulier les produits) commutent

dans Ens etdoncque Mod (<P>) et Mod (<P')> sontcomplétes et que les limites
projectives (en particulier les produits) s'y calculent point par point.  Fim de la preuve .

Sot v =(vn, m:{L.ndx{l.m--->{..0m), )ec x une famile
(quelconque) de bijections (o X< NxN).
Disons que = est bi-harmonique si, et seulement si, pourtout {(n.m)c X, ona:
- pourtoutentier i< {l...m}, 54 q(i)=i.
- pourtoutentier je {1....n} .5 ¢ (i) =].

Alors, il esttrivial de constater que :
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Proposition . Si <P> el <P'> sonldeuxpréseniations elsi s estune famille de
bijections, adepiée &8 <P> el <P > el bi-harmonique, alors on dispose des deux
homomaorphismes canoniques
* (pyiP>-><P>B <P
&l
Bcp > <PP>><P>8  <P>
fels que:
- pouriouie fleche q:Q-—-->Q, de <P>, ona « .p,(q)=(q.id(P')).
- pourloule fleche q':Q'{-—-->Q', de <P'>, ona g .p,(q')=(id(P).q') .

4 . Présentation concréte des extenseurs

Soit r unentieret « une r-renotation.

Ondiraque « est harmonique si et seulement si:

- pourtoutentier 1<j<r, ona o 4(j.1)=j.

Dans ce cas, onassocie 8 « lafamille de bijections (dontil estfacile de voir qu'elle es) bi-
harmonique :

E={Zn m)in.m)€ <1,r.0. P )xN

telles que, pourtout 1<i<m :

“Eq m(1.i)=i,

'Er,m(i-i)=c'm(ini)-

-Et mli.i)=¢ mell.o n(k.i)). 00 1<k, 1<r sonttelsque j=o  (I.K).

L¢3 plisi)=aaplh,on (Lop(k.i))), o0 1<h, 1, k<r sontdes entiers tels
que j=a 2{h,o (1.Kk))

Dans ces conditions, établissons que les présentations abstraites du § 3 servent &
présenter concrélement, lorsqu'on les réalise dans une théorie de Lawvere, les extenseurs
sur cette théorie.

Précisément, ona:

Propasition 8 . Soil [T] une théorie de Lawvere . <T > [a présentation qui lui est
canoniquement associée (voir Annexe ,§5 } . r unentier, « une r-renolation harmonique
el B (15 <T>-><8,.6>80 5 <T> [lhomomorphisme canonique de présenialions
défini &la prop. 4.8 3 précédente . Alors, & lout o - exienseur gauche de degré v sur [T]
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&est associé un homomorphisme de présenigions T <8 o g>®@gp <T>---><T> el
que T .p 1,=id(<T>) . elréciproquement.

Preuve. Supposonsque " <8, g>®y <T>---><T> estunhomomorphisme tel
que " .p . 7,=id(<T>).
Alors, pourtoute fleche t de T, ona I ({id{(Sg).t))=t.
Comme I~ estun homomorphisme, on voit que,
- on atout d'abord, pour tout entier m :
Fr{{8e.TM))=TM,
r{{sS,.TM))=TmMr,
F{(85.TM))=Tmr?,
F((8;3.Tm))=Tmr’,
- onaensuite :
r{(p,d(T)))=mn,.

F{(pT, ().id(T)))=u",(j)
(d'aprés la commutativité du Diag. 1) ,
F (T (). id (T))) = 1.7 (i)
(d'apres la commutativité du Diag. Il) ,

F{{p,e.id(T)))=m,z.

d'ou, pourtous 1<j,i<r:

- onade méme:

d'ou,pourtous 1<j,i<r:
F P2 (j).id(T)))=v"r2(j)
(d'apres la commutativité du Diag. 1) .
r (2.7, (i).id(T))) =¢2. (i)
(d'apres la commutativité du Diag. ) .

F{{pe:.id(T)))=mw,s,
- on anécessairement pour toutentier m, tout 1<j<r ettout 1<i<m:
FP )T m(i))) =1 (o nli.i))
(d'apres la définiionde @y et £, ).

- Onaaussi:

d'ou, successivement :
F{(p,(3).id(T™)))=u" (i) .
r (pqr(i).id(Tm))=“Umr(i)
(d'apres la définiionde ®y et .. ).
F(id(Sq).wp(i))=¢1.T(i).
- on aenfin, pourtoutentier m , tout 1<j<r? ettowt 1<i<m:
Fpre(j).id(TM))=a< p(K). 75 (1)
(ouonapose o, (l.k)=j).
d'ou:
F(id(Sy). 7 (i) =9 2.9 (i).
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Pour toutentier m , posons M(TM)=T mr,
Soit t:TN-->T™ wuneflechede T. Dans <S8, g>®@yp<T>, ona (par
construction) :

(id(8g).1).(p (k).id(TN))=(p (k).id(T™)).(id(S1).1).
Donc ., r étantun homomorphisme,dans T ona:
tn® (K)=wT (k). ((id(84).1)) .

Alors on pose :
M({t)=r ((id(S4).1).

ce qui impose, en particulier, que :
Mz(t)=r ((id(S2).1)).

Il est clair qu'on définit ainsi un foncteur M:T--->T quiest r-déployé par w™ etque
[M]:[T]--->[T] estune realisation de degre r .

Posons o (T)=r ((u,id(T))). Dans <8; g>@g<T>, pour tout entier m et
tout 1 <i<m , le diagramme suivant est commutatif par construction :

(id(84).7m q(i))

(81.7) < S4.TM)
A /
(u.id(T)) J (u.id (T™))
(Sg.7T) (Sg.TM)

(id (8 g).7n(i))

par conséquent (I étantun homomorphisme) dans T, ona:
w(T).wpli)=r1.o (i).r ({u.id(T™)).
Alors, pour tout entier m , on pose :
w (TM)=r ((u,id(T™)).

Il est clair qu'on définit ainsi une transformation naturelle o : Id ----> M puisque, pour toute
fieche t:T™--->Th de T, onasuccessivement:
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-dans {84 g>®yp <T> , parconstruction:
(id{S4).t) . (u,id(T™))=(u,id(T")).(id(Sg).t).
- dans T, puisque m estun homomorphisme :
M(t) . w(TM)=w (TN).t.

De méme, posons p {(T)=r" ((x.id(T))). Dans {8g g>® 5 <T>. pour tout entier
m etpourtout 1<i<m, le diagramme suivant est commutatif par construction :

(id (S 7). mn (i)

(8§,2.T) < (32.Tm)
{(x.,id{T)) {x.id(TM))
(81.T) < (8,.Tm)
(id(S1).m (i)

par conséquent (I étant un homomorphisme) ,dans T, ona:
pATY P 2.9 (i) =¥ 1o (). (1D (T™))).
Alors, pour toutentier m , onpose:
p(TM)=r ((x.id(T™))).
Il est clair qu'on définit ainsi une transformation naturelle  :M2---->M puisque, pour toute

fleche t:TM-->T" de T ettowt 1<j<r. onasuccessivement:
-dans <8, >®y<T>, parconstruction:

(x.id(T")). (id(82).1)=(id(8).1).(x.id(T™)).
- dans T. puisque I estun homomorphisme :
p (TR . M2(t)=M(t).p(TM)

De plus, d"apres la commutativité des Diag. IV et V , puisque I estun homorphisme, par
définionde M etde w , onvoitque nécessairement pourtoutentier m , ona :

F{{v.id(TM)))=r ((id(81).0 (TM)))=M(w (TM)) .
Fw.id(TM))) =" ((u.id(TP"))) =0 (TPF)=w (M(TM)),
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De méme, d'aprés la commutativite des Diag. VI et VIl , puisque T  estun
homomaorphisme et par définitionde M et p onvoit que, pourtoutentier m . on a:

F{ly id(TMN=r ({(id(81).0(TM))=M{p (TM)) .
F{z.id(T™)))=r ({(x.id{TM")))=p (TP =p (M(T™)),

Alors la commutativité des Diag. VIl et IX suffitaétablirque (M,w,p ) estbienune
monadesur T ,ie. que [M]=([M].w.,p) ., sinsiassociea I ,estbienun -
extenseur gauchede degré r sur [T].

Réciproquement, supposonsque [M]=([M].w.p ) estun o-extenseur gauche de
degré r sur [T].

On verifie facilement qu'il existe bien exactement un homomorphisme de présentations  tel
qu'annonce dans la prop. 6 de sorte que :

f;((U.id(T)))w (T).r {(v.id(T)))=M(w (T)) . ((w.id(T))) =0 (M(T)) .
e
F{OCd(T)))=p(T). T {{y.id(T)))=M(p(T)) . T ({z.id(T))) =p (M(T)) .

Fin de ia preuve .
De fagon analogue, on établit :

Propasition 7 . Soil [T] une théorie de Lawvere . <T > Ia présenialion qui lui est
canoniquement associée {voir Annexe .85 } . v unentier . = une r-renolsiion harmonique
8 g 1, <T>-><845.p>® 5 <T> lhomomorphisme canonique de présentstions
défini &la prop. 4,83 précédente . Alors, & lowl « - extenseur droil de degré v sur [T]
est associé un homomorphisme de préseniaions ™' :<8 4 p>@p <T>--><T> el

que ' .g .1,=id{<T>) ., elréciproquemeni.

Laprop. 6 (resp. 7) qui précéde montre qu'il esttout a fait Iégiime d'appeler <8, g>
(resp. <84 p>) /& présenisiion {(abstraite) des « -extenseurs gauches (resp. droils)

de degré r etunquelconque I~ (resp. ') unme présenisiion concréle d'un tel
extenseur.

Notons également que faire {(comme dans les prop. 6 et 7 ) I'hypothése que « est
harmonique ne nuit en rien a l'intérét du résultat vu la correspondance exacte entre extenseurs
et extensions (voir Chap. 4, § 3, prop. 3 et 4) etlatotale cohérence des extensions (voir
Chap.2,§4 prop.3 et 4).

Parexemple, si [T] estune théorie de Lawvere quelconque (etsi r estun

entieretsi o« est une r-renotation harmonique) on voit qu'on dispose toujours d'un
homomorphisme canonique de présentations
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r U']Z{Sq G0y (<S4 G780 {T>)--><84 §°08 <T>
{resp. F'[T]Z<30 .09 (<S¢ .D>0y {T>)--><84 .D>9%; <T>)

dontlesrestricionsa <8, g> (resp. <8, p>) etd <8, g>®8,<T> (resp.
<84  p>®, <T>),sontlesinjections canoniques.

Ainsilathéorie de Lawvere th (<8, g>®,<T>) (resp. th(<8,; p>8,<T>)).
engendréepar <8, g>®,<T> (resp. <8, p>®,; <T>) . estcanoniquement

munie d'un « -extenseur gauche (resp. droif) de degré r.
C'est l'algébre libre, engendrée par [T ] . pour une certaine monade sur la catégorie
Théol. des theories de Lawvere.

Plus généralement, on voit ( moyennant quelques digressions formelles élementaires que nous
laissons au lecteur) que laprop. 6 (resp.7) permet d'interpréter la donnée d'une théorie de
Lawvere, munie d'un < -extenseur gauche (resp. droif) de degré r , comme étant une
algébre d'une certaine monade -

[T]>th(<8q >B; <T>)
resp. [T]-->th(<Sy p>®g<T>) ).
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CHAPITRE 6

Descriptions des extensions

Sommaire
1. Extensions gauches de degré r comme théories de r-uplets p. 58
2. Extensions droites de degré r comme théories de rupture p. 65

0. Introduction

Au Chap. 4, nous avons établi que les extensions gauches (resp. droites) d'une
theorie de Lawvere [T ] sontdes (structures de théories de Lawvere sur les) catégories
de Kleisli de certaines monades (resp. co-monades) sur [T] . Ainsi, pour déterminer toutes
les extensions gauches (resp. droites)de [T] . il suffit de décrire ces monades (resp. co-
monades) : au Chap. 5 nous avons justement donné un moyen de les présenter. Néanmoins, la
procedure quiy est explicitée, si elle fournit un moyen pratique de description, par générateurs
et relations, de ces monades (resp. co-monades) , ne donne pas d'interprétation concrete de
leurs catégories de Kleisli, donc des extensions de [T] : c'est ce a quoi nous nous attachons,
par consequent, dans ce Chap. 6 .

Au §1 nous établissons, frés simplement, que les extensions gauches de degré r
de [T] ne sont autres que les structures de théories de Lawvere dont on peut munir le
graphe des r-uplets de flechesde [T] ayanttoutes méme domaine et méme co-domaine.
I est remarquable de constater qu'il s'agit 1a d'une “procédure d'extension” bien connue dans
le cas tres particulier des corps {(vus comme systemes de générateurs et de relations pour les
theories de Lawvere d'espaces vectoriels).

Au § 2 nous établissons que les extensions droites de [T] sont obtenues en adjoignant &
[T] desfleches T---->T auxquelies onimpose de verifier certaines équations : autrement
dit, ces extensions droites sont des théories de rupture . |l est surprenant de constater qu'il
s'agit la de ['autre "procédure d'extension” bien connue dans le cas trés particulier des corps
(evidemment equivalente a la premiére dans ce dernier cas).

Nous concluons chacun de ces 88 1 et 2 par le calcul explicite des extensionsde [T gng ]
dont on montre qu'il est "assez" geneérique.
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1. Extensions gauches de degré r comme théories de
r-uplets

Soit r unentieret C une catégorie.

Onnote Gph ,{C) le graphe (voir Annexe, §3) desr-upletsde C , défini de la fagon
suivante

- ses objets sontles objets de C,

- ses flecches (d'unobjet A versunobjet B ) sontles r-uplets (f;:A--->B),.;,, de
flechesde C etl'onnote:

(fj) 1gigr: A ""),-B
{on notera méme, pour simplifier et s'il n'y a aucun risque d'ambiguite, (f;) i< =(f;);)-

Dans la suite, pour tous objets A,B,C de C , pourtoute fiecche (f;);:A--->B de
Gph,(C) ettoutefieche f:B---->C (resp. {:C--->A) de C . nous noterons :

f.(fj)j=(f.fj)iiﬁ“">rc
(resp. (f;);.1=(f;.1);:C—->B ) .

Deplus,si C, estune structure de catégorie (dontnous notons * la loi de composition
et id (C):C-->C lafleche identité en tout objet C) ayant pour graphe sous-jacent
Gph (C) etsi H:C-—-->C, estunfoncteur, alors nous dirons que C apéresur C,
par H (ou, plus simplement et si aucune confusion n'est possible, que C opéresur C )
si, et seulement si :

- pourtous objets A, B, C de C . pourtoutefleche (f;);:A--->B de C, et
pour toute fleche f:B--->C (resp. f:C-—-—->A)de C ona:

f.(f;);=H{t)*(1;);
(resp. (fl),f=(f,)]*H(t) ).

Soit r unentier, « une r-renotationet [T] une théorie de Lawvere.
Atoutefleche t:Tn---->TMr de [T] estassociée uneflechede Gph  (T).asavoir:
t”=(n\"m(j).t)1$j$,:T"--—->,Tm.

De méme, atoute fleche s=(s;)1¢j¢r:T"-—>T™ de Gph, (T) estassociée une

flechede [T] . asavoir (voir Chap. 5.81) [$;1% 445, T"---->T™", quenous
noterons, indifferemment, s'il n'y a aucun risque d'ambiguite :
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[S]=[Sj]j=[3i]" 1$j$rITn"">Tmr .

Evidemment ces deux “associations” (gqui bien sur ne définissent méme pas des
homomorphismes de graphes) sontinverses I'une de l'autre.

Enfin, onvoitque, si M:T---->T estunfoncteur r-déployé par w ({voir Chap.1,§1 et
Chap.2,§4).si T, estunestruclure de categoriesur Gph,(T) etsi H:T--->T,
estunfoncteur , alors T operesur T, par H si etseulementsi:

- pourtous objets TN, T™, TP de T, pourtoutefieche (s;);:T"--->TM de T,
etpour toute fleche t: T™---->TP ({resp. t:TP---->TN) de T ona:

M) [551;= [t 5;1;= [H(1) % (5;);]
(resp. [s;1j.t=[s;-t];=[(s;);*H(1)]).

Nous sommes maintenant en mesure d'établir que :

Proposition 1. Si v eslunentier, si « estune r-renolationetsi [T] estune théorie
de Lawvere. alors & toul « -extenseur gauche [M) dedegré v sur [T] sonl 8ssociés :
- une structure de théorie [T ]| de graphe sous-jacent Gph (T) .

- un homomorphisme [H]: [T]--->[T,].

- unisomorphisme [A]: [T(M)]---->[T,].

de sorie que :

-T opéresur T, par H,

- le disgramme suiveni commuie {(oir Chap. 4,82) -

el réciproquement .

Preuve. Supposons que [M] estun «-extenseur gauchededegré r sur [T].
D'apreslaprop. 1, Chap. 4,82 , onsaitqu'a [M] estalors associée son extension de
Kleisli [H{(M)]:[T]--—->[T(M)].

Lesobjetsde [T(M)] sont parconstruction, ceuxde T, doncceuxde Gph, (T) .

De méme, atoute fleche t:TN----> T™ de [T(M)] comespond, par construction, la
flikche t:Tn--—->Tmr de T, etdonclafleche tH=(uw < _ (j).1) jiTR > Tm
de Gph,(T) .Inversement atoute fieche s=(s;),:T"--->T™ comespond lafleche
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[s1=[s;];:T"---->TMr de T etdonc, par construction, lafleche [s]:TN-> TM
de [T{(M)].

Ainsi, le graphe sous-jacenta [T (M)] estisomorphea Gph,(T). Par transport de
structure, on dispose donc d'une structure de theorie de Lawvere [T ,] sur Gph  (T) .
d'unisomorphisme [a]:[T(M)]--->[T,] etdoncdel'homomorphisme:

[HI=[a].[H(M)]:[T]-—>[T,]
rendant évidemment commutatif le diagramme requis.

Deplus T opéresur T, . Eneffet soit (s;);:T"---->T™ uneflechede T, alors:

-si f:TM-——->TP estuneflechede T.ona:

H{f)*(s;)j=a (H{M)(f))*a ([s;];)
{par définitionde H )
=48 ({0 (TP).1) .y [s;];)
{par définitionde H({M) etparceque A estunfoncteur)
=6 (p (TP).M(w (TP)).M(t).[s;];)
(par définitionde . dans T (M) )
=a {M{t) [s;];)

(parce que M estune monade) .,

d'od [H(f)*(s;);1=M(f).[s;]; dans T,

- deméme,si {:TP---->TN estuneflechede T, ona:

(sj)j*H()=b ([5;];- e H{M()))
=a ([sj]j. w(w (TN).1))
=& (p (T™).M{[5;];).0 (T").1)
=6 (P (TM) .0 (TMr) . [s;];.1)
(parce que w estnaturelle)
=6 {[s;];.1) .

dou [(s;)j*H(f)]1=[s;];.f dans T.

Reciproguement, supposons que [T ,] est une structure de theorie de Lawvere sur
Gph,(T) . que [H]:[T]--->[T,] estunhomomorphismeetque T operesur T,
par H.

Pour toutentier n, posons M(TN)=ThHr,

Pour toute fleche t:TN--->T™ de T, deéfinissons M (t):TNr-—-->TMr comme
l'unique fiechede T telle que, pourtoutentier 1<j<r, le diagramme suivant commute :



M(t)

Tnr. - > Tmr
i

““n(i)l/ ™ (0)
TN > Tn

Clairement on définit ainsi une réalisation [M] [T]--->[T] . dexposant r et o-
cohérente, ot M:T---->T estunfoncteur r-déployé par n< .
Pourtoutentier n, comme T, estune catégorie, on dispose de sa fleche identite en son

objet TN, asavoir Id, {T"):T"----> T". Doncaussidelaflechede T:
w(TM)=[(id (TN)]:Th-—-->THr .

En utilisant le faitque M est r-déployépar «“ etque T operesur T, il estfacile
de verifier qu‘on définit bien ainsi une transformation naturelle :

w: d{T)====>M:T---->T.

Pour toutentier n . les deux fieches consécutives :
CTRRISVLETUE () PRPSOES LU UL
i (id (TP H= (™ [ (K)) g gpgriTRP-2, T
ont une composeée :
(id (Tnr))He(id (Tnre))®:Tnrép TN
dans lacatégorie T .. Ondispose donc de laflechede T :
pATP) =[(id (TRF)) ¥ (id (TnrF)) H)oTRr s TR
Comme pour o , il estfacile de vérifier qu'on deéfinit bien ainsi une transformation naturelle :
piMz====3M:T-->T.

lireste aprouverque M={M,w,p) esthienune monadesur T.
Or, pourtoutentier n, ona:

pATP) . w (TR} =[(w® o (i) * (v n (K)) ). (TNT)
=L o (1)) * (m < (K)) k) *H (0 (TNT))]
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(puisque T operesur T,)

=T o)) ;2 (v o (K)) k*¥H{w (T"7)))]
{par associativite, puisque T, estune catégorie)

=[{n" q ()% {{m 7 o (K).w (TNT)) ]

(puisque T operesur T,)

=[{m (1)) (< (K) . [id (TPT)]) ]

{(par définiionde w (TNr))

=[{(mT o {j));*id (TNT)]

=[{n" 1 {i));]

=id (Tnr) .

Des calculs analogues montrent que, pour toutentier n :

pATM) . M{w (T"))=id(T""),
pATM) . M{p (TR))=p (TP).p(TNT).

Ce qui permet de conclure. Fin de Ia preuve.

Disons qu'une structure de théorie de Lawvere [T ] . surle graphe des r-uplets
Gph ,(T) d'unetheorie de Lawvere [T] quioperesur [T,] (comme ulilisée dans la
preuve de la prop. 1 précédente) , estune théorie de r-upletsde [T] .

Desprop.1 et 3 duChap 4,882 et 3 , etdelaprop. 1 précédente, on déduit
immediatement que :

Propasition 2. Si v esluneniierelsi [T)] estune théorie de Lawvere, alors les
exiensions gauches de degré v de [T] soni exaclement (g isomorphismes prés) les
théories de r-uplels de [T] .

Supposons par exemple que [T g,s] estlathéorie de Lawvere des ensembles et
soit r>2 unentier.

Désignons par T gpe  , lastructure de catégorie canonique sur  Gph , (T gpe )
obtenue en composant les r-uplets de flecches “composante par composante” , i.e. en posant
pour toutes fieches @;);:TP----> TN et (t;);:T"---->TM de Gph,(Tgyg):

() * ()=t 4;); .

etnotons H:Tgpg ---->T g ¢ lefoncteur diagonal | i.e. le foncteur obtenu en posant
pourtoutefieche t:TN---->TM de T:
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H({t)=(t;);
ou t;=t, pourtout 1<j<r.

Il est facile de verifier qu'alors T gn . r est (canoniqguement) munie d'une structure de
théorie de Lawvere [Tgn; ] desorte que:

- [H]:[Tgns]-—>[TEns (] estbienun homomoiphisme,

- Tens Operesur Tgo. . par H.

Choisissons maintenant, pour « , la r-renotation telle que, pour tout entier m et tous
entiers 1<k<m et 1<{j<r,ona:

cn(i.k)=(-1)m+k.

Envertudesprop. 1 et 2 précédentes , [H] estune extension gauche de degré r de
[TEens] etilluicorrespond un «-extenseurgauche [M] dedegrée r sur [Tgncl.

de sorte que :

- [Tens,r] estisomorphe aledensiondeKleisli [T gns (M)] de [M].

On en déduit successivement que

- lacatégorie Mod ([T gns  ]) estisomorphe alacatégorie Mod ([T g, (M)]) .

- le «-extenseur gauche [M] induitune monade Mod ([M]) sur Ens (de foncteur
sous-jacent Mod ([M]): Ens---->Ens),

-Mod{[M])=(-)" estlamonade canonique "puissance rieme” sur Ens,

- la categorie Mod ([T g, (M)]) estisomorphe ala catégorie Alg {((-) ") des
algebres de lamonade {-) " (autrement dit sommairement parlant, pour les extenseurs
gauches on a la "formule de commutation” Mod (Kleisli{-))=Alg{Mod(-)) ).

Ainsi, Mod ([T gns (1) et Alg({-)") sontisomorphes.

Grace a Coppey [1977].on saitqu'alors Alg ({-) ") estla catégorie des systémes
associglifs de r-1 semi-groupes,ie. des (E.*,, ... %, _,) ou:

{1) E estunensemble,

{2) pourtout 1<j<r-1, I'applicaion *;.ExE---->E estune loi de semi-groupe felle

que :
+ pourtout xc E, ona x *; x=x,
+ pourfous x.y.z€ E.ona x %,y %, 7=x%;7,
(3) pourtous 1<j<k<r-1 ettous x.y,ZEE,ona x*;{y*, z)=(x*;y) ¥,z
llenrésulte que [T g, ]  est exactement la théorie de Lawvere de ces systemes

associatifs de r - 1 semi-groupes, i.e. lathéorie de Lawvere engendrée par la présentation
(au sens de I'Annexe , § 3) que nous noterons <P, ., > etquise construit rivialement a

partirde (1),(2).(3) .

Comme un calcul automatique (mais fastidieux) permet d'établirque [M] estl'unique «-
extenseur gauche dedegré r sur [T g,s] . ondeécritainsi lowles les extensions gauches
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de [Tgng] : ce sontexactement les théories de Lawvere des systemes associatifs de semi-
groupes.

Plus généralement, supposonsque [T] est une quelconque théorie de Lawvere et
que r>2 estunentier.

On construit comme précédemment une catégorie canonique T, en composantles r-

uplels “composante par composante" , puis une structure canonique de théorie de Lawvere
[T,] etunhomomorphisme diagonal [H]:[T]---->[T,].

On vérifie de la. méme maniére que la catégorie Mod ([T ,]) estisomorphe a la categorie

Alg((-) ") desalgebres de la monade canonique "puissance r " sur Mod ([T])
{que I'on continue anoter {-)7) .

Dans ces conditions, grace encore 8 Coppey [ 1977 ] ,onsaitque Alg{({-) ") estla
catégorie des systemes associalifs de r-1 semi-groupes /inlermesa Mod ([T]) . ie. la
catégoriedes (F,%*,,.. %, ;) ou:
(1) F:[T]--->Ens estunmodele,
(2) pourtout 1<j<r-1, l'application *,.F(T)xF(T)--->F(T) estuneloide
semi-groupe telle que :

+ pourtout x€ F{T), ona x *;x=x,

+ pourtous X,y z€ F(T) . ona x *;y *; z=x ¥z,
(3) pourtous 1<j<k<r-1 ettous x,y.zc F(T), ona x*;{y*,z)=(x*;y)*, 2,
(4) pourtout 1<j<r-1, pourtoutentier n , pourtoutefleche t:TP---->T etpour
tous xq......Xn.¥1....¥p€ F(T) . ona:

FO) (g, oxp) *5 FO(y . .yn) = FO{xq *jyq...xn *5¥,).

Ainsi , [T ,] estexactement la théorie de Lawvere de ces systtmes associafifs de r - 1

semi-groupes intemes & Mod ([ T]) . C'est donc la théorie de Lawvere engendrée par la
présentation trivielement construite apartirde {1).(2).(3).(4). Completenude (4) .
ceci signifie égalementque [T ,] estlathéorie de Lawvere engendrée par la présentation
<T>® o < P, sq> ({ausensdu Chap.5,§3, ou  estunefamille de bijections, adaptée

a <T> et <P, ;4> . choisie arbitrairement).

Remarquons, cependant, qu'au contraire de ce qui se passe pour [T gog] . On ne décrit
pas ainsi toutes les extensions gauches de [T] . caril peut exister plusieurs « -extenseurs
gauches dedegré r sur [T] (ayanttoutesle méme endofoncteur "puissance r " sous-
jacend). Si I'on préfere, il peut exister d'autres structures de théorie sur le graphe Gph (T)
que la canonique.

Par exemple, sile corps K' estune extensiondedegré r ducorps K, alors K est
isomorphe a une structure de corps sur KT , mais qui n'est pas "produit direct” de r
copiesde K. Alors,si [T] estlathéorie de Lawvere des K-espaces vectoriels, la théorie
[T"] des K'-espaces vectoriels estisomorphe (d'aprés I'exemple etla prop. 1 du Chap. 3,
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§1,etlaprop. 2 precédente) a une structure de théorie de Lawvere sur Gph,{T) qui
n'est pas la canonique.

2. Extensions droites de degré r comme théories de rupture

Soit r wunenter , « une rrenotation , [H']:[T]-->[T] wun
homomorphisme de théories de Lawvere , M': T----> T unfoncteur r-déployé par = < et
a={a;:T--->T)y 1 jcr unefamile, dite fermée,de r flechesde [T'] (toutes
ferméesen T').

Pourtoutentier n, nousnotons ([« ]{ i) e =([x])p. TN---->T'"" Junique

flechede [T'] telle que, pourtoutentier 1 <i<n , le diagramme ci-dessous est
commutatif :

Y RRPLANTH
T-nr — > T‘r
/ /,
([=1) " [xjl1cjgr=Clx]) Ty
TN L. > T
w'o{i)
autrement diton a:
([0‘])n‘-[-"=[[°‘j]15;j_<;r-"'n(i)]\‘"15ign:
{voir :

- de nouveau I'Annexe , § 4, pour les notations dutype [-]y . uqm -

-le Chap. 5,81, oul'onremplace T par T° et ¥ par ', pourles symboles du
genre k.o (-} et [-1¥'1 i:n)-

S'il n'y a aucun risque d'ambiguité, nous noterons plus simplement :

([« N"={[x]) T ->T NI
Nous dironsque  (x ) i¢j¢r co-gpére sur [T] par [H'] ou, plus simplement que la

famille o« co-gpéresur [T] si, etseulementsi:
- pourtoute fleche t:T"---->T de [T]. le diagramme suivant est commutatif :
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H (M (1))

B LIS — > T
A
([« ])"‘l ([« !
Tln - R Tl
H' (1)
Clairement, on voit qu'alors :

- pourtoute fleche t:TM---->TN de [T], onaaussi:
([« H(t)=H (M (1)). ([« ])™.

Dans ces conditions, montrons que :
Propaosition3 . Soit v uneniier, « une v-renolation . [T] une théorie de Lawvere .
[M']=([M'].0'.11'] unc-exenseurdroitde degré v sur [T] (voir Chap. 4,.81) et
[H(M)]:[T]—>[T(M')] Fexiension de Kieisli associée & M' froir Chap. 4,82 }.
Alors, lafamille « =(w (j):T(M') -2 T(M')) 1 (j¢r . ferméedans [T(M')] . co-
opéresur [T] par [H(M')] .
Deplus . [T(M')] estlaplus pelite sous-théorie de Lawvere de [T (M') ], engendrée
par H(M") ([T]) &t flesfiechesde} latamille « . Autrementdil (et plus précisément,
loute fléche t:T(M)M---> T(M')" de [T(M')] admelune décomposition de la
forme :

t=H{M")(t) g {[«]™.
{oi t TWr_>TN pstune fiéchede [T) . canoniquement associéed t).

Preuve. Par définition (voir la preuve de la prop. 2, Chap. 4,§2) onsaitquedans [T]
ona pourtout 1<j<r:

m (M) (i) =7, (i) (TT).
D'ol I'on déduitque dans [T {M')] ona pourtout 1<j<r:
w (M) (). id (T )=m(j).
et donc, par construction, que :
(1) id (Tr)=[«;lygjcr=lx].

Pourtoutentier m etpourtout 1<i<m , onad'une part:



id{TT). g (M) (i) =id (TT) M (7 (i) . " (TM)).p'(TTM)

(par définition de la composition . etde w (M*) )
=M (7 (i) .M (" (TM)).p"(TM)
=M'(m (i)

(parce que M" estune co-monade)

=‘P1f"‘m(i)

{par définition puisque M' est r-déploye par w<) ,

etd'autre part:

H(M') (1 (i) g id (TMT) =9 1. (i) L (TM) M (id (T™T)) p* (TM)
(par définiionde H (M') etde . )
=¢ 1.9 (i)

d'ou I'on déduit que, dans [T (M')] . le diagramme ci-dessous est commutatif -

H(M") (¢ 1. o (i)

T(M)mr - T(M)T
id (Tmr) id (T")
T(M)m - . T(M')
w (M), (i)

Ondéduitde (1) etdelacommutation de ces diagrammes que, pour toutentier m ona
(2) (TP =(id(T))"=([«])™,

puisque [H{M')] estun homomorphisme de théories de Lawvere (ce qui impose, avec
des notations évidentes, que H (M*) (¢ 1. (i) =¥ (M) 1. (i) ).

Maintenant, il est facile de verifier en utilisant {(2) que, pourtoutefleche t: TM™---->T de
[T]. lediagrammede [T (M")] ci-dessous estcommutatif:

H(M") (M'(1))

T{(M')mr - - -~ T(M")"
n /[
(id(Tr))m id(Tr)
{
T{M)™ - - T(M")
H{M') (t)
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ce quiprouve, gricea (1) et (2).,que « co-opere effecivementsur [T].

Enfin, supposons que t: T (M) ™ - T(M")" estuneflechede T (M"). 1M lui

correspond donc canoniqguementlafleche t=t:TMr---->TH de [T].
Alors on voit que :

H(M) (1) id(TM") =1 o (TP} . M (id(T™")). " (TM)

TR

Autrement dit, grice 8 (2) onadans [T(M’)] ladécomposition snnoncée, a savoir :

t=H(M) (1) o ([x]})™.
On conclut alors facilement. Fin de ia preuve.
On peut encore améliorer la prop. 3  qui préceéde en énongant :

Proposition 4. Soil v unenlier . « une v-renoigtion . [T] une théorie de Lawvere .
[M']=([M].w0'.1') unc-extenseurdroilde degré v sur [T] (voir Chap. 4,81} ef
[H{M)]:[T]--->[T(M")] Fexensionde Kieisl associée a M'  fvoir Chap. 4,82 } .
Alors . [T(M")] estia plus petite sur-théorie de Lawvere de [ T] librement engendrée
par:

- I8 famille fermée o« = (w (j) T (M) > T(M)) s, de générateurs
{supplémentsires}, co-opérant sur [T],

- les équalions (supplémenlaires} suivanles :

(eq)  HM)((T)) . lxl=(l«D)" w[x].
(e2)  H(M) (' (T)).[x]=id(T(M))=H(M)(id(T)) .

Preuve. La prop. 3 quiprécéde assure que « co-opere effectivementsur [T]. De
plus, une vérificaion automatique, dont nous laissons le soin au lecteur, montre que les
équations (eq) et (e,) sontégalementverifices.

Il reste a etablir que si

- [H']:[T]---->[T"] estun homomorphisme de théories de Lawvere,

- x' estune famille de fleches ferméesde [T'] quico-opéresur [T] par H',
- les équations suivantes sont vérifiées :

(e'y)  HE (M) [«T=([«'])".[«].
(e'2) H (o' (T)).[«']=id(T)=H{id(T)).

alors il existe un unigue homomorphisme [K]: [T(M')]--—-->[T] telque:

- [K].[H(M)]=[H].
“K{x)=a'.



Constatons toutd'abord que de (e() et {e,) {(resp. (e'y) et {(e',)) ondeduit
evidemment que, pour tout entier m :

(eq™) HM) G (TM) g (leD™=([x]D)™"  ([«]}™,

(ex™)  H{M)(u"(TM). g ([«])™=id{T(M")™)=H(M") (id(T™)),
resp. (e'1M)  H (L (T™)). ([« ™= ([«'])™" ([x'])™,

(e'2™)  H{"(TM) . {[«'])™=id(T'™)=H {Hd(T™)) ).

Pourtoutentier m , posons K{(T{M')m)=T'm

Soit LT(M')M-—>T(M')" uneflechede T (M") . Nécessairement on doit avoir (et
donc on pose) :

K{t)=K(H{L). o ([«])™)
{d"aprés la proposition 3)
=H (1) ([«])"
=H (t). ([«'])™
{car t=t d'apreslapreuvedc!c prop. 3) .

Soit f:T(M)M-—-> T(M' )" et g:T(M')N--3q T(M )P deuxfieches de
T(M'). Onaalors:

K{g. ) =H (g M () " (TM)) ([« ])™
(b= Efiniionde K etde . )
=H (g) . H' (M (f)) H (L' (T™)). ([«']}™
(puisque H' estun foncteur)
=H'{g) H' (M (1)) ([«'])™F. {[«'])™
(puisque «' verifie (e';™))
=H (g). ([«'])". H () ([«'])™
(puisque «' co-operesur [T])

=K(g).K(f)
{(par définitionde K ) .

Pourtoutentier m ona:

K{id(T(M')™))=K(w'(TM))
(par constructionu. T (M"))
=H' (' (TM)) . ([«'])™
(par définihonde K )
=id (T'™)
(puisque (e';™) estverifiee) .
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On conclut alors facilement. Fin de Ia preuve .

Il est légitime de dire que la théorie de Lawvere [T (M')] (avec les hypotheses et
notations de la prop. 4 précédente) est /a théorie de rupture de degré v  du systeme
d'équations (e.e,) acoefiicientsdans [T] ,etmémedenoter [T{M')]=[T]{x).

Alors, il est clair que :

Proposition 5 . Si v estunentieret si [T] estune théorie de Lawvere alors. toule
exiension droile de degré v de [T] est isomorphe 8} une théorie de rupture de degré
v d'un systéme d'équations & coefficients dans [T] .

Supposons par exemple que :
-r=2,
s = g (L 2Ix{1, o m)--> {1, . 2m}) N estla 2-renotation telle que, pour
toutentier m ettout 1<k<m, ona o (1.k)=k et o, (2. k)=m+k,
- [T)1=[TEgng] estlathéorie de Lawvere des ensembles .
et déterminons toutes les théories de rupture de degré 2 sur [Tgqg].

Onsaitque [Tgng] estladuale de la sous-catégorie pleine de Ens  dont les objets sont

lesensembles {1,.....m},ou m parcout N . Ainsiunefieche t:T™---->TN de
[TEns] estuneapplication t:{1....n}-->{1 ... m} Maissi F:[Tgng]-—->Ens

estunmodele , F(t) :F(T) M - >F{T) N estausi une application. Souvent nous
prétérons, dans ce qui suit “décrire” t parlefietde F(t) surles m-uplets d'éléments de
F(T). quand F estunmodéle “"général" .

Nous avons donc notamment, pour toutentier m :

- "Gm(1)(x1:-------,sz)=(X1,.......,Xm),
-“'\Tm(2)(x1’ ------- ;xzm)=(Xm+1,......,x2m).

On vérifie facilement que I'unique réalisation [M']:[Tgnpg) > [Tgns] d'exposant 2 et
x-cohérente esttelle que, pourtoutentier m ettoutefleche t:TM---->T de [T gqql.
ona:

- M'(T"“)=T2m ,

M) (X, X ) = (X X )t (Xt e X))

Si [M']=([M].w'.p') estun o-extenseur droitde degré 2 sur [T gng] . alors
w'{T):T2---->T estenfaitune applicationde {1} vers (1.2} Autrementdit , «'(T)
ne peut qu'étre I'une des deux projections canoniques .

Chaisissons par exemple :
(*) ' (T)=w,(1).

Alors onvoit (par naturalité et M' étant 2-déployé par =< ) gu'on a nécessairement :
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M (0" (T))(Xq.%7. X3, X4)=(Xqy.%x3) .,
w' (T2)(xq.X2.X3.X4) =(X1.%7) .

D'od I'on déduit, {en utilisant les équations de co-monade) qu'on a nécessairement :
(%) ROTY (g X)) = (g, %2, X2, X({X1.%2))} .

ou X:T;---->T estunefleche choisiedans [T g,,] donc, d'aprés ce qui précede, une
des deux projections canonigques .

Dans ces conditions, en utilisant la prop. 7, Chap. 5, § 4 , on établit que pour n'importe quel
tel X=w, (i) (ie. pourn'importequel i< {1,2}) il existe bienun seul «-extenseur
droit [M';]1=([M'].w';,1v";) dedegré 2 sur [Tg,g] veérifiant (*) et (*x,).
(Nous laissons au lecteur le soin d'établir un résultat analogue si I'on choisit :

0 (T)=mw;(2) )

D'apres la prop. 4 précédente, on saitqu'alors [T g,g (M*;)] estlibrement engendrée en
adjoignanta [Tg,e] unefamille fermée o« = (« 1.« ;) , co-opérantsur [Tgns] et
verfiant les deux equations {e) et (e-).

Yu les choix pratiqués pour définir «';{T) et p ' (T) onvoit gu'il faut et suffit en réalite
que les équations suivantes soient verifiees :

a1 =id (T(M"})),
et
o g =id(T(M)), s i=1,
i i=2.

n o«

Ho.a =g, 81

Ainsi , [T (M';)] estlatheorie de Lawvere des M, -ensembles, si I'on désigne par M,
le monoide adeux éléments « ; et «, telque:

®qp.xj=aj.x=x;, pourtout 1£j<2,
<Xz.<)(2='-:i1,8i i=1 .
®o.0p=ag 8 i=2,

etl'on décrit donc de la sorte {oules les théories de rupture de degré 2 sur [T gnsl ).
Supposons que K est un corps commutalif (pour simplifier) ,notons [T] Ila
theoarie de Lawvere des K-espaces vectoriels, continuons aprendre r=2 et a désigner par

«  la 2-renotation définie ci-dessus. On peut déterminer toutes les théories de rupture de
degre 2 sur [T] d'une maniére tout afait analogue a celle qui précéde.
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Onsaitque [T] estcette fois-ci la duale de la sous-catégorie pleine de K-VYect dontles
objets sontles K™, ot m parcourt N . Ainsi unefleche t:T™---->TN de [T] est
une application K-linéaire t:K"---->K™_ Mais,si F:[T]--->Ens estunmodele (i.e. si
F(T) "est" un K-espace vectoriel), F{t) :F(T)™--—->F(T)" est aussi une application
K-lineaire. De nouveau, nous préférons souvent dans ce qui suit, "décrire" t par I'effet de

F(t) surles m-uplets d'élémentsde F(T). quand F estun modéle "géneral" .
Nous avons donc encore, pour tout entier m :

SRS B N ¢ ST Xom)=(xq. . Xm).
T (2) (X1 o K] = (Xint1 o X2m) -

De méme, on vérifie que l'unique réalisation [M']:[T]-->[T] d'exposant 2 et o-

cohérente est aussi telle que , pour toutentier m ettoutefleche t:T™--->T de [T].
ona:

-M{(TM)=T2m |
M) (g X Y = (O IS IS DR § ¢ VR I Xom)) .

Maintenant, si [M']=(IM'].w'.') estun «-extenseur droitde degré 2 swr [T] .

alors on dispose de  «'{(T):T2--->T . Posons (avec les conventions de “description
précédentes) :

(*, p) w' (TY{x{.x2)=axy+hx;,
ou a,b sontdeuxélémentsde K.
Alors on voit {par naturalité et M' étant 2-déployé par w ) qu'on anécessairement:

M (' {T)){xq.%2.%3.%4) = (" {T){xy.%x2),w"(T) (x2.%4)).
' {T2) (g %0, %3.%4) = {w (T) {x1.%3) .0 (T){X7.%4)) .

D'ol: I'on déduit {en utilisant les équations de co-monade) que a et b ne sont pas
simultanément nuls et que :

(**% . b.¢.d) P {T) {xq1.X%3;)
(L(x1,x2),b“(x1-aL(x1,x2)),h"(x1-aL(x1,xg)),b'2(bx2-ax1+a2L(x1,xg)))
si I'on choisit par exemple bz 0 etod L:T?--->T estlafiechede [T] decrite en
posant:

L{xj.x2)=Ccxq+dx;
lorsque c et d sontchoisisdans K.

En utilisant la prop. 7, Chap. 5, § 4, on établit que, pour tout quadruplet q=(a.b.c.d)
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appartenanta K* etpourlequel by 0, il existe bien un et un seul «-extenseur droit
M gl=([M].w'gq.p'q) dedegré 2 sur [T] \wvérifiant (*, ,) et

(%, b.c d) .
{Nous laissons le soin au lecteur d'effectuer des calculs analogues et d'établir un résultat du
méme genre sil'onchoisit b=0 et ax0.)

D'apres la prop. 4 précédente, on sait de nouveau que [T (M' ;)]  est librement
engendrée en adjoignanta [T] une famille fermée « = (« 4,« 5) , co-opérantsur [T]
etverifiant les deux équations (e ) et {e,).

Sil'on choisit {pour simplifier) a=0 et b=1 etvules descriptionsde w' q{T) etde
1" q (T) . onvaoit qu'il faut et suffit en réalité que :

o 2=id(T{M'g))
et que I'équation suivante soit vérifiee -
('X1.0(1=CO(1+(’

(i.e. que, comple tenu des conventions precédentes (x4 (« 1 (X)) =ca (X} +dx ).
Autrementdit [T(M" ;)] estiathéorie de Lawvere des A-modules o A' estl'anneau
de rupture du polynome, de degré 2 & coefficientsdans K, X2-cX-d .

Nous laissons au lecteur le soin d'interpréter de laméme maniere [T (M' ;)] lorsque q
est un quadruplet quelconque.
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1. Adjonctions

Soit B et C deuxcatégories localementpetites, R:B---->C et L:C--—-->B
deux foncteurs et

v:Homg(L(-).-)==>Homg(-.R(-)):CoxB--->Ens
vi:Home (-,R{-))==>Homg(L(-).-):C o xB---->Ens

deux transformations naturelles.

Onditque (L.v.v',R) estune adjonclionsi et seulement si les transformations naturelles
v et v sontinverses I'une de ['autre. Dans ce cas, on dit aussi que L est un adjoint &
gauchede R , présentépar v , ouencore que R estun adjoinl & droitede L
présentépar V' {voir Mac Lane [ 1971], par exemple) .

Le plus souvent, s'il n'y a pas de risque d'ambiguité, on dit simplementque c'est {(L,R) qui
estune adjonction, ouque L estunadjointagauchede R, ouencoreque R estun
adjointa droitede L.

Soit B et C deuxcatégories localement petites.
Si U:B-->C et L:C-->B sontdeuxfoncteursetsi (L.,v.,v',U) estune

adjonction, nous dirons aussi que c'est une adjonction gauche sur C  {pour exprimer gue
I'adjoint & gauche dans cette adjonction a pour source C).
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Si U:B--->C et R:C---->B sontdeuxfoncteursetsi (U,v,v',R) estune
adjonction, nous dirons egalement que c'est une adjonction droite sur C  {pour exprimer que
I'adjoint a droite de cefte adjonction a pour source C).

Soit :
-By.B, et C ftrois catégories localement petites
-F:By-->B,.U4:By-—->C,L{:C--->By.U,;:By—->C e L,:C-->B,
des foncteurs .
8i ay=(Lq.vy. vy, Uy} et ag=(L,,v7.v5.U,) sontdeux adjonctions gauches sur
C . onditque (ay.F,aj):aq---->a, estunmomhisme d'adjonctions gauches sur C
si et seulement si
-Uy.F=Uy,
- F. L1 =L 2
- pourtoutobjet By de B, ettoutobjet C de C . le diagramme ci-dessous est
commutatif -

vi(C.B4)
Hom (L (C).B) > Hom{C,U(B;))
FlHom(L{(C).B ) id (Hom(C.U(B{)))
\ v
Hom (L, {C).F(B,)) > Hom (C.U,(F(B)))
v2(C.F(B4))

On définit de fagon analogue les marphismes d'adjonclions droies .

2. Monades et co-monades

Soitune catéegorie C , unfoncteur M:C----> C et deux transformations naturelles
w:id{C)==>M et p Mi==>M,

Onditque M=(M,w.p) estune monadesur C siet seulement si, pour tout objet C
de C, les trois diagrammes suivants commutent {voir Mac Lane [ 1971], par exemple) :

w(M(C)) M{w (C))
M(C) —— = M#(C) M(C) ——— = M?2(C)
id(M(cn\ ﬁm id(M(cN /(C)
M (C) M{(C)

76



M{p (C))

M3(C) > MZ(C)
p(M(C))\l/ lp ()
M2(C) - - > M(C)
p(C)

Soit une catégorie C , unfoncteur M':C---->C et deux transformations naturelles
w' ' M==>id(C) et " M=>M?2,

Onditque M'=({M',w',p') estune co-monadesur C sietseulementsi (M'OP w' ')
estune monade sur C 9P

Classiqguement (voir Mac Lane [ 1971 ] , par exemple) . les notions d'adjonction
gauche sur C etde monade sur C , sontliees (notammenf) comme suit:

Propasition 1 . Si C eslune catégorie localement petite. alors :

- & loule adjonction gauche a=(L,U) sur C esl associée une monsde
M(a)=(M,w.p) sur C,

- dloute monade M=(M,w ., p) sur C estassociée une adjonction gauche
a(M)=(H(M).D(M)) sur C,

de sorle que :

- pour loule adjonction gauche a  sur C |, il exisle un unique morphisme {dil "de
comparsison’} k(a):a(M(a))--->a,

- pourioule monade M sur C, ona M(a (M))=M.

Rappelons en effet que, pour construire I'adjonction gauche sur C assaciée a une monade
M=(M,w,p) . onprocéde comme suit:
- on considere la calégorie de Kieisi de M notée (ici, essentiellement pour les besoins du
Chap. 4) C(M):

+ ses objets sont exactement les objetsde C ,

+ sesfleches c :C -—--> C' sontlesfleches c:C---->M{C') de C,

+8i C:C-—-> C et c:C'-->C" sontdeuxfiechesde C{M) ., leur

composéeest c'. c=p (C").M(c').c, selonle schéma suivant:

M2{C")
M(c 7 \l p {C")

M(C") M(C")

c.'KLg =
c e c'

cC —= ¢ ———=

c c' 7 KL
c'.x.cC
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On dispose dans ces conditions de deux foncteurs :

H{M):C--->C (M)
C---->C
(c:C---->C') -—-->{w (C').c:C > C')

et:
D(M):C{(M)--->C
C ---->M(C)
(c:C > C) —>{p (C').M{c):M{(C)---->M(C'))

Alors, H (M) esthien adjoint 3 gauchede D (M) etl'ona (H(M).D{M))=a(M).

De méme, les notions d'adjonction droite sur C etde co-monade sur C sont liees
(notamment) comme suit {voir Mac Lane [1971]):

Propaosition 2. 5i C  estune catégorie localement petite. alors :

- & loule adjonction droite & = (VU .R) sur C  est associée une co-monade
M (a')=(M,u'.p') sur C,

- & loule co-monade M'=(M'.,w',p') sur C eslassociée une adjonction droile
a(M)={G(M').H{(M")) sur C,

de sorie que :

- pour loute adjonction droite &' sur G , il existe un unique morphisme (dit "de
comparaison”} K (a'):a'(M"{a’'))--->a',

- pour loute co-monade M' sur C ., ona M (a'(M'))=M".

Pour construire I' adjonction droite associée a une co-monade M*=(M', w', p*) sur C.
on procéde comme suit :
- on considére la calégorie de Kieisi de  M' , notée (ici, de nouveau pour les besoins du
Chap.4) C(M'):

+ ses objets sont exactementles objetsde C

+ sesfleches c:C---> C' sontlesfleches c:M'(C)--->C' de C.

+5i €:C--> C et c¢:C-->C" sontdeuxflechesde C(M') . leur
composéeest c'. c=c' .M (c).p'(C) selonle schéma ci-dessous :

M'2(C)

/\.
p'(C)| M (c)
N

M (C) _ M (C')

c\“ﬁ

c >u¢. ——rt

c c KL
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On dispose ainsi de deux foncteurs :

H{M'):C---->C (M)
C

(c:C---->C')--—->(c.w'(C):C > C)

et:
G{(M'):C(M*)--->C
C--—-->M({C)
{Cc:C-—-->q C')-—> (M (c).p(C)M(C)-—->M(C))

Alors, H(M') estbien adjointadroitede G (M') etl'ona (G(M') . H(M'))=a'(M")

3. Présentations

Onditque G=(Ob(G).FI(G),dom, codom) estun graphe (sans identites) si
et seulement si :
- Ob{G) estunensemble, ditensemble des objels de G,
- FI{G) estunensemble, ditensemble des #éches de G,
- dom:FI(G)--—-->0b (G) estune application, dite de sélection des domaines (ou
sources) des fleches ,
- codom:FI{G) -—-->0Ob (G) estune application, dite de sélection des codomaines (ou
buts) des fleches .

Onditque G =(Gph (G).id) estun graphe orienté {ou encore un graphe avec
identités) si et seulement si:
- Gph (G) estungraphe, dit sous-jacenta G,
-id:0b (G)-—-->FI{G) estune application, dite sélection des identilés ,
- pourtoutobjet G de G, ona:

dom({id {G)) =G =codom (id (G)) .

Onditque G=(Gpho{G).Comp (G).L k) est ungraphe compositi si et
seulement si :
- Gpho (G) estungraphe oriente, dit sous-jacenta G,
- Comp (G) estuneclasse decouples (g'.g) de fieches consécutives {i.e. telles que
dom {(g') =codom (g) )de G, que I'on dit étre composables,
- k:Comp (G)---->FI (G) estune application, dite composition des fleches ,
- pouriout (g'.g) appartenanta Comp {(G) ., ona:

fom{g'.g)=dom{g) et codom{g'.g)=codom(qg')
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(si on pose pour simplifier k(g'.g)=g'.g).
- pourtoute fleche g:G--->G' de G, lescouples (g.id(G)) et (id(G').g).
dits Zrivaux, sont composables etl'ona:

g.id{G)=g=id(G').g .

Par exemple, un graphe orienté s'identifie & un graphe compositif ol la composabilité des
fleches est "minimum” .

De méme, une catégorie s'identifie a un graphe compositif particulier ol la composabilite des
fleches est "maximum" et ou la loi de composition est associative.

Enfin, on peut dire qu'un graphe compositif G estun "systeme de générateurs {ses fleches)
et de relations {données par la composition des fleches)" pour une categorie Cat{G) qu'il
engendre .

On définit facilement, par analogie avec les foncteurs entre catégories, ce qu'est un
foncteur F:G---->G' d'ungraphe composiif G versunautre G°.
De méme, on définit ce qu'est une transformation naturelle {:F ==>F enfre deux foncteurs
F.F':G--->C d'ungraphe compositif G versune catégorie C.
Alors, onnote Fonct (G, C) lacatégorie dontles objets sontlesfoncteursde G vers C
et les fieches sont les transformations naturelles entre ces foncteurs.

Onditque <P>=(P.P.ep.(wg)gec opb(p)) estune présentation si et

seulement si :

- P estun graphe compaositif,

- P estunobjetde P, dit distingué .

- exp:0b (P)----> N estune application, dite sélection des exposants des objets ,
-exp(P)=1,

- p)t;?n(tm)ﬂobiet Q de P telque exp(Q)>0,wg=(rg(k):Q-->P)i kcemp(Q)
estun cone projectif dans P d'indexation discréte,

-mp(1)=id(P),

- pourtoutobjet Q de P telque exp(Q)=0., w g estun cone projectif dans P ,
de sommet Q etd'indexation @ (i.e. m o estlafamille vide de fleches) ,

(pourtoutobjet Q de P, ondiraaussique w g estuncone projectif distingué) .

Soit C une catégorieet <P> une présentation.

Onditque F:<P>---->C estun modéle de <P> dans C sietseulementsi:
-F:P---->C estunfoncteur,
- pourtoutobjet G de P, F{wg) estun cone produitdans C.

Si F.F:<P>---->C sontdeuxmodeélesde <P> dans C , onditque h:F==>F
estun homomorphisme de F vers F' sietseulementsi h estune transformation
naturelle .

Dans ces conditions, on désigne par Mod (<P >, C) I|a sous-catégorie pleine de la
categorie Fonct(P,C) dontles objets sontles modelesde <P> dans C.



Alorsonnote i .p, c:Mod(<P>,C) ---->Fonct(P,C) lefoncteur injection canonique
et pourtoutobjet Q de <P>, ondispose dufoncteur évaiuationen Q :

evg ¢:Mod(<P>,C)-—>C
F--->F(Q)

En particulier, si C=Ens , il sera parfois (selon le contexte) plus commode de noter:
- Fonct(P) aulieude Fonct{P.Ens),

-Mod(<P>) aulieude Mod(<P>, Ens),

“i¢p, aulieude i .p, gns.

- pourtoutobjet Q de <P>, evyp aulieude evg g .
-U,.p, aulieude evp.

Soit <P> et <P'> deuxprésentations.

Onditque <H>:<P>----><P'> est unhomomorphisme de <P> vers <P'> siet
seulement si :

-H:P---->P* estunfoncteur,

-H(P)=F,

- pourtoutobjet Q de <P>,ona exp{H(Q))=exp(Q).

- pourtoutobjet Q de <P>,ona H{wg)=v'y(q)-

Dans ces conditions, si C estune catégorie, on dispose du foncteur "compositionpar H":

Fonct (H, C) : Fonct (P*, C) ----> Fonct (P, C)
(F:P*—>C) —> (F.H:P-—>C),

etl'on dispose aussi du foncteur (restriction du précédenf) "modéle de <P> sous-jacent":

Mod (<H>,C):Mod (<P*>, C)--->Mod (<P>, C)

F--->F.H.
Ainsi le diagramme ci-dessous commute :
Mod (<H>,C)
Mod (<P*>,C) > Mod (<P>,C)
icps. C icP>.C
W
Fonct (P*, C) e > Fonct (P, C)
Fonct{H,C)

En particulier, si C=Ens , onnote :

- Fonct(H) aulieude Fonct(H,Ens),.
-Mod(<H>) aulieude Mod(<H>, Ens),
et donc le diagramme ci-dessous commute :
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Mod (<H>)
Mod (< P*>) > Mod (<P>)

U{P.> \ /U‘<P}
N

Ens &

Alors, on sait d'aprés “le theoreme du faisceau associé" (voir Ehresmann [ 1967 ] , par
exemple) que :

Proposition 3 . Si <P > estune présenistion, alors le loncleur injection canonique :

icp,:Mod({(<P>)--—-->Fonct{P)

admet un adjoint & gauche :
g.p, Fonct{P)---->Moad (<P>) .

Mais Fonct (P) étant compléte et co-compleéte, on en déduit que (les limites et co-limites se
calculant "point par point” dans Fonct { P ) etles limites commutant aux produits dans Ens) :

Proposition 4 . Si <P > est une présenistion. alors Ia catégorie Mod (<P >) est
compléle et co-compléle el les limites (mais pas les co-limiles ) s’ calculent point par point .

Il résulte aussi clairement de la prop. 3 qui précéde que :
Propasition & . 5i <H>:<P>----><P'> estun homomorphisme de préseniations, le

foncleur "modéle de <P > sous-jacent” Mod {<H>):Mod (<P >)---->Mod (<P>)
admel un adjoint & gauche L ., Mod (<P>)-—-->Mod (<P'>).

En particulier on en déduit que

Proposition 6 . Si <P > estune présenistion, le foncleur ensembie sous-jacent :
U.p,:Mod({<P>)---->Ens

admet un adjoin & gauche :
L.p,:Ens-—-->Mod (<P>).
Soit <P> une présentation.

On dispose du plongement de Yoneda relatif & la categorie Cat (P) engendrée par le
graphe compositif P, quelonnote Y, (p):Cat{P)---->Fonct{Cat(P)) o .

Si c{P):P-->Cat(P) designe le foncteur (en général ni plein, ni fidele) présentant

Cat (P) comme categorie librement engendrée par P, alors on dispose d'un autre
foncteur canonique :
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(TR L— 0T 1 ] PE—— >Fonct (Cat(P))% =  Fonct(P) P
c(P) Y ca(P) Fonct(c (P)) o

VEY  J— > Fonct (P) %@ >Mod (<P >} o
Yp g.p, %

associant atoutobjet Q de <P>, unmodele Y _p,(Q) de <P>, dit canonique
etrelstita Q .

On sait que {voir Gabriel-Ulmer [ 1971] et Lair [ 1971 ], par exemple) :

Propasition 7 . Si <P > estune préseniaion . alors le foncleur canonique qui lui est
associé Y .p,:P---->Mod (<P >) % vérifie les propriélés suivantes :

-Y.p,% estdense,

- pourloutobjel Q de <P> ., le modéle canonique Y .p,(Q) es!un objel libre de
Mod (<P >) ., relstivement au foncteur evg:Mod (<P>)--->Ens, engendré par un

généraleur.
- naturellement en lout modéle F:<P>---->Ens , ondispose d'une équivalence naturelle :

% p-Hom (Y .p,(-).F)~F:<P>-->Ens,

- pourloutobjel Q de <P> , le modéle canonique Y _p,(Q) eslun objel libre de
Mod (<P >) . relativement au foncleur U .p ,:Mod (< P> ) -—--> Ens , engendré psr
exp (Q) généraleurs {autrementditona Y .p, (Q)x~L_p,({li.1Li<exp(Q)})).
-lefoncteur Y .p, définitunmodéle Y .p, <P>-—-->Mod(<P>)%® gde <P>
dans Mod (<P>)oP

Soit C une categorie .

Ondiraque C est préseniable siet seulement s'il existe une présentation <P> telle que
C et Mod(<P>) sonteéquivalentes .

De méme, on dit qu'un foncteur U :C'----> C est préseniabie si et seulement s'il existe un

homomorphisme <H>:<P>---><P'> enire présentationsteique U et Mod (<H>)
sont "équivalents" .
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4 . Théories de Lawvere

Onditque [T1=(T.(m n(i)1cicm)me N") estune théorie de Lawvere (voir
Lawvere [ 1968 ] ) si et seulement si :
- T estune catégorie petite, dite sous-jacente a [T],
- Ob(T)=(T"/ne N},
- pourtout me N® | (w  (i):T™--->T1)y ;. estuncdne produitdans T,
-mwq{(1)=id(T),
- T0 estunobjetfinal dans T.

Soit [T] une théorie de Lawvere.

Dans la suite, on notera plus simplement :

- 177 ouméme 1 sulieude TO,

-T aulieude T!,

- m g lafamille vide de fleches de source T0=1;1y=1.

Demémesi me N, si ne N® etsi (4;:T™-—->T)y ;. estunefamille de fleches

de [T]. elle détermine une unique fleche que nous noterons  [t;]4; :TM--—-->TN et
telle que, pourtout 1<i<n, ona w(i). [t]y¢cn=ti-

Enfin , 113 etantun objetfinalde T, ondispose, pourtout me< N , d'une et une seule
fleche cp:T™--->1[y) de [T] (enparticulier,onadonc cy=id(1)) .

Soit C unecatégorieet [T] une théorie de Lawvere .

Onditque F:[T]---->C estun modéle (ouune aigébre - voir Lawvere [1968])de [T]
dans C sietseulementsi:
- F:T--->C estunfoncteur ,

- pourtout me N ¥, (F(mm(i)):F(TM)-->F(T))1icm est un cone produit dans
la catégorie C .,
- F(1[7j) estunobjetfinaide C .

Si F,F:[T]-->C sontdeuxmodelesde [T] dans C, onditque h:F==>F est
un homomorphisme de F vers F' sietseulementsi h estune ranstormation naturelle

dufoncteur F verslefoncteur F' .S'ilenestainsi onpose h(T™)=h{m) pour tout
me N.

Dans ces conditions, on désigne par Mod ([ T].C) la sous-catégorie pleine de la
catégorie Fonct(T,C) dontles objets sontles modelesde [T] dans C .
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Alorsonnote ifyy ¢c:Mod([T].C)---->Fonct(T,C) Ile foncteur injection canonique et
pour toutentier me N, ondispose du foncteur évaluationen T™ :

eV c:Mod([T])-—>C
F--->F(TM)

En particulier, si C =Ens, on notera plus simplement :

- Fonct(T) aulieude Fonct(T,Ens),
-Mod([T]) aulieude Mod([T].Ens).

- i[T] au lieu de i[T],Ens'

- pourtoutentier me N, ev, aulieude ev, ..
-Urr; aulieude ev, .

Soit [T] et [T'] deuxthéories de Lawvere .
Onditque [H]:[T]--->[T] estun homomorphisme {(voir Lawvere [1968])de [T]

vers [T'] sietseulementsi:
-H:T--->T" estunfoncteur ,

- pourtout me N, ona H(TM)=TMmM,
- pourtout me N* etpourtout 1<i<m ., ona H{w,(i))=n'q(i).

Dans ces conditions, si C est une catégorie, on dispose du foncteur "modéle de [T]
sous-jacent” :

Mod([H].C):Mod ([T'].C)---->Mod ([T].C),.
restriction du foncteur compositionpar H :
Fonct(H,C):Fonct(T",C) ---->Fonct(T,C).

Ainsi le diagramme ci-dessous est commutatif :

Mod ([H].C)

Mod ([T"].C) > Mod {[T].C)

i[T‘J.Cl iim,c

Fonct(T*. C) . —> Fonct(T.C)
Fonct(H,.C)

En particulier,si C=Ens , onnote :

- Fonct(H) aulieude Fonct{H,Ens),

- Mod ([H]) aulieude Mod{[H].Ens) .
et donc le diagramme ci-dessous commute :
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Mod ([H])
Mod ([T']) > Mod ([T])

Un\ /Um

Ens

Soit [T] une théorie de Lawvere .

On dispose donc du plongement de Yoneda relatif 3 la catégorie T:

Yy:T-—-->Fonct(T)°P
TMoeeeeen >Hom (T™,-)

Pourtoutentier me N, lefoncleur Hom (T™,-):T----> Ens commute nécessairement
aux limites projectives, en particulier aux produits finis. Il définit donc un modélede [T] . dit
canonique etrelaffda T™ (oud m ) . Ainsi le foncteur Y estavaleurs dans la sous-

catégorie pleine Mod ([T])° de Fonct(T)°P , il admetdonc une restriction :
Yr1y:T---->Mod ([T]) P

et le diagramme ci-dessous commute :

T
N

Mod ([T])°° - >. Fonct(T)op
I

Classiquement, on seit que (voir Lawvere [ 1968 ], par exemple) :

Proposition 8 . Si [T] esiune théorie de Lawvere, alors le foncleur canonique :

Y[T]ZT"'-> Mod ([T])©°P
vérifie les propriélés suivanies :
- Y[T]OD estdense ,

- pour loul enfier m< N , le modéle canonique Y y1(T™) estun objel kbre de
Mod ([T]) relativement au foncieur ev , :Mod ([T]) -->Ens , engendré par un

- natureliement en lowl modéle F:[T]--->Ens , ondispose d'une équivalence naiurelle :
z;FIHOM(Y[T](‘).F)mF.



- pour lot enfier me N, le modéle canoniqgue Y (13(T™) estun objel libre de
Mad ([T]) relativement au foncleur Uprj:Mod ([T])-—-->Ens , engendré par m
générateurs

- le foncteur Y [ 14 définit un modélede [T] dans Mod ([T]) O appelé “ro-
modele” canoniquede [T] dans Mod ([T]) .

'Y(T] esiplein,

'Y[T] eslfide'le.

De méme, on peut établir (par “extensions de Kan" ) que (voir Lawvere [1968]):
Propasition 8 . Si [H]:[T]---->([T'] estun homomarphisme de théories de Lawvere,

alors le foncteur Mod ([H]):Mod ([T']) -—-->Mod ([T]) admet un adjoint & gauche
Liyy:Mod([T])---->Mod ([T']) rendantle diagramme ci-dessous commuiali :

YT
T > Modf(['l"])OD
T — > Mod ([T]) %
YiT3

En particulier on en déduit donc que :

Proposition 10 . Si [T] estune théorie de Lawvere ., alors Urry:Mod ([T]) >
Ens admetun adjoini 4 gauche L[ vy Ens---->Mod ([T]) el pourtout enier me N ,
ona:

LepgliZ 1ism)) =Y p9(T™M).

On établit egalement que {voir Lawvere [ 1968]) :

Proposition 11 . Si [T] estune théonie de Lawvere. alors le foncteur injection canonique
ifyy:Mod ([T])---->Fonct(T).
admet un adjoint & gauche g (ty:Fonct({ T)---->Mod ([T]).

Mais Fonct(T) étant compléte et co-compléte, on en déduit que (les limites et co-limites se
calculant point par pointdans Fonct(T) et les limites commutant aux produits dans Ens ) :

Proposition 12 . Si [T] estune théorie de Lawvere, Ia catégonie Mod ([T)) de ses

maodeéles est compléte et co-compléte at les limiles (mais pas les co-limites}) s'y calculent point
par point .
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Soit C une catégorie.

Onditque C est théonsable si et seulement s'il existe une théorie de Lawvere [T] ftelle
que C et Mod([T]) sontéquivalentes.

De méme, on dira qu'un foncteur U:C'----> C est théorisable si et seulement s'il existe un

homomorphisme [H]:[T]---->[T'] entre théories de Lawveretelque U et Mod (H)
sont "equivalents" .

5 . Présentations et théories de Lawvere

Si <P> estuneprésentation, onnote T <P > ladusle de la sous-catégorie
pleine de Mod <P> dontles objets sontles L p,(n) . ou né& N . Alors, d'apres les

prop. 4 et 6,83 quiprécedent , T<P> estcanoniquement munie d'une structure de
théorie de Lawvere [T <P>] , etl'onveérifie que :

Propaosition 13 . Si <P > estune présenistion. alors les calégories Mod (<P >) et
Mod ([T (<P>)]) sonléquivalenies .

Ainsi, les présentations peuvent étre considérées comme des systemes de générateurs et
relations pour les théories de Lawvere.

Si [T] estune théorie de Lawvere, on lui associe la présentation <P ([T])>
deéfinie comme suit :
-P({[T])=T.
-P=T,
- pourtoutentier me N, exp(T™)=m,
- pourtoutentier m>0 etpourtoutentier 1<i<m, wy™({i)=w ,(i).

(sinsi, on identifie une telle théorie de Lawvere & une présentation, et on peut légitimement
noter <P({[T])>=<T>).llestalors trivial de vérifier que :

Proposition 14 . Si [T] esiune théorie de Lawvere. alors les caiégories Mod ([T])
el Mod (<T>) soniégales.

Des propositions 13 et 14 découle ce qui suit qui n'est évidemment pas fait pour
surprendre :

Prapasition 15 . Les calégories préseniabies sont exaclement les caiégories théorisables .
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