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DIAGRAMMES VOLUME 25 1991

CATEGORIES LAX-LOCALEMENT-CARTESIENNES
ET
CATEGORIES LOCALEMENT CARTESIENNES :
UN EXEMPLE DE SUFFISANTE COMPLETUDE CONNEXE
DE SEMANTIQUES INITIALES.

F. Cury

Introduction

Depuis oueloue temps la logigue catégoricue est vanus
renforcer la place {considérable) occupée sar la lcgiagus
classigus en informatigue fondamentale.

Cette logigue catégoriguse oermet, =n =2ff=t, une
modélisation satisfaisante de nombreuses guestions

concernant aussi bien les types abstraits de données oo

m

les langages fonctionnels de grogrammation. ou encorse le
calcul formel ou la démonstration autematioue...

Dans le présent travail, nous nous intéressons
particulisrement i ces aodélisations cui metitant =2n euvrs

des catégories munies de constructeurs {(comme. par exemole,

A.M.S. SUB. CLASS. :! 18 A 10 , 68 C 20 , 08 A 50 .
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les catégories cartésisnnes farmées. en lizison avez le
A—calcul,...}. Flus orécisément =ncore, nous nous
intéressons & la description "mécanigus" des sémanticuas
initiales de ces structures.

Les constructeurs, dont une catfgorie oceut Firz munis=.
produisent des résultats de deux scrtes :
- spit ils construisent des cbjets,
- spit ils constiruisent des fléches.
Dans le premier cas. interorétant les ohists de 1=z
catégorie comme autant de tvbes. an gira Sus  Ccas
constructeurs sont des lois typantes.
Dans le second cas., interprétant les fléches comme des
fonctions (i.2. des "actions é&lémentaires" A accomciivrd. on
dira gue ces constructeuwrs sont des lois codantes (i.e.
produisant cu code).

Bi=n entendu. ces constructeurs ne sont gue ~arament

indépendants : ils sont astreints généralement & vérifier

]

un certain nombre diaxiomes f{dont. bisn erntancu.  d=

viomes, dits de configuration. associés a chacuns Zss 1

Y]

n

=
-

codartes et +fixant domaine et codomaine des F1éche

r
n

gu'elles construisent).

En toute généralits. on pourrait suocposer cus CBS axicmes
sont des formules (closes) du 177 ordre, mais nous nous
limiterons A 1i’ascect "essentiellement slgébricus" de 1la
suestion 2n supposant gue ce ne sont gue des formuliss de
Horn (universelles—égquaticonnsllsss.

A ce point, il semble donc gque 17&tude d= ces
catégories muniss de constructeurs ne =it ou’une parcells
du terrain {assez) bien connu des thécries de Horn
gguationnelies. Autrzment dit. pour décrire "mécaniousment"
laurs sémantigus=ss initiales, il semble aqu’il fzille
utiliser des "systémes de réécritwe conditionnallzs" assexz

classigues.
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On doit cependant apporter a cette fagon de voir les
choses trois restrictions notables.

Tout d’abord, les constructeurs (qui apparaissent dans 1la
pratique) ne sont pas "partout définis"; autrement dit,
pour qu’ils puissent s’appliquer, ils doivent satisfaire a
des clauses de définttion.

En deuxiéme lieu, on s’interdit des clauses de définition
qui obligeraient A& tester des égalités de Ffléches : du
point de vue des langages fonctionnels de programmation,
ceci signifierait qu’il faudrait exécuter "diverses parties
du programme" — a opriori "non étrangéres" — avant
d’ espérer méme en obtenir une compilation compléte.

Enfin, en troisiéme lieu, écrivant les axiomes (formules de
Horn) sous la forme d?’implications, on interdit pour les
mémes raisons que leurs "“parties hypothéses” contiennent
des tests d’égalités de fléches.

On se trouve donc devoir "assouplir" une présentation
"essentiellement équationnelle" d’une catégorie munie de
constructeurs en une "présentation essentiel lement
relationnelle”, en se plagant dans le cadre suivant :

- d’une part, an choisit (si c’est possible) une
présentation essentiellement équationnelle vérifiant les
conditions suivantes :
(i) on accepte des tests d’égalité entre objets, dits
ltests (géométrigues) de configuration, i.e. on accepte
des clauses (de définition des lois ou "hypothéses" dans
les formules de Horn) d”égalités entre objets,
(ii) on refuse des tests d?égalité de fléches dans ces
clauses,
- d’autre part, lors de 1’ assouplissement, on impose a la
présentation essentiellement relationnelle de vérifier les
conditions suivantes :

(1) les clauses peuvent comporter des égalités d?objets,
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mais pas d?’égalités de fleches,

(ii) on accepte des clauses "de type relationnel" (entre
objets ou entre fléches),

(iii) les "parties conclusions" de ceux des axiomes qui
ne sont pas de configuration devront @&tre "de type
relationnel".

Ainsi, il faut commencer par "assouplir" les axiomes

autres que ceux de configuration : ils n’imposeront plus
des égalités mais seulement des réécritures entre fleches
(qui ont des domaines égaux et des codomaines égaux). Ces
réécritures seront matérialisées par des Z2-fléches.
Dans un premier temps, on assouplit donc la structure
considérée en celle d’une Z2-catégorie, munie des mémes
constructeurs (avec les mémes clauses et les mémes
configurations), mais avec des axiomes affaiblis.

Dés lors, il se pose un probléme dans 1le cas
(fréquent) o4 des constructeurs d’objets ne sont pas a
arité—objets. Dans ce cas, des objets différents peuvent
avoir été produits par une méme loi typante, cette 1loi
ayant pris successivement en arité deux n-uples de f1léches
se réécrivant les unes en les autres. I1 convient donc,
dans de telles situations, de considérer que des objets
peuvent se réécrire en d’autres : dans ce travail, nous
suggérons de matérialiser les réécritures d’objets en des
fleches, ces fleches constituant une sous—classe
particuliére (contenant les fléches identités) de la classe
de toutes les fleches. De telles fléches seront dites de
réécriture (entre objets).

Le type de structure assouplissant (du point de vue de
la réécriture) celui constitué par une catégorie munie de
constructeurs est finalement de la forme :

- 2—-catégorie,

- munie d’une classe de fléches particulieéres "de
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réécriture entre objets”,

- munie de constructeurs, dont les clauses de définition
sont "essentiesllement (car on accepte aussi des égalités
d’objets) relationnelles (les relations étant celles de
réécriture)”,

- ces constructeurs vérifiant des formules de Horn
universelles (essentiellement) relationnelles.

La maniére d’assouplir étant ainsi dégagée, il ne faut
pas croire qu’il suffit de partir de 1l1la présentation
essentiellement équationnelle donnée et d’y remplacer, dans
les "parties conclusions" des axiomes, les = (entre
fléches) par des (2-fléches) = et les = (entre objets)
par des (1-)fléches de réécriture pour obtenir un
assouplissement convenable, i.e. permettant une
description (ou une construction, ou un calcul, ou une
mécanisation) explicite de 1la sémantique initiale. Ce
serait le cas pour des théories équationnelles, ou méme
pour la structure de catégorie cartésienne fermée, mais
c’est en général bien insuffisant.

En effet, que recherche-t-on en assouplissant de la sorte
(étant entendu que cet assouplissement a une sémantiqgue
initiale constituée de termes)?

Tout d’abord la suffisante complétude, i.e. que chaque
élément de la sémantique initiale "rigide" ait au moins une
écriture (un terme) qui le représente dans la sémantique
initiale assouplie.

Ensuite, on souhaite que, si deux termes de la sémantique
initiale assouplie représentent un méme é&lément de 1la
sémantique initiale rigide, alors cela puisse se
reconnaitre mécaniquement. Idéalement, c’est ce qui se
passe lorsqu’on dispose de formes normales. A défaut,
d’autres moyens moins contraignants, mais qu’on peut aussi

envisager de mécaniser, permettent également de vérifier ce
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aui, en tout état de cause., est 1’essentiel : & savoir cue
les termes en question sont dans wune méme composante
connexe (on la connexion est matérialisée par des
(1-)Yfléches de réécriture et des 2-fléches de= réécriture).

En général, pour gu’une telle condition de suffisante
complétude connexe de la sémantique initiale assocuplie sur
la sémantigue initiale rigide soit assurée, il faut non
seulement "dédoubler", par réécriture, les objets et les
fléaches (i.e. les éléments de la sémantique initiale) mais
aussi "dédoubler suffisamment" les lois et axiomes de 1la
structure considérée, i.e. les constituants de la théorie.
D?’od de nouveaux constructeurs et de nouveaux axiomes. gui.
bien entendu, deviennent totalement redondants si 17on

rigidifie.

Nous fournissons explicitement dans ce texte, & titre
d’exemple considéré comme "générigque", un assouplissement
de la structure de catégorie "localement cartésienne" oour
lequel la propriété de suffisante complétude connexe est
vérifiée.

Au 81, on détaille complétement cet assocuplissement.
Autrement dit, on présente ("a la FTeyd““W ce gque nous
avons appelé les catégories lax—-localement—-cartésiennes.

Au 82, on explicite complétement {mais sans la
démonstration) la propriété de suffisante complétude
connexe de ces catégories lax-localzsment—cartésiennes sur
les catégories localement cartésiennes : on peut donc vy
trouver une formalisation des considérations énoncées dans

cette introduction.

(1)
in Properties invariant within equivalence types of

categorties, in Eilenberg Festschrift, Ac. Press, 1973.
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Aux 82, 4, S =t b, on démontre, pai édtapes
successives, les résultats énoncés dans 1= £2. et notamment

cette propridtéd de suffisante complétude connexe.







1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

1. Catégories lax—localement—-cartésiennes (LLCC)

Définition 1 : Nous dirons aue (C.R.,=») est une catégorie

lax—-localement-cartésienne f{en abrécé une LLLCC), cu encore
gue c’=2st une catégorie & obijet final assoucii =1}

lax—obijet—Final) choisi et A choix homocine d2 coro

S

-+ =i st sesulosment

fibrés assourlis f{(ou lax—-oroduits—fibras),

=1 s

- € est un2 catégori=, dont les lois sont notdes comme il

st usuel :
dom pour domaine.

codom pour codomaine.
id pour identité
{et. plus simolement. on notera scuvent id(a) = id ).
comp oour composition

{2t on posera souvent como(v.x) = v.x Y.,

- R est une partie de F1 () (alars, les +flé&ches d=2 R

par des flaches "ondulées" du tvpe —~mnnn— st =lles

seront en général désignées par des letires gracouss).

. 4> . N
- =" est une relation sur F1{C) icn introdud

ainsi des 2-fléches (de réécriture: notées indifféremment :

a
2 =2 ou e 1 °

e’ /2

(1> .. ..
Pour définir la structure de LLCC, nous avons choist

les sens de réécriture qui nous ont semblé opportuns, tant
pour les 1-fléches que pour les 2-fléches, maLs on pourratt
modifier certains de ces sens sans conséquence pour le

résultat recherché, L. e. pour le théoréme du §2.



1. Catégories lax-localement-cartésisenres (LLCC

~uisqu’on ceut constater & la lecture des divers ariocmes

cul suivert cue. si e=e'" . alocrs on a nic=2==ssi-=2m=nt
dom(=) = dom(=2') =t codom(e) = codom(=’) .
- C 2zt munie des loils structurelles (relatives ag

lax—objet—-final) :

telles gue :

+ la loi wun
( wn comme lax—"1" ou lax-objet-final:
25t typante et sélectionne simolement un objet de C€ . rnoté

1 {2t appelé, bien entendu, lax-objet-finall.

+ la loi cte
{ cte comme lax-ConstanTL}
est codante et configurée par :
v cte

A e ne —Ct2A gy

- C est munie des lols structurelles (r=latives aux
lax-oroduits—fibrés) :
PF . . 5, b, d et o.
telles gue :
+ 1a loi FPF
{ PF  comme lax—-Produilt—-Fibré}
est tvpante et configurée par :

v PE

® PF(e .2 ) ®
1 2

N

N

my ¥w
N

10



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ les lois f , 5 et b
( ¥ comme lax—-First ou lax—premiére-projection,
s comme lax-Second ou lax—deuxieéme—-projection,
et b comme lax-Bissectirice ou lax—-troisiéme—projection)

sont codantes et configurées par :

v f.s.b
® )
e, f(ei,ez) ?1
b(e ,e ) ™
1 2 b
o PF(ei,ez) i?.
J .
2 5(e1’ez) ©2
e o

+ la loi d
(d comme lax-Diagonale)

est codante et configurée par :

v d
f(e,e)
et 82
e -2 e |Pre,e) 322 o . % .5 e
A
l 1 “s(e,e) ’
B -Y4-Pr-)

14



1.

+ la loi p
(p

est codante et configurée par

Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO)

comme lax—-Préfactorisation)

p(e ,e_,e_,e)
PF(e ,e ) < 2 2 <
roe 112 e 1
b(eié,ez) :
éf(e1’ez) * s(e ,e_ )
° i A R
N
® L L.s ' ® -
ey. '\4 e, . 2 ... e,
° ° b(e1 e e .e)
) ®
R__. ".Z
fle .e_~ _-:.ez-e‘) s(e e.}.--e e
PF(91'93592'94>

12



1. Catégories lax-localement-cartésiannes

(LLCC)

- € =5t nuni= Zes lois de cohérence f(toui=s codartasd o
. ef « pp - oq Bt o0 .
telles gque :
. (2>
+ la loi &
{ £t comme Transport:
- (3>
est configuréde par :
A4 +
o
AR
e O -~ ’ c
ICR SR : F(2.1")
® ®
PF(2.)) AR FE(=.A%)
AN 2 D U ST <.
( s(2,A): 7 .. +3(2.\") Y
i ,L ,L ..
L ] ® . ® ® »
I Iy : M M
o
® : ®
LECE(EN) (e, )) s(F(2.0) L Ff(a. "))
k'-. B e Y e
FF(f(=2.2) . F(=.1"))
(2 .

Pour une présentation plus agréable, nous avons rejetéd
en fin de définition les axiomes ((hf), (hs) ot (hb)) dits
d’homogénéité. Cependant, nous ne nous sommes pas privé de
les utiliser; awnst, ici, ce sont Sux qui assurent que
les lax-projections scnt automatiquement éléments de R
(& H] X ..

Nous aurions pu, pour "contourner les trous", chotsir

une lov t plus sumple, mais alors plus rigide.

13



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO)

+ la loi cf
( ¢ comme Composition et f comme First)

est configurée par :

d - 3
o PF(e_.e_,A) . PF(e -e_,A")

.z ;' ..Ec.‘. s
e - f(ei,k}w e

. .5_,..3.} ( e . k' ) K..'
- 3 -, 1 ...
PF(e, .0 2%« PFCe ") 1

et S U

\;\
;/
N

|

A

e e e e e,

: C PF(f(ei,k),f(ei,k‘))J

cf(ei,ez sAJA’)

(ol 1’on a abrégé les Ff(f(e,A),f(e,A’)}) en ¥ et les

e
s(f{e,N),f(e,\’)) en Sa ).

14
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO)
{ p comme Réécriture et +1 comme Fleches)
est configurée par :
v Pr1
| . .
A L R
0 ah
e |==>le] f(ei,ez).__..--' e =—»e '--.,_;F(ei_.ez)
N \ /
“ . PRee,»®) pee ey ® Cbeeriery s (e
o ) C N ’ 1
e = e’ .'-.'-_ ; ; ’ "-- ’ ’
2 I S(Ei’ez) ez§=-=>§ez s(ei,ez)
CoJ
N\ S oy P
o ®
Pr (e s8 18,000)



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ la loi pg4
( p comme Réécriture et q comme "duale" de p )

est configurée par :

v Pq
" PF(EI,.EZ)
f(etsegzx' g Wz?(ei,ez)
e bee i,e) e
° . T. E
1 2 1 : 2
A ) R4
Pq( 521,92 ?
A . A
FCr-e i, x.e) I s(h.e i.n.e)
. 1 2 : 1: 2
T

ky_b(K’e1§’x'ez)_;)

> PF(?\-ei,)\-ez)

16



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCOC)

+ la loi o
( p comme Réécriture et c comme Composition)

est configurée par :

v Pe
® o> @ R e et
» - Tt zﬁ
.l .....-- E '-....-
s(et.ez,kz, s(e .\ b(et,kz,
e .- : - e
1 1
I

L f(e «A) i
of I PFCE A s @
1 sy
b(ez.f(ei,x{Z; L

e, €2

s(ez,f(et,K))g
o (e e N L7 fle e A)
® PF(e e aA) ESANAAARNAA— @ BRGNS S PN ¥
. PF(e_,f(e .7\)) ERE
f(e E aA)
L......................\.'Z'.‘f.”..“i’f.”.’.‘:.“i.’.'.”.'.'.'."..'Z."..”..”.’.‘C’Z‘..“..'..”..‘i.“..‘.f ................. J
b(e -ez,x)

1?7



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

- les axiomes, représentés par les schémas qui suivent,

sont vérifiés :

+ axiome (R.id) (relatif a4 la classe R ) :

on a

® A “ A—-'vvvyzmvvvv—)ﬂ
i )

+ axiome (R,comp) (relatif & la classe R ) :

7 A_-A N
2 1

18



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiome (=»,=) (relatif a la relation = ) :

yd N
° £ > ® ° Jl(=a,=) °
AN _ e

+ axiome (=b,=>) (relatif a la relation =) :

UL T T
NG % Vo

+ axiome (=p,comp) (relatif a la relation =) :

:
)

e | < | - . Ji=rcom o

19



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiome (cte,l)

l.o.f.) :

on

1 cte(l) 1

(relatif au lax—-objet—final.

+ axiome (cteg ) (relatif au l.o.f) :

on

®
v
o

a
1
cte(dom(e)) (ctegy)
]
@ = > @

20

en abrégé

cte(codom(e))



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO

+ axiomes (cene,) et (caney) (relatifs aux

lax—produits—fibrés, en abrégé l.p.f.) :

v on a
L ]
f(ei,ez) e,
* ﬂ(canei)
&,
\\\s b(e1,ez)
® PF(ei,ez) > @
e,
° “(canez)
s(et,ez) ez

21



1. Catégories Llax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiomes (dg),

(dy) et (dy)

on

(relatifs aux l.p.f.)

A
f(e,e) (dg) id(A)
- - —— )
PF(e,e) «—28 5 _=© >
(d,)
—d
s(e,e) id(A)
A "(db)
b(e,e)

22



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCCO)

+ axiomes (pg), (pg) et (py

) (relatifs aux 1l.p.f.) :

v on a
[ J [
N T\
e e
1 2 b(ei,ez) b(e1-e3,ez-e4)
===
e ® [|® ¢ PF(e ,e2.) >
~ PN PN f(Ei,ez) 1? z S(Ei ,Ez)
©a €. ©a €.
(pe) (p.)
p.f/ pe ,e_,e_,e) x*‘
f(e .e_,e_.e ) //gle .e_,e_.e )
® o lo < 1 3" 2 "4 ° 1 3772z 47

23

PF(ei.ea,ez-e4)

#
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Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO)

+ axiome (p_,,p) (relatif aux l.p.f

+ axiome (d

on a

PF(et-ea-es,ez-e‘.es)

.) 3

p(e .ese, "€ 18,8))

A 4

PF(e1-ea,,ez -e‘)

P(Etsez,ease‘)

(P,

omp )

E

e ,e ,.e .e ,e .e
p(1’z’a s’ 4 s)

) (relatif aux l.p.f

comp

«) =

on a
©a
[ [ J —> @
/d )
. P
d(e1 ea)l com Jd(ei)
p(e ,e ,e_,e))
. 17 14" 3" 3 4
PF’(e‘.ea,e‘-ea) PF(ef.ei)

24




1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiome (p,f.s,b,d) (relatif aux l.p.f.) =

v on a

PF(d(b(ei,ez)),k)

s(d(b(ei,ez)),k) f(d(b(ei,ez)),k)

(p.f,s,b,d)
- 3

p(ei,ez,f(e‘,ez),s(ei,ez)) \
ezl PF<e1-+<e1,ez),ez-s(e1,ez>) PFS?1’Ez)

i :;’-d(b(es’ez))
S e
)

PF(b(ei,ez),b(et,ez))

(o la fléche de réécriture :
A= pkl(ei-f(ei,ez),b(et,ez),ez-s(e1,ez),b(ei,ez))

existe en vertu des axiomes (cone,) et (csney)),

25



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiomes (t,) et (t,) (relatifs aux l.p.f.) :

v on a
L )

..."z . R".
el ‘F ( e, x)..j,,,! e g !"'E,:.F ( e, A. 14 )
o

¢ PF(e,\) Atk PFCe, ")
/I{ k’\l\ S(E, }\)1 -..-'“{"- A ). N ""'g‘_...-. ls( e,k' )
[ L J [ ) ®
\Q, }F/ “’}’\\ \L‘Q }/ /42’
[
*

f(f(e., ) f(e,\’)) s(f(e,\),f(e.A’))
t(e, A A" | u,u')

PF(f(eA) ,f(e,x’))

26



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCOC

+ axiomes (cfg), (cf]) et (cfy) (relatifs aux l.p.f.) :

v on a
b
e e,
o ® ¢
Ez Ez 1
4 PF(e .e_,A) PF(e .e_,A’)
. ° 1 2 . 12 °
i \\\g:et,k,ez,id) p(ei,x',ez,iiL//
1
PF(e1 aA\) PF(e1 A7)
>
e

PF(‘F(el,J\) ,f(et,l'))

(cfg) (cfg)
S{mensm———— E - ——— 1
cf(ei,ez «AsA’)

(o 1°on a abrégé les f(f(e,N),f(e . 1")) en -Fe « les
s(f(e,A) ,f(e,\’)) en s et les b(f(e,\),.f(e,’’)) en

e
b_ ),
e
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO)

+ axiomes ((pqgf), ((pn)s) et ((pﬂ)b) (relatifs aux
l.p.f.) =

v on a
B ¢
b(et,ez)
e blel,er) (Cop ) )
1 b
Y] ]
A 1 Aa_llA < ——— PF(e’,e’ — A
1 2 A: f(e1,e2) <e1'ez) S(E1’Ez) 4'.z
((pf[)t) ((pfl)s)
3 S——m——om—x

L4 ’
pfl(ex’ea ’ez’ez)

f(e‘,ez) S(ei,ez)

PF(ei,ez)

20



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO)

+ axiome (pp,.d) (relatif aux l.p.f.) :

on a
Pfl(ese' N -M
PF(e,e) PF(e’ ,e’)
~
d(e) d(e’)
e e
v .\l S -~
4 off © 4 e
N 1 N —
e’ e’
+ axiome (pn.p) (relatif aux l.p.f.) :
on a
) p(e e _,e ,e )
1" 273" "4
PF(e‘-ea,ez.e‘) > PF(ez‘ez)
== L | . ’ . ’
{\\ % pfl(ei-ea,et-ea,ez-e‘,ez.e‘)
e’ e’ e
1 2 2
" (Y=TE Y -}
@ [
# ’ ’
pfl(e1’e1’ez’ez)
e’ e
3 3 4
JPF(e'.e' e’ .e’) > PF(e’ .e’)
Py 1 37 2 & p(ei,ez,ea,e‘f 1" 2
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiomes <(Fh)f)’ ((p§)°> et ((ph)b) (relatifs aux
l.p.f.) =

/. B .\
f(ei,ez) (ei,ez)

PF(ei,ez) ®

f(h.e‘,k-ez) s(k.e‘,k.ez)

//’?<pq>,> ((pq)’T\\\

pq(l, el,ez)

L J
PF(X-e_,x.e_) |
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCQC)

+ axiome (pg,d) (relatif aux l.p.f.) :

v on a

A
Y _e._) @® —rArnn~—> O @ --ea--. > @ i) @

d(e) d(n.e)

/pq,d)

PF(e,e) W PF(X.e,x.2)

+ axiome (pg.p) (relatif aux l.p.f.) =

v on a
PF(k.e‘,k-ez) PF(k-e1-e3,K-ez.e4)
® ¢ L J
p(k-ei,k-ez,ea,e‘)
{ J ®
e e
l 3 41 pq(k,e1 «2)
L J { 4
N
( )
\ 2 /pq’p
[
N pq(h,et-ea, ez-e‘)
] p(e .,e_.,e_,e )
e < 17" 2" 37 "4 ®
PF(e1,ez) PF(e‘.ea,ez.e4)

1



1.

Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCOC)

+ axiome (pg.pPq) (relatif aux 1l.p.f.) =

\ / PgihsH-8 su-8)
e
1 2

2

PF(u-et,y.ez) PF()\-y-e‘;k-y-ez)




1. Categories lax-localement-cartssiennes (LLCC)

riores () ). (e ) =t (o)) ‘relatifs =ul

o=
> @
~N A NA
= =
1 i
) PF(EI,X) ®

1\
((pc)s)
——————— — ]

11}
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiome (po..p) (relatif aux 1l.p.f.) :

on a
PF(ef.)\)
T
I
e
1
: p(et,k,ez,id) s(ez,f(ei,K))
€2
)

pc(ei,ez,k)
. - PPN NN e - -
F’F(e1 ez_K) PF(ez_f(efk))

) (relatif aux l.p.f.) :

+ axiome (pa

an a
PF(E1’Ez)
® ®
1 2 1 2
] [ . . ]
~ ~
.s
k) )
N 2\
1.:(' .{' 2 p(e’.sezsk‘!kz)
® ° ® '

PF(e1 -kt,ez -7\2)
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+ axiome (hg)

«
£

+ axiome (hp)

on a

e
\\11q\s
®
®
+ axiome (hy)

on a

™
A

(relatif a 1’homogénéité des 1l.p.f.)

f(e,%;JJJ/z e

PF(e,A) o
(relatif a4 1’homogénéité des 1l.p.f.)

PF(A,2) ®

S(K’e;\111\s "fé'

{relatif a 1"homogénéité des l.p.f.)

®
RN
!.-.i 1
BOX A0
1 2 A
5
2
®



1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

Nous définissons maintenant la rigidification de 1la

structure de catégorie lax—-localement—cartésienne.

Définition 2 : Nous dirons qu’une LLCC (C,R,=d) est

rigide si et seulement si :

- R est 1’ensemble des fléches id(¢C) , oa C décrit
l1’ensemble Ob(C) des objets de C ,

- la relation == est 1’égalité entre fléches de C .

Un certain nombre de conditions (axiomes et mEme existence
de lois) requises par la définition d’une LLCC se
simplifient notablement et d?autres deviennent redondantes
dans le cas d’une LLCC rigide. La proposition suivante

caractérise, dans cet esprit, les LLCC rigides.

Proposition 1 : Une catégorie € est munie d’une structure

de LLCC rigide si et seulement si

- € est munie des lotis :

n, cte, PF, £, s (¢, bO3, d et p,
de méme configuration gue dans le cas Jd’une LLCC
quelcongue,

- les axiomes suilvants sont vérifids :

+ axiomes (cte,l), (cteg), (dg), (dg), (pg), (pg),
(Peomp? @t (degmp?
ils restent analogues a ceux de la définition { Cen y
remplagant, bien entendu, “=mp>®  par »=" et les fléches
de réécriture par des identitésd,

+ axiome (cane)
pour toutes fleches e, et e, de méme codomaine, on a :
e,-f(e,,8;) = e,.s5(e,8,) ,

Cet on note b(e,,e;) la valeur commune de ces composés),
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

+ axiome (p,f.s.b,d)
pour toutes fleches e, et e, de méme codomaine, on a :

ple,,e,f(e,,2;) ,5(8,,85)) .d(b(e,,e;)) = id ,

+ axiome (p.,p)
pour toutes fléches e, et e, consécutives, on a :

p(es,id,ey,id) = e, ,

+ axiome (px)
pour toutes fleches e, et e, de méme codomaine, on a :

p(e,.e,,id,id) = id ,

+ axiome (hg)
pour toute fleche e , on a :
f(e,id) = id ,

+ axiome (hg)
pour toute fleche e , on a :
s(id,e) = id

Preuve.
Remarquons d’abord qu’en raison des axiomes (céne). (h;) et
(hy), on a pour toute fléche e :
s(e,id) = e et f(id.,e) = e

(et PF(e,id) = dom(e) = PF(id,e) ):
la premiére, notamment, de ces égalités simplifie
1?7écriture de nombreux axiomes (par exemple 1’axiome
(pafys,b,d)).
Examinons maintenant les lois et axiomes qui
"disparaissent”.
La loi b est entiérement déterminée par les lois F et
s , en raison de l1’axiome (cone) qui remplace les axiomes
(céne,) et (coney); et les axiomes (d,) et (p,) deviennent
des conséquences des axiomes (d;) et (p;) par exemple.

La loi t est entiérement déterminée et les axiomes (t,)
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO

et (t;) sont alors trivialement vérifiés:; en effet t ne
doit plus 8tre définie que sur les :
(e,id,id,id,id) (ot id = id(codom(e)) ?}
et les axiomes (t,) et (t,) deviennent tous deux :
t(e,id,id,id,id) = e .

Il en est de méme de la loi cf et des axiomes (cf;) et

(cf.) pour des raisons du mé&me genre (et 1 axiome (cf,) est
alors une conséquence de 17 axiome (po..p)).

Quant aux lois pn » p©q et p. ., elles doivent Etre a
valeurs dans l’ensemble des fléches de réécriture i.e. dans
l1’ensemble des identités et elles sont donc entiérement
déterminées (notons, a propos de po. , que, si e et e,
sont deux fléches consécutives, on a bien :

PF(e,,id) = dom(e,) = PF(e;.e,.id) ).

Et, pour terminer, signalons que les autres axiomes qui
"disparaissent"” sont, en fait et bien entendu, trivialement
vérifiés.

Fin de la preuve.

On remarquera que, par rigidification, on passe de 1la
présentation essentiellement relationnelle précédente a une
présentation essentiellement équationnelie. Nous allons
montrer que cette derniére est équivalente a la
présentation essentiellement équationnelle (plus standard)
des catégories localement cartésiennes.

Précisons ce gue nous entendons exactement par "catégorie

localement cartésienne".

Définition 3 : Nous dirons que <C> est une catégorie

localement cartésienne (en abrégé : est une LCC) si et
seulement si C€ est une catégorie a4 objet final choisi et
a choix de produits fibrés qualifié d’homogene,
c’est-a-dire vérifiant, pour toute fléche e :

f(e,id) = id et s(id.e) = id
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCOC)

(et donc :

s(e,id) e » f(id.,e) = e
et PF(e,id) dom(e) = PF(id,e) ),

ou £ . s et PF désignent respectivement les 1lois

"premiére projection", "deuxiéme projection"” et "produit
fibré".

Les LCC peuvent aussi se caractériser de 1la facon

suivante :

Proposition 2 : Une catégorie € est munie d’une structure

de LCC si et seulement st
- € est munie des lois :

wn , cte, PF, ¥, s ¢, bO, d et p .,
de méme configuration gque dans le cas d’une LLCC,
- les axiomes (cte,l1), (cteg), (cane), (dg), (d]), (pg),
(Pg)»  Peomp?» (deomp?»  (Pafas,b.d), (hy) et (hy) de la
structure de LLCC rigide C(cf la proposition 12 sont

vérifiés.

Preuve.
Prouvons d’abord que la donnée des lois un et cte
accompagnée de celle des axiomes (cte,l) et (cteg) est

équivalente i la donnée d’un objet final.

i 1 est final, il détermine une loi wun et une loi cte
(celle qui associe, a tout objet A , l1°unique fléche de A
vers 1 ). Par unicité, les axiomes (cte,l) et (cteg ) sont

alors vérifiés.

Réciproquement, supposons que les lois wn et cte sont
données et que les axiomes (cte,1l) et (cteg ) sont vérifiés
et prouvons qu’alors 17ocbjet 1 (déterminé par wun ) est

final. Soit donc un objet A . La fléche ctedd) est bien
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCO)

une fléche de A vers 1 . S5i c en est une autre, on a :
cte(l).c = cte(h)
(en vertu de 17axiome (cteg|))

et donc :
c = cte(A)

(en vertu de 17axiome (cte,1));

ainsi 1 est bien final.

Prouvons maintenant que 1l1la donnée des autres 1lois et
axiomes est équivalente a4 la donnée d’un choix homogéne de
produits fibrés. (Nous ne nous préoccuperons pas de
1’homogénéité car elle est traduite par les mémes axiomes

(hy) et (hy) dans les deux cas.)

Si € est munie d’un choix de produits fibrés, C est déja
munie de lois PF , f et s et l17’axiome (cone) est
vérifié (d°od la loi b ). D”autre part, pour toute fléche

e , on définit
d(e)

comme étant le "crochet" (il existe bien) de

id(dom(e)) et id(dom(e)) .
ce qui équivaut a la satisfaction des axiomes (d;) et (d.):
et, pour tout guadruplet (e,,e,.e5.,8,) de configuration

convenable, on définit
P(ey e;.85.8,)
comme étant le "crochet" (il existe bien) de
ey.f(e,.e5,8,-2,) et e, .s(e,.ey,e,.8)) ,

ce qui équivaut a la satisfaction des axiomes (p;) et (pJ).
Quant aux axiomes (p_ no). (d.omp? et (p,f,s.b,d), on les
obtient, par composition avec 1les projections voulues,
comme des conséquences de 1 unicité d’un crochet (et de

1’homogénéité éventuellement).

Réciproquement, supposons que les lois PF . f . S .

(b ,) d et p sont données et que les axiomes (cone),
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1. Catégories lax-localement-cartésiennes (LLCC)

(ded)y  (dgds  (pPgds (Pgds  (Peompls f(deomp’? et (o.f.s.b.d)
sont vérifiés et prouvons qgu’alors C est a produits
fibrés (déterminés par les laois PF . f et s ). Soient
donc deux fléches e, et e, de mé@me codomaine et soient
Xy et Xp deux fléches, de mé@me domaine noté A,

vérifiant :
8, -Ky T 85.%5 .

On note Y la valeur commune de ces deux composés. On
montre alors (grdce aux axiomes (pg)., (dg), (pg) et (d.))

que la fléche x définie comme la composée suivante :

A ————> PF(y,y) = PF(e,.-%,,85.-%3)

ay > PR(ey-ep)

p(91, Ez, xi_q xz) ”

est telle que :
fle,,e) -x = x;, et s(eg,e3)-x = x,
(et b(e,,e).x =y ).
Maintenant, si x’ est une autre fléche vérifiant des
égalités analogues, on a :
X’ = ple,e,,f(e,,8,) .5(e,,85)) .d{ble,,e3)) . x’
(en vertu de 1’axiome (p,f,s.b,d))
= p.d(b(e,,e3)) -x’
(en posant n = p(eg,e,.f(e,,8;),s5(e,.83)) )
= n.p(b(e,,e,) ,ble;,e) ,x’' ,x") .d(b(e,,e;) -x’)
(en vertu de 17axiome (d . o))

= n.ple,-f(e,85) ,85-5(8,,85) %" . %x') .d(y)

plegj e f(e,.e5) - %’ ,s(e,e,) -x’) -d(y)

(en vertu de 17axiome (p_,.,)?

p(et,eZ,xigxz) -d(Y) L]

et donc :
X’ = xu 3

ainsi € est bien A produits fibrés.

Fin de la preuve.

Alors on a :
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1. Catégories Llax-localement-cartésiennes (LLCO)

Théoréme : Les LLCC rigides sont exactement les LCC.

Preuve.

Au vu des propositions 1 et 2 (o4, bien entendu, les lois
et axiomes de m8me nom se correspondent)., il reste
seulement & montrer que, si C est une LCC, alors les
axiomes (p..p) et (93) sont automatiquement vérifiés. Or on
déduit aisément 1’axiome (p..p) des axiomes (p;) et (h;) et
17 axiome (px) des axiomes (p;) et (pg) et de 17unicité d’un
crochet.

Fin de la preuve.

I1 découle donc de ce théoréme que les axiomes (p..p) et
(pa) étaient redondants dans la caractérisation dune LLCC

rigide donnée dans la proposition 1.
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2. La suffisante complétude connexe des LLCC sur les LCC

Considérons maintenant les trois catégories
suivantes :
— d’une part, la catégorie GO ayant pour objets les
graphes orientés (petits) et ayant pour Ffléches les
homomorphismes entre graphes orientés,
— d?’autre part, la catégorie [LCC ayant pour objets les
LCC (petites), i.e. les catégories (petites) A objet final
checisi et a choix homogéne de produits fibrés, et ayant
pour fléches les foncteurs commutant avec ces choix,
- enfin, la catégorie [LLCC ayant pour objets les LLCC
(petites), i.e. les catégories (petites) A& objet final
assoupli choisi et & choix homogéne de produits fibrés
assouplis, et ayant pour fléches 1les foncteurs qui
commutent avec ces choix (i.e. avec toutes les lois
introduites dans la définition 1 du 81), qui respectent les
fléches de réécriture et qui sont compatibles avec les

relations = .

On dispose évidemment d’un foncteur plein et fidéle :
LCC «—— 00 CC .
puisque toute LCC s’identifie & une LLCC rigide.
Bien entendu, nous disposons aussi des foncteurs d”oubli
"graphe orienté sous—jacent" :
) LCC —— GO
Lo 11 CC ——— GO .

I1 est facile de vérifier que ces trois foncteurs admettent

des adjoints A gauche.

Soit G un graphe orienté. Nous pouvons donc 1lui

associer :

43



2. La suffisante complétude

- la catégorie localement
engendre librement,

- la catégorie lax—localemen
engendre librement.

I1 en résulte, par

connexe des LLCC sur les LCC

cartésienne lecc(G)

qu’il

t—cartésienne llcc(G)

gqu’il

"transitivité des structures libres",

que lcc(G) est aussi la catégorie localement cartésienne
librement engendr ée par la catégorie
lax—-localement—cartésienne 1llcc(G) .

On dispose donc de fléches c

anoniques d’adjonction et d’un

diagramme commutatif dans GO tels gque représentés
ci—-dessous :
i LT K
lcc(G)
R'-
.. cano(G)
llce(®)
) Lo
O(lcc(G)) = LO(lcc(BG)) =
K'-
cano, __(®) ... LO(cano (&)
lcc ..
G > LO(llcc(G))
canollcc(ﬁ)
Si G est un graphe orienté, on peut lui associer

deux relations d”équivalence

- 17une, Rgy, »

sur 1 ensemble

Ob(llcc(G)) des objets de
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2. La suffisante complétude connexe des LLCC sur les LCC

la LLCC qu’il engendre,
- 17autre, Ri, » sur l’ensemble Fl(llcc(G)) des fléches
de 1llcc(G) .

La relation d’équivalence R_,, entre objets est aisée
a4 expliciter :
- les objets A et B vérifient A R,, B si et seulement
si A et B sont connectés par un zigzag constitué de
flaches appartenant &4 R (nous dirons un R-zigzag).

ce que nous pouvons représenter comme suit :

A R,, B
=

N

On montrera plus loin (cf 83) que :

Proposition 1 : TZTout R-zigzag peut se modifier C(par

Yco—-confluence” localed en un R-z2igzag simple dCgui est
constitué d’une seule “branche”). Autrement dit, on a :
A R,, B
=

il existe
A B
[ J

Maintenant nous allons construire la relation
d’ équivalence R; , tant en utilisant la relation = que

la classe R (il faut en effet s attendre a ce qgque des
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2. La suffisante complétude connexe des LLCC sur les LCC

fléches égquivalentes n’aient pas nécessairement des
domaines et codomaines égaux).

Procédons par étapes.

Etape 1. Dans un premier temps, on n’utilise que 1la
relation d’équivalence Rerg engendrée par la relation

=» . Autrement dit, on a :

- pour que deux fléches f.f' : A — B vérifient
f Ry ¥ + 11 faut et il suffit qu’elles soient reliées
par un 2-zigzag, i.e. un zigzag de 2-f1éa&ches,

ce que 1’on peut représenter comme suit :
q !

f R, f°
=
il existe

Etape 2. On tient compte maintenant des "identifications®
d’objets dues a la classe R . Ainsi on définit une
relation Reiz entre f1léches g et g’ qui n’ont plus
nécessairement mémes domaines et m@mes codomaines mais qui
sont codtés d’un carré (non nécessairement commutatif) tel

que =
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2. La suffisante complétude connexe des LLCC sur les LCC

]
o—e
0——75—90

Et, dans ce cas, on a :

— g R g° si et seulement si a.g Ry g7 -a’ 3

alors le carré précédent "se remplit" d’un 2-zigzag reliant
a.g et g’ .o , ce que l’on représente par le ¥ N-carré

qui suit =

Is]
o—0
Q‘i |2 zg
® —-—-E‘—-) ®

En résumé, on a donc :

g Rpz 9°
<>
il existe

0
o—0
:§'§
Q_év 1” QQ
.—T) L ]

Etape 3. Maintenant on définit Ry, = Ry comme étant la
relation d’équivalence engendrée par R;, . Autrement dit,
on a :

- pour que deux fléches h et h’ vérifient h Ry h’ .

il faut et il suffit qu’elles soient connectées par un
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¥.N-zigzag (i.e. un zigzag de ¥ N-carrés),

ce que l1’on peut représenter comme suit :
h Ry h’

=
il existe

\/ \,f
S

On montrera plus loin (cf 83) que :

Proposition 2 : T7out 4§§—zigzag peut se modifier Cpar

co—confluence locale notamment? en un ﬁgﬁ—zigzag simple
Cgul est constitué d’une seule "branche”). Autrement dit,
on a :
h Ry h°
«<>
il existe
) ]
‘~R\LLR\ /JJJ/ZA
h ° h’

"~

N
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Comme annconcé dans l7introcuctizsn. le burt de ce texts

E

ast d etablir leg thioréme ci-dessous :

Théorame (suffisante complétude connexe des LLCT =zur ls=s
LCCY = St & est un graphe orienté, alors

{i) les loils de la catégortie llcc(GY , sous—jacente &
la catégorie lax—localement-cartésienne l1lcc:.G: Lidbrement
engendrée par G , sont compatibles avec les relations

d’éguivalence Fop (sur Ob(llcc(G)) O et Rey Csur
Fl(llcci(G)) O et on dispose par conséguent de la catégorie
»guasi-quotient™ de ilcc(G) oar R = (Foo-Rp?b 7 gue

’ b |
l’on note donc sCC(@)//ﬁ ,

f11) 11::’@)//R est canoniguement munie Jd’une structure

de catégorie localement cartésienne notée llcci@¥//% ,

ford

=

(i11?} 1cc(®)//h = lcc(By , i.e. H :ciG)//; est lo

catégorie cartésienne librement engendrée par oG

La fleche canonigue d’adjonction

canc{b) : 1llcc(B) —— lcc il
vérifie les propridtés suivantes :
(i) fcompl étude sur l=s objets)

pour tout & e 0Obi{lcc{(BG)) , 11 existe 84" & TEillcc (G

tel gque :
cano(G) (A" = A" ,

1)
Vour C. Ehresmann, wn Catégories ot Structures, Dunod,

Paris, 1965.
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2. La suffisante complétude connexe des LLCC sur les LCC

(v) {complétude sur les f1lé&ches=s!
pour toute %' &€ Fillcc(BG)y , {1l extiste " e Fl1

telle gque :

%

canc{G) (x”"y = »* ,

{vi} {(connexité de la complétude sur les obists:?
pour tous A” , B” € 0bilicciGi:
canc{G) (A"} = cano{(G) (B}

=
il existe

All Bll

Cvu la proposition 10 ,

(vii) (connexité de la complétude sur les fléch=s:
pour toutes x” , ¥ & Fl{llcc{G):
cana(G) (k") = cano(G) (v}
—
il existe
® )
N N
}: ” -"fl e
® ¥
T
ﬁ:"._...y d"._: N
o )
[ J
Cvu la proposition 22 ,
(viii) (complétude pour 1les 1lois de la structurs

SO
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catégaorial

pour toutes vy’ . u' & Flilcc(BG)}! consdcutives (.o, telles

gue :

L
3]
E
.<‘

i

codom{x’ )
”

i1l existe v , u” € Fi1illcc(Gi) telles gue :

v .x' = cano (G {(v'.x"y

et, bien entendu :

pour toute x’ & Fl(lcc(BG)) , tl existe xn” € Fliilzc{li};
telle que :
dom(x’) = cano(G: {domi{x"})
et
codom{x’ = cano(G) {(codom 1"y,
pour tout A’ € Obflcc(BG))Y , 1l existe A” « Bhiilczc{BG::
tel gque :
id(A’) = cano(Gy (id(A"):
cil résulte en particulier de ce point {7111 gue

IIEC(G)//R est une catégorie guotient, et méme >guotient

R ¢ , .
strict” , ot gue cano(G) est le foncteur Tpassage au

gquotient™2,

(i:2 {complétude powr les lcis de la structure locslament

cartésianne;

pour toutes x’' , vy’ e Flilcc(G)) telles gue :
codom (1’ = codomi{y’} ,

il extste x” , ¥"” € Fl(llcc(G}):} telles gque

(2>
Vvour C. Ehresmann, wn Catégories et Structurss, Duncod,

Paris, 1965.

51



2.

et

pour toutes

dom

il existe

et,

pour toutl

telle gue

pour tout

tel gue :

et, enfin

Les paragraphes suivants sont consacirés

de t

précadent

ce

La suffisante complétude

Priu’ .y
T a7}
s{x’ .y}
bi{x’ v’
o, v o, v
codom '’ 2
15104 = cadom{v’}
s ot v '
D{x’ 2y v W)

bien entendu :

L4

e

s
X

dix’

Al

cta{ia’}

1 =
EN

G

3
E

™

ccf

héorame (=t

3
EAR ]

connexe des LLCC sur les LCC

= cano{G) ‘PR v,

= cara{Gyif{:".v"): .

= cano(BG) {(s{x”.y""))

= canc{G) b . vy ,

, W e Flilc=zihy: telles
= codomiv’ ) |,

et domf{y’} = codomiw’}
w” € Fl(llcc (G2

e Fl{lcc(6G))

e Db{lcc (G}

cano(G) (1 ~n )
l1lcc (G
& la démonstration
propositions 1 =t 2 oul le

des

cano(G {(ofa v, v".a"

)

s, Ll existe ¥ = F1{1i1
cano{(G) (d{xx"Y)y ,
, LI existe A" e 35111

cano(G) «cte (A}
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3. Preuves de simplifiabilité des zigzags

3. Preuves de simplifiabilité des zigzags

Prouvons tout d’abord la proposition 1 (§82), i.e. gue

tout R-zigzag peut se modifier en un R-zigzag simnle.

Preuve de la prooosition 1 (82).

I1 est clair gqu’il suffit de prouver le résultat pour les

R—-zigzags constitués de deux branches. Soit donc un tel

A.\./{.X\/K.D

En vertu des axiomes (hg) et (h ), on a :

A

On a donc modifié le R-zigzag donné en un R-zigzag simple :

Ae eD
a-f(ﬁs}\ /’—‘)6'}5(35?’)
[ J

R—-zigzag :

Fin de la preuve.

En vue d’établir la proposition 2 (82), nous prouvons
maintenant un groupe de trois lemmes (de translation d une

fléche le long d’un R—-zigzag).



3. Preuves de simplifiabilité des zigzags

Lemme 1 z Si l’on a :

B
S| ==
v \'4 v
o] 1 2
A
)
w W
o 1 2
==
c
et
PF(v ,wo) PF(vi,wi) PF(v ,wz)
o G e e SRR R N LAy [ ) S L ST A e e s e [ )
pfl(vi,vo,wi,wo) PfL(V sV _aW th)
= a1 = az
d

alors il existe une fleche &g élément de R et une fleche

d, teiles gue :

L 2
w
A

f(vo,wo) f(vzswz>
> A ¢

b(vo,wo) b(vz,wz)
> C ¢

s(vo,wo) S(Vz,wz)

PF(v o' %o ) PF(vt,w ) FF(v ,wz)
@ e e e i semese ) esesa e cend )
o~ p“( VoW, ,w B) p”(v Y ‘"1'"2)

= o = a
1 2
d d
2
£

et

354
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d Ry dz
Flva,wy) -dy BN f(vg,wWe).d.g ,
S(Va, W) -dy BN s(vg.Wg) -d.-s ,
b(vy,wy) .d, BN b(vg,Wwg) -d.g .

Preuve.

La fléche e = f(d.,ay) et la fléche d, = o, -s(d, )
conviennent; en effet :

—ona €€ R en vertu de 1’axiome (hy) et car o, € R,
—ona dRy d, , comme le montre le diagramme ci-dessous
(obtenu gr3ce aux axiomes (csne,) et (csne,)) :

A~ ~
ot [}
1
L 4

A

¥ =

[4

® s(d|,a ) ®

1
f(d,o:'\\ /.-"i'f

F’F(d,ai)

— on a le 2-zigzag suivant :
FlvaaWwy) cdy = FUvaaWa) 00 (Vs Vo Wy Wy) -S(d,aty)
&= f(vy,w) .s(d,x)
{en vertu de 1’axiome ((Pfl)f))
= F(Vgi1Wgo) - o (Vs VoaWesWg) -S(d,yy)
(pour la méme raison)
= f(vgsWg) -0y -5(d, )
N f(vga.Wg) -d.-f(d.ay)
= f(vgaWg) -d. =
ainsi  f(vy,wy) -d;, BN f(vy,Wwy).d.e et il en est de méme
pour les deux derniéres propriétés.

Fin de la preuve.
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3. Preuves de simplifiabilité des =zigzags

B
ERY
o n
A

Lemme 2 = S l’on a :

C
et
PF(Vosw°> F'F(vn.wn)
@ iz @ momw | @ e e ey @
pfl(v1’vo’w1’wo) pfl(vn_i,vn.wn_i,w )
d

ou n est pair, alors il existe une fleche [ élément de

R et une fléche d, telles gue :

> B

N

f(vo,wo) f(vn,wn)

b(vo,wo) > A < b(vn’"n)

SCV W ) > €« S(V_aw )
PF(vo’wo) PF(vn,wn)
@ s @ cee @ iy @
d dn
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3. Prouves de simplifiabilité des zigzags

et
d Rf\. dn 4
Flvpawy) -d, &N flvg.wg) -d.0 ,
S(VpsWy) -d, BN s(vg.wg) -d.0
blv,,w,) -d, BN b(vg,We)-d.g
Freuve.

Pour établir ce lemme, il suffit bien entendu d’appliquer
plusieurs fois le lemme 1 en "déroulant®” au fur et i mesure
le R—zigzag. On construit ainsi :

- des fléches éléments de R notées ¢, , ... ¢
- des fléches d, , ... d

n *
n -
On prouve alors facilement que la composée { = €3-enau-.8,

et la fléche d, conviennent.

Fin de la preuve.

Comme 1°on peut toujours., en vertu de 1 axiome (=p,=).,
ramener deux 2-zigzags de longueurs différentes A deux
2-zigzags de 1longueurs égales et paires, on déduit, de

fagon évidente, le lemme ci-dessous du lemme 2.

B
[::jgi::]
v v

o r

A

w
o s
C
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Lemme 3 : S? l’on a :

et
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PF(VO’NO) F’F(Vr.ws)
) <_...-._.-._.Z_.-\.,_.-._.-._.-\.,_.-5.-._;;.-._.-._;; ...5.. o - w @ i e ey @
PertVirVor®i* %
d
[ J

alors il existe une fléche [ élément de R et une fleche

d telles Que

Fv_,w) > B < v _w)
BCV_,w_) > A < B(v_,w_)
s(vo,wo) > C < s(vr,ws)
PFCv_.w ) PECv 2w )
d d
'Y

et

FQvpawe) -d BN Flvg.we) -d-L ,

Q<

S(Vaa W) - 2N s(vg.Wy) -d.0 ,

Q¢

b(ve,wg) -d BN b(vgawg) -d-{

Toujours en vue de prouver la proposition 2 (82), nous
sommes désormais en mesure d’établir un lemme gqui permet de

construire une sorte d’extension de la loi PF & certaines
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fléches (convenables).

Lemme 4 : St l’on a :

[ J g > @ ¢ h [
1 N ] ] ¥::N 1
1 = 2 = 3
® > @ ¢ - [ J
1 3

alors il existe une fleche [ é&lément de R et une fleche
1 telles que :

PF(g.h)
® ¢
f(g.h) s(g.h)
b(aj.h)
LY ‘b yl
e 5 > : ¢ R ®
1 N 1 %.:N 1 1
E = 2 = 3

(—«AMvavvf/wvs/v\N\.—.
PF(i, 3)

et

f(g,h).1 &N 1,.¢i,3) .0 ,
S(Qqh)-l £;§ 13's(isj)'c >
b(g,h).1 & 1,.b(i,J).{
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3. Preuves de simplifiabilité des zigzags

Preuve.
On a (en vertu des axiomes (csne,) et (cane,)):
1,-bCi,3) &= 1,-i.f¢i,3) ¥ g.1,.f(i,
et
1,-bCi,J) & 15-7-5(i,1) ﬁg& h.135.5¢i.j .

On peut appliquer le lemme 3 A& ces deux 2-zigzags
1,-b(i,i) %3 g.1,.f(i,i) et 1,.b(i,j) &N h.1,.s¢i, )
(car toutes ces fléches ont bien le mE&me codomaine)

et a la fleéche

d = d(1,.b(i,3))

(dont le codomaine est bien PF(l,.-b(i,j),1,-b(i,i)) ).

Il existe ainsi une fléche [ élément de R et une fléche

d telles que

PF(lz-b(i,j),lz-b(i,j)) PF(g-11-f(i,j>,h-lg-s(i,j))

o ®
MR, AP
d ® =aa ® d

g
§ AN NAANNANANANANNNANNNANANANANANANANAL S AP S APS NPT PSS S PSS e §)

et (notamment) :
f(g-1,-f¢i,D.,h.15.5¢(i,3)).
ch.ltnf(i,j) ,h-la's(il_lj)) .

b¢(g-1,-fC¢i,.jid).,h.153-5¢(i,3)) .

Définissons aussi la f1léche

d

PC@.hy1,-FCi ) a1g-5Ci, )

d BN £(1,-b(i,i)sl,-bCiaid).d-C

d £ s(1,.-b(i,3),1,-bC¢i,3)).d-¢

d ™ b(l,-bCi,i),1,-bCi,3))-d.C

1 comme la composée

5
>

Et prouvons que [ et 1

® PF(g.h)

4

conviennent.
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On a le 2-zig=zag suivant :
f(a,h) .1 = f¢g,h) .pg,h,1,.¥C¢i, i) ,15.5¢i, ) -d

= 1,.F¢i,3)-F(g.1,.fCiyi).h.15.5¢i,3)).d
(en vertu de 1’axiome (pg))
ég& 1,-f¢i,3) .- F(1,-b(i,3),1,.b(i,3)).d.C
= 1,.f(i. .L
(en vertu de l7axiome (d;) et car d = d(1l,.b(i, i) ).
On prouve de méme les deux autres propriétés.

Fin de la preuve.

Nous pouvons maintenant démontrer 1la proposition 2

(82), 1i.e. que tout Iﬂ:;.;:;;k—zigzag peut se modifier en un

¥ N-zigzag simple.

Preuve de la proposition 2 (82).

I1 est clair qu’ il suffit de prouver le résultat pour les

¥ N-zigzags constitués de deux branches. Soit donc un tel
¥, N-zigzag :
{ J { J { J
A <N "~
\'ﬁf‘\ /rf_r'/ '\L‘:\ /‘Sf’f
v ° X ° z
N N

%N 2N %N %N

S| 2N

En appliguant le lemme 4 aux deux ﬂf}é&i—carr‘és "internes", on
obtient 1l’existence d’une fléache 4 él ément de R et
d’une fléche 1 telles gue, notamment :

f(B.) -1 ﬂ_§ w-f(3",»") .
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et
s(B.7) -1 ﬂ~§ v.-s(pB3' ,v')-0 .

comme représenté par le diagramme ci-dessous (obtenu grdce

aux axiomes (hg) et (hg)) :

PF(B,7) S

(3, ) s(B.¥)
[ J L J [ J
TR AP KR A
N A S & i
v ° ; ° z
L T e
@ w L J Y ® 1

3 A R A

Lo Y &
o 2N ) %N
LASEUET 2 s(B' 7))
PFCA" 527 £

A nAnnmnnnAAnn— O

Définissons les fléches, éléments de R , suivantes :
€ = a.f(3,¥) et n = 6.5(B.¥) .
e =o' (B ,L,¥').L et ' =68 .s5(B )L .
On a alors le 2—-zig=zag suivant :
.1 = a.f(B, ) -1

ﬂ_&: a.-w-f(B" ') .L

ﬂ_k v.a' . F(B3 W'Y L

= v.g’' .
Et on prouve de méme que 7n.1 ¥ z.p’ .
On a donc modifié le ¥ N-zigzag donné en un ¥ N-zigzag

simple :
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L ) ®
~ ~
\L_:\ /n;‘/'
\"4 ® rd
N
%N N
[ J 1 [ J
sl nl
[ )

Fin de la preuve.







4. La catégorie des composantes connexes

4, La catégorie des composantes connexes

Dans ce paragraphe 4, on montre que 1 ensemble

Fl(llcc(G))/R des composantes connexes de fléches de
fl

llcc(G) est canoniquement muni d’une structure de

catégorie llcc(G)/R .

Cette structure n’est pas "convenablement" représentée par
la composition (initiale) des fléches de llcc () : si
deux classes v et X sont composables, i.e.
consécutives, alors les fleéches V' et X ne le sont
généralement pas. En revanche, nous établissons — et c’est

essentiel — que la catégorie llcc(G)/R est completement

représentée par une nouvelle composition comp des +1eéches
de 1llcc(G) qui élargit l1’ancienne "a la connexité prés" :

si Y et X sont composables, alors on sait que les

domaine et codomaine de vy et X sont connectés par un

RN

®e —> @ ® —> ®
X Y

R—-zigzag (simple) :

et y.x sera la classe de comp(y,x,/3,o) (ol la connexion

{a,3) pourra Btre arbitrairement choisie).

Définissons tout d?abord cette loi comp .

Définition 1 : S l’on a :

® —> © ® ——> ®
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on pose :
comply.X,3,00 = y-f3.5(x,00 ,

comme représenté ci-dessous

comp(y,Xs/3:)

d s(xX, ) b

%(x,a)ﬁff z/rq: 7;Lk\ =

® —> ®
<

Cou jadi e désigne, bien entendu, la lol de composition
initiale de 1llcc(G) et ou F(x,a) est élément.- de R en

vertu de l’axiome (hg) et car a est élément de R O.

Etablissons maintenant les premiéres propriétés relatives a

la loi comp .
Proposition 1 z S¢ t’on a :

AN

" ) ® ——17——+ ®

alors il existe des fleches ; et x telles que :
Y Rﬂ. Y » X Rfl. A
et

comp(y,;X, 3, = ;';

Preuve.
On a :
B-s(x,a) R sx,a) Ry a.s(x,a) Ry x-flx,a) Ry x

(en vertu des axiomes (cone,) et (cdne))
et
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car B, o et Ff(x,a) sont éléments de R ).

On obtient donc le résultat cherché en posant :

; =y et x = fR.s(x,a) .

Fin de la preuve.

Proposition 2 : Si l’on a :

° — @ > @
;

autrement dit, si l’on a :

alors on a :

comp(y,x,id,id) R; y.-.x

Preuve.
On a s(x,id) ﬁgﬁ x.f(x,1id) {en vertu des axiomes

et (coney)), et donc :

gomp(y,x,id,id) = y.s{x,1id)
BN y.x.f(x,id)
Rp y-x
(car f(x,id) € R ).

Fin de la preuve.

I1 est évident que :

Proposition 2 : S l’on a :

67

(cone,)
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alors on a :

"
dom(comp(y,x.3,0) R,, dom(:x)
et

codom(;omp(y,x,ﬁ,a)) = codom(y)

Montrons maintenant que la loi comp est compatible avec
les relations de connexion (entre objets et entre fléches).

Pour ce faire, on commence par une succession de lammes.

Lemme 1 = ST l’on a :

>\
®e — @ ® ———> o

[ ]
[s 3
X Y
\H{ﬁ'
o

comp(y.%,3;a) Ry comp(y,x,f3 .a’)

alors on a :

Preuve.

En raison des axiomes (hy) et (hy), on a le diagramme

ci-dessous :



4. La catégorie des composantes connexes

FFQe ) F(x, "))

t(t,an0’,3,3")

On a alors :
;Dmp(y,x,ﬁ,a) = vy.3.5(x, )
Rpy v-3-30t,0) - F(F(x 00, F Gt "))
(car F(f(x. WD F(x,')) € R
= yv-t(i,a.a’ ,3.3")

(en vertu de 1’axiome (t,)).

On montre de méme (grdce a l’axiome (t,)) que :

comp(y.%.f3°sa’) Rp y-tlx,0,a',3,6) ,

ce qui achéeve la démonstration.

Fin de la preuve.

Ce lemme 1, qui est tout & fait essentiel, peut &tre

qualifié de lemme de contournement.
Il exprime que, si, a priori, il n’est pas possible (en

raison du "trou central") dans le dessin suivant :
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de "glisser par connexité" directement de comp(y.x,3,a) a

comp(y,x.f3' sa’) , en revanche on peut passer par un chemin
détourné :

Ecmp(y,x,ﬁ,a)

compl(y.%x.3" ')

C’est 1’existence m@me de la loi t (ainsi que les axiomes

s’y rapportant) qui nous a permis de le faire.

Lemme 2 : St l’on a :

® >
nand i i

7?0
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autrement dit, si l’on a :

i},/ \k{
® __;FT__> ® ® —-—:7——9 ®
alors on a :
comp(y.w"”,y,id) R y-y-w”
Preuve.

Elle est analogue & celle de la proposition 2.

Fin de la preuve.

Remarquons gque 1la proposition 2, que nous avons

jugé

préférable de mettre en évidence plus haut, apparait bien

entendu comme un cas particulier du lemme 2 ci-dessus.

Lemme 3 : S l’on a :

/ rd N
\'\IV\/VJ
77

alors on a :
y.y.w'! Rf‘. Y'y"“"
Preuve.
e
Le lemme 2 assure gue y-¥-w’ Ry comp(y,w”,y,id)
méme, que vy.y’'.w”’ R comp(y,w”’,y’,id) .

Le lemme 1 permet alors de conclure.

Fin de la preuve.

Lemme 4 : Si l’on a :

71

et,

de
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et donc, si les fleches w et w’ ont méme codomaitne et

vérifient w Ry w , alors on a :

Y-W Rf" y-W'

Freuve.
On a :
y-Ww Rp v-w.é
(car & € R )
£~§ y-¥-w’
(car w.85 &N y.w” )
et de mEme :
y-w R v-¥"-w” .
Le lemme 3 permet alors de conclure.

Fin de la preuve.

Lemme 5 : St l’on a :

‘.(—-WW%V\A-—

)

\ 4
®

L J x >
L J > @
L J X’ >

et donc, en particulier, si l’on a x Ry %' , alors on a :

o — 9
k!
&

’
L J (—AAN%\/V\.—
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comp(y.X.3.a) Ry comply,.x’,B3 .a’)

Preuve.
On a :
3-s(x,a) Rp s(x.a) Ry a-s(x,a) Ry x.f(x,a) Ry x

(en vertu des axiomes (cdne,) et (cSnez)
et
car 3, ao et f(x,) sont éléments de R ).

On a de méme B -s(x’ya’) Ry %' .
Ainsi, les fléches 3-s5(x,0) et 3 -s(x’ ') , qui ont
méme codomaine, vérifient pR.s(x,a) Ry B -s@ ,a') .
Le lemme 4, qui assure alors que :
y-B3-s(x,a R y-B -s(x’,a’) ,
permet donc de conclure.

Fin de la preuve.

Nous avons travaillé "relativement a la composante Tt "

(des fléches gomp(y,x,ﬁ,a) ). Travaillons maintenant
“relativement a la composante "y" ", I1 wvient ainsi les
lemmes &6 & 8 ci-dessous dont 1les énoncés et preuves
pourront €&tre comparés utilement & 1leurs analogues des

lemmes 3 a S.

Lemme & : ST l’on a :

&
& &’ / <

alors on a :

z”.5(w,8) Ry z2”.5(w,86')

Preuve.

On a :
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comp(z”,w,id.&)

z”.5(w,8)
et de m&me :

~r

z”.s(w,8’) = comp(z”,w,id,&") .

Le lemme 1 permet alors de conclure.

Fin de la preuve.

Lemme 7 : ST l’on a :

et donc, si les fleches 4 et z’ ont méme domaine et
vérifient z Ry z' , alors on a :

z.-w Ry z2' W .

Preuve.

En vertu de la proposition 2 et du lemme 1. on a =

z.-w R zomp(z,w,id,id) Rey gomp(z,w.é,é) .
Et donc :
z.w Ry 2-86.5(w,8) BN py.z2”.5(w,8)
R 27-5(w, )
(car y € R ).
On a de méme 2z’ .w Rp z”.s5(w,6") .
Le lemme & permet alors de conclure.

Fin de la preuve.

Lemme B : S l’on a :
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[ g —-'VW@NVV—) @ Y > @
%a \\ > \\
® X > ® ° > ®
a’ / 2N /J/
e L o Y’ > @

et donc, en particulier, si l’ona vy Ry v , alors on a :

comp(y.*.3.0) Ry comply’ .x,03°,a')

Freuve.

En raison des axiomes (hg) et (hy), on a :

a\"\{(a,a')

® X > ® ® PF(a, o)
%a;/Jjéza,a')
.——Mvv(\?t:/w——) @ v’ > @

On a donc :

comp(y,x.3;) Ry comp(y.x.3.-f(a,a’),a’ .s(a,a’))
(en vertu du lemme 1)

= (y-B-Fflaza’)) .s5(x,a’ .s(a,a’)) .
De maniére analogue, on a :
comp(y’ s%,3" ,a’) Ry (¥’ -3 .s(a,a’)) .s(x,a’ .s(a,a’)) .

Le lemme 7 permet alors de conclure puisque les Ffléches

y-B-fla,a’) et vy’ -3 .s(a,a’) ont mEme domaine et

vérifient :

y-B-f(aya’) Ry ¥ Ry ¥ Ry v -3 -s(a,a’)
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4. La catégorie des composantes connexes

(en effet pRB.f(a,a’) 4 B’ .s(a,at') € R ).

Fin de la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la

compatibilité de 1la 1loi comp avec les relations de

connexion {(entre objets et entre fléches).

Proposition 4 = St l’on a :

P

‘i’:’

v’
& —'?
 J

autrement dit, si l’on a :
Y R v’ et x Ry u’ ,
dom(y) R,, codom(x)
Cet donc dom(y’) R,, codom(x’) O,

alors on a :
comp(y:X,f3,00 Rp comp(y’  x" .3 .a’)
Preuve.
On a dom(y) R,, codom(x) R,, codom(x’) .
Notons donc (y.8) une connexion guelconque entre

codom(x’) et dom(y) .

On a alors :
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comply,x,3,a) Ry comp(y,.x’,5,7)

(en vertu du lemme S5, puisque x Ry %' )

R comp(y’ .x’ .3 ,a')
(en vertu du lemme 8, puisque vy Ry y' ).

Fin de la preuve.

Cette proposition 4, qui est tout 4 fait essentielle, peut

etre qualifiée de proposition de contournement (tout comme
le lemme 1, dont elle découle d’ailleurs en partie).

Elle exprime que, si, a priori., 11 n'est pas possible
(notamment en raison du "trou central") dans 1le dessin

suivant :

comp(y.,X.3,00

— =N

—— @)

77 N\,
B\ 4

._....__.)

® y'_
f(x',a')% % %
®

e
comp(y’ .x' .3 ,a')

f(x.0)

??
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de "glisser par connexité" directement de comp(y.x.3.a) a

~n

comp(y’,.x’' .3 ,a’) , en revanche on peut passer par un
chemin détourné :

comp(y.Xa.3,0

s
comp (y’ X' .3 &)

C’est 1’existence méme de la loi t gqui permettait de le

faire dans le lemme 1, et donc ici.

Proposition S : La lot »”.” de composition est compatible

avec la relation Rp .

Preuve.

Soient vy , % consécutives et vy’ , u’ consécutives i.e.

telles que :
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\ 4
®

e > @ > © et ® —> ©®
4 Y ®

et vérifiant en outre x Ry x* et vy Ry v’ .
On a alors :
y-% Ry comp(y,.x,id.id)

{(en vertu de la proposition 2)

Rp, comp(y’ .’ ,id.id)
(en vertu de la proposition 4)
Rey y* -’
{en vertu de la proposition 2).

Fin de la preuve.

Par souci d’homogénéiser les notations, nous posons

maintenant :
- st x € Fl{(llcc(G))

Eom(x) = dom(x) et ;odom(x) = codom(x) ,
- st A e Ob(llcc(G))

1dCAY = id(A

Il est clair qu’on a alors les propositions ci-dessous.

Proposition 6 : ST x , x’ € Fl{(llcc(G)) sont telles gue

X Rp %' , alors on a :
dom(x) R,, dom(x’) et codom(x) R,, codom(:x’)

N o
Autrement dit, les lois dom = dom et codom = codom sont

compatibles avec le couple de relations R = (R ,.Rp)?

N
Proposition 7 @ La lot id = id est compatible avec le

couple de relations R = (R ,.Rp)
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Proposition 8 : St A € Ob({llcc(G)) , alors on a :

dom(id(A)) = A et ccdom(id(A)) = A

En raison des propositions 2, 4, S5, & et 7, nous
savons maintenant gue le point (1) du théoréme (82) est
viral @ les lois comp ., dom , caodom at id (sur
1lcc(G) » sont compatibles avec le couple de relations
R = (RopsRp? +» et passent donc au guotient; et nous savons

gu’en ocutre les lois au quotient sont représentées (par les

~N

lois comp , dom , codom et id suw 1llcc(G) ).

En posant :
Cop = Db(IICC(G))//ﬁob
at

Cp = Fl(llcc(@))//R .
fl

nous pouvans donc légitimement poser la définition

ci—dessous et affirmer alors la proposition oul la suit.

Définition 2 : St x € €; , alors on pose Cet cela a bien

un sens.

dom(X) = dom(x) et Codom(X> = codom(x)
Si A e C,, , alors on pose Cet cela a bien un sens)d
Td(A) = 1d(A) .
Si y , % € € sont consécutives i.e. telles gue

dom(y) = codom(x) ,

alors on pose Cet cela a bien un sensd

comp(y,X) = cOmP(Y.X,3.0) ,
ou f(a,f3) est une connexion (ardbitrairement choisied entre
les objets codom(x) et dom(y) . Dorénavant, par abus de

langage, nous noterons qusst
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comp(y.%) = y.x

Proposition ? : S{ % € Fl(licc(G)) , alors on a :

dom(x) = dom(x) et codom(x) = cocom(:)
Si A e Fl(llcc(G)) ,alors on a
1d(A = 1dcay .

S y , % € Fli{llcc(G)) sont consécutives 1.e. telles

dom(y) = codomd(x) ,

alors on a :

Y.X = y.x

x|

L2s propositions 3 et 3 assurent alors que :

FProposition 10 : St A € C,, , alors on a :
dom(id(A))

A et codom(id(A)) = A

|
M

Siy , C; sont consécutives i.e. telles gue

dom(y) = codom(x) ,
alors on a :

dom(comp(y,*)) = dom(x) et codom(comp(y,x)) = codom(y)

D’autre part, montrons que :

Proposition 11 1 St x € € » st codom(x) = A et st
dom(x) = B , alors on a :
id(A) .x = x et x.id(B) = x
Freuve.
Par hypothése, on a :
*x : B ——> A’ avec B =B et A =4 .

On a donc :

id(

D
~
x|
1]
[
o
”~
D
"
~
P
]
H.
o
”~
ol
-
s
P
i
P
o
~
n
"
o
3
]
N
~

a1
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{en vertu de la proposition 2.
La seconde égalite se prouve da2 maniére analocgue.

Fin de la preuve.

Enfin, il reste & établir que :

Froposition 12 @ St T,y ., % e Cq sont consécutives

i.e. telles gue

dom(z) = codom(y) et dom(y) = codom(x) ,

alors on a :

T (y.%) = (Z.-¥).

M|

.
LS

.,

Freuve.

Soient a, 2, ¥y 8t & telles gue :

e —— @ ® —> @ ®*e —— S @

Far définition, on a :

Zy-%) = z2.(y-3.5(%k, ) = 2.8.5(y-3-5( .0 +¥)
comme représenté dans le diagramme ci-—-dessous (obtenu grice

aux axiomes (hg), (cane,) et (c3ney’) :

o —X s e o — X s o e — s o
Rf(xn,.a)
a R v é
® 535&31» o .M )

f(y-B-5(x2) 27 Sy -3-5(x:00 )

Et, par définition aussi, on a :
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(Z-¥) % = Z.85.5C7.2) -5
= 2.8.5(y. ) - 3(B3.F Y, 2)) =t - F (B Y)Y )

comm2 représenté dans le diagramme ci-dessous (obtenu grics

aux axiomes (hg), (hg), (coney), {cen=y), fpg) et (px)) :

}( ‘v' Z

\ / NG \ e

s(\na)
BF s 0 NI
F(3, FCy, }"h\ /;.f(y 2}
Bty 0 idaF(BsF (YY) sGG e £(BFCv-20))

°
FE(xya- (B FCy,03))

En raison du l1emme 4, il suffit de prouver gue, en posant :

v = 3(y-3.53(x,) )
2t

W = 5(y.9)-5(3:Fly, 1)) - s, a. F(R, F(y.)))
on a :
v Rf‘. W .
Dans ce qui suit, on utilise les propriétés mises an

gavidence dans les deux diagrammes ci-dessus.
On a d’une part :
v R v-v
{car y € R

= .5y . 3.5(x,00) ,¥)

N y.2.5(x,0) - Fly.-3.5C,00 .9)

Rep ¥-B-5(x,)

(car F(y.B3.5(x,),.¥) € R ).

Et on a d”autre part :
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w Rp 7-wW

(car y € R}
= y.s(ya.¥) 52, F (/1)) 52,2 F (R F (v )
€N y. Fly,¥) -S(B, 7 (v ) - 50 F (R F (/. 7)))
BN v.2.f(3:F(y,1)) -s(x.a-F(B3, £y 2)))
&= v-3-50G1,) - p(H.cid, F(R. F(y.)))
R v-03-30Gi,00

(car p(x.0,id,.f(R:F(y¥.))) € R .

On obtient ainsi le résultat recherché :
VR{LW,
ce gui achéve la démonstration.

Fin de la oreuve.

On conclut de la définition 2 et des propositions 10,

ya.l

11 et 12 gue les lois comp , dom , codom et 4
definissent bien une structure de catégorie € tellz aue :

Db (C) = T,y
et
1 (C) = d:fl. -

Far construction et, notamment, en raison des prooositions

i 2t 2, il est clair gque € est la catégori= guotient de

la catégorie 1lcc (G) (sous jacente & licc(G) ) par le
couple de relations R = (R psRp) de connexité; aussi on
sfcrira :

C = IICC(G)//h

2t on qualifiera C de catégorie des composantes connexes
de 1llcc(G) .
Enfin, le foncteur "composantes connexes" :

cano(G) : llcc (G —— 11::(@)//# = C

vérifie évidemment., par construction m8me de C ., les
points (iv), (v}, (vi) 2t (vii})} du théoréme (82); de plus,

la proposition 1 assure (justement parce gue ia loi comp

a4
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b

ast représantée par la lo: comp ) gulil vérifis aussi la
point (viii) de ce théoréme (et gu’en particulier cano(G:
ast bien le fonctewr "oassage au guotient').

Mous verrons, bien entendu, dans le paragraphe 4 gue o8
foncteur canc(G) est sous—jacent & la fléche canonicue

d’adionction cano(®6) cu theorame.

as






5. La catégorie des composantes connexes ost une LCC

S. La catégorie des composantes connexes est une LCC
Dans c¢c= gpsragrach2 5. on montre oue la catésor:is
T = llcc(G‘//ﬁ des composantes connsxes da2 1ilcziBGsy .
LY
dafiniz dans 1= sarsacrache 4 gui oriceac=z, =5t Ccanon: susment
munie dure structuwr= de LCC notze 11CC\®)//5 foour o=1a.
on prouvera cue c’es une LLCC rigide i.=. gu =ll= =2st

munie des lois =t axiomes de 1a propoosition S (5 1:3.

Cettz structure de LCC n’est

a priori par les loi1s structurelles, FF . f . s . B .
fa] (. d . cte =t wn ;. de llcc(G) . Cependant. nous

adtablissons — et c’a2st essentiel — gu'elis

est completement
A
représentée par de nouvelles lois {sur ilcciGY . =

bard Ay " T ~,

Eav) N
f . S . | = T ta] {a d . cte et wn 3. guil 2largissant

les anciennes "4 la comnexité pras" f‘tout comme 1= 1ol
'
Comp 4largissait "a la connexitd oprés”, au 34, 1s

composition comp des fliaches de 1lcci(G) ).

s

F, ¥+, 5 et b

e

S.1. Les lois

Définissons tout d abord ces lois (ainsi gue d’auvtres.

aussi "naturelles", dont on verra 17utilitsd pius loin?.

Définition 1 @ S5i i'en 3 :

on pose successivement

— PF(x.v.0.3) = FF(i.a.5(y.M) .,
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Flayaa:(3)
S, Va3

g(stsasﬁ)

f

s

(3
PR

(=

sat-s(y.{) .

co-s(ya®)

B(x.a.s¢y.) .

comme représenté ci-dessous :

Flia¥a0:

flx,a.-5(v.)

- PF ( ,\_/-Oluf?)

fz(stsaaﬁ)
Sp(H Y1043

= PY G RPN PED)

K4

—F s e e — T o

=(Y B)

o
B XY/

b(:‘:’a's(\f’gﬁ))
N

\i ﬁ’/ +<y.-f?>_-.:"’

A

® — Il 0 ”F(y,ﬁ)

e
S(H.Y.0.(3)

s(x.a.-3(y.M)

FR(X Y3 = PF,a.5(V.D)

= PF(R.S(x, ) sY) .

comme représenté

4

£ Cxao0 \\ /./’

PR, 00 0———-) ®

fz(x,yla,ﬁ)

F(R-s(x,a).Y)

F(R-3(, 0 .Y)

S(R-3(t,0,Y)

B(R-S(xH. ) ,Y) .

ci—dessous :

Ly )

bz(x,yia,ﬁ)

B(R-s(x., ) ,¥)

iy

F

2

me

z(xﬂysasﬁ)

S(B-S()‘:ua) qy)

(X.¥s0.3) = PF(R.-sCt.0) . y)



S.

- PFF3Giay.0

fa(xay.c/®

b
530ty s /D)

baCGiay.a: 3

conme représenté ci-dessous

PFR(s(x.a) «s(v.)
F(s(i.0) s(¥.M)
s(s(x.o) :s5(¥.M)

B(s(x.,a) .s5(y.3)

La catégorie des composantes connexes ost uns LCC

s

e —* s oo o — 7 o
R, A
TG, ) a IE] fly. .

PF(x,0) @ —S0 o SV o prey.p
¥3(x,:,a,ﬁ) ba(x,z +Caf3) sg(x.:.a,ﬁ)
F(s(x.,a)s{v.3) b(s(.a) | +5(y¥a({D) s(s(x.a).3(v.3))

~ ®
PFg(x,v,a,B) = PF(s(x.a) -s(y.M)
(Remarquons gque f(x.a) =2t F(y,R) appartiennent & R 2n
vertu de 17axiome (he) et car a et IEl v
appartiennent).
Far souci d’homogénéiser les notations., nous noterons
aussi @
FE(x,y¥s0:3) = FFR Gt ¥ 03 &
Fflaysa.3) = F,Glay0.3)
S(Ha¥s0af3) = S5,(H,¥.003) .
bGiav.0.3 = bi(?'(ngOlgﬁ) -
Etablissons tout d’abord deux lemmes utiles pour la
suite.

Lemme 1 St U’on a :
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1}
m
>

alors on a :
PF(ay-As85-A3) Rgp FF(24.85)
fla,-N8-23) Ry f(24.25)
s(e,-N;:8,-23) Ry s(2.2,) ,
b(2y-Ag:2,-22) Ry bleg.er)

Freuve.
Fosons L = dom()x,) et X = dom(e,) = codom(ir,) .
On a alors le diagramme ci-dessous (cbtenu grd3ce aux

axiomes (px) et (pf)) H

FF(ei.ki.ez.kz) o (e X e ) >
1 1772 2

p(ei’ez’)\ﬁkz) /

f(ei,ez)

@ (—~nrNANNANAN— P
[

v

FF(e ,e_ ) e
1 2

On en déduit gue :
FF(ey-Ag.85-23) FRgy FF(2,.285)
et
fley-Naep-A3) Ry Fleg,ep) .
On prouve de maniéres analogue les deux autres propriétés.

Fin de la orauve.

Lemme 2 : St ’on a :

s’ a’
1 2
® Z..N ® % N ®
= e E"
1 2

alors on a :
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b(e’ .2’ { b(e”.a”
( 1’ 2> fl ¢ 1’ 2)

FPreauve.
I1 suffit d établir les résultats dans le cas de Z2-zizzags

simples, i1.2. dans la situation suivante :

fAY = — C = > R
AR UL 2
el' EI'

1

(en effet, 17axiome (=»,=) assure gaqu on peut toujours
ramener deux ¥ N-rigrags de longueurs différentes & des

ﬂﬁy-zig:ags de longueurs #gales).

On a alors le diagramme ci—-dessous f{(obtenu gr3cs 3 17 axioms

((Pn)f) :

v

FF(2’ .2’ ®
1

z f(e’ . .e’) ®
1% "2
’ «
pr(e1’e1 2*F 3 \ glu

F‘: 5
(2 _.E- ® TCRTN) > @ A
1 2
Pr (e e ..e")g / gld
PF(e".e") ® > @ A

‘F(E", EH)
1 2

On en déduit gue :
PF(ei,ez) Rop PF(ei,ez)
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2t que :
'F(Einez) F\f\_ 'F(Ei_-ez) =

On prouve de maniére analogue les deux autres oroprietes.

Fin de la orsuve.

Etablissons maintenant les pramiéres propriétés
relatives aux lois introduites dans la définition 1

ci—-dessus.

Lemme = 2 St l’on a :

alors on a :

PF(x.v.0./3 Ry, PFCi.v.a:3 Rgy ?Fa(x,y,a,ﬁ) ,

FlHa v D RfL ’Fz(KSYsa!ﬁ) Rﬂ. f3<"":-'y'-‘a'ﬁ) ’
S(x. Y3 Rp Sa(.V.a./3D Ry Sa{x.y. o.M
bGi.y.a (3 Ry bol{xay.a,3) Ry ba(H,ysctyD

Preuve.

On a le diagramme ci-dessous (obtenu gr3ce a 17 axiome
((pq)f)) :

FF_Gtayaca® FLGL Y0
PF(s(x,00 ,5Cya@) | F(s(x,00 ,5(y:/D) > & FF(x,00
d L] = 3 ‘j
Pq(a,s(x,a)_s(y B)i 4/? i
PF(a.s(,a) sa.5(y.D) @® > ® PF(x,00

fla-s(2, a0 . a-5(y.3)
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On en tire gue :a(x.y,a,ﬁ) Rpp Fla.sGiiad,a-5(v, D) .
Cr on a :
fla. s, ,a.53(y.D) Ry Ft.FGi,a)a-5(v,3))
(en vertu du lemme 2 et des axiomes (cdne,) et (cane,)?
Fe FQ,a-5(v./)
{en vertu du lemme 1 et car f(Ci,0) € R} .

On obtient ainsi gue :

ba’d

Ta(X,Yaaaf R fFCisyv.a.3) .
D7 autre part, le raisonnement est "symétrigue" opour établir
que :

fa(x.vaaa3 R fo(u,v. .3 .

On a ainsi établi la deuxiéme propriété rechsrchée et on

oprouve de maniére analogue les deux derniéres. Quant A

[
I

premiére, e2lle découle alors de la oroposition 5

L
o

paragrapha 4.

Fin de la preuve.

Froposition 1 : Si l’on a :

Y
® — @ ® — &

alors il existe des fléches et ; telles gue

¥ Rp » ¥ Ry v
et
PF(x,yYs0af3) = PFC(x.Y) ,
F sy 0. = F(Q,;) s

N v v
S(H.Va 3D = 5(xkaVY)

b .y = b(g,;)

o3
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Frauve.
Le résultat st dvident puisque :

a-s(v.f Fp sCy¥.R Ry B-sCy.B Ry v.-fly.D Fp v
(en vertu des axiomes (ccne,) et (cdne,) et car o ., 3
f(y.,3) sont &léments de R ).

Fin de la preuve.

roposition 2 1 SU l’on a :

aqutrement dit, st l’on a :

|

alors on a :
PF(x.y.id.id) Ry, PFCx.y)
;(x,y,id.id) Ry Flxav)
;(x,y,id,id) Fp sdx.y)
g(x,y,id,id) Ry bBGx.v
Preuve.
On a :

fFlua.yl.1id.id) = FCo,s(v.1d))
Rpy FQx,y-f(y.id))

{en vertu du lemme 2 et des axiomes (cdne,) et (caney))

Rf‘, 'F(}'(,y)

fen vertu du lemme 1 =2t car +(y,id) € R }.
On obtient ainsi que :

f(uav.id,id) Ry FUx,y) .

1]
rt
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On prouve dea maniére analogue les deus derniéres
propriétés. BQuant & la premiére. elle décculs zalors de la
proposition &6 du paragrache 4.

Fin de la or=suve.

I1 est évident aue :

Proposition 3 : St l’on a :

alors on a
dom(Ff(H.y¥.,0,D) = dom(s(x.v¥.0.(D) = dom(b(x.v.,a-)

= PF(}‘(.- Y2 B)
et
codom(f(x.v.a, ) = dom(x) ,

codom(s(x.y.a./3)) R,, dom(v) ,

codom(b(x,yv.a,f3) = codom(x) R,, codom(v)

g b v

Montrons maintenant gue les locis FF , £ . s =t b

sont compatibles avec les relations de connexion ({(entr
objets et entre fléches). Pour ce faire, cn commence oar

une succescsion de lemmes.

Lemme 4 : S{ l’on a :
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4

® —> &

RN
e

N
— @

alors on a :
FF(x,y.a. R, FFGi,v.a’.f3")

fF(, v, Ry Fl,v,a’.f3") ,

S(X,Vsa:3) Ry sy, .03 ,

Bty Ry blx,v.a’.3")
Preuve.
On a :

fFGisv,03) = (2, a3y
Fop F(Haa-5(yR) - F(F(Y. B (7. 03")))

(2n vertu du lemme 1 =2t car F((Ff(y. D F(v.2")) € R *

PfL 'F(}:!t(ytﬁnﬁ' .Ot.ot'))

=

{en vertu du lemme 2 =2t de 17 axiome (L )).
On montre de m&me (grice & l’axiome (t,)} que :
Ar
FOa v’ 2 3") Ry F By 3. o,a')) .
On obti=rt ainsi gue :
Ar Ay
Fla¥.0:f3) Ry F(x.v.a’.B3) .

On rouve de maniare analocgue ies deuy derniares
=}

propriétés. GQuant & la premiére, ells découls alars de 13

ocroposition & du paragraphe 4,

Fin de la or=uve.

Ca lemme 4, gui est tout A& fait sssentisl. peut Stra



5. La catégorie des composantes connexes ast une LCC

gqualifié de lemme de contournement, av méme titre aue nous
avions aqualifié aussi de lemme de contownement le lemme 1
du paragraphe 4 et de proposition d= contownement la
proposition 4 de ce mEme paragrache 4. On remarguers gue.
ici aussi, c’est l7existence de la loi +t Sul nous 3

permis d établir ce lemme de contournement.

lamme S5 : St L’on a :

M Y z
® —> @& —Annn ® ¢ ®

autrement dit, st l’on a :

e ]
3l

. Z\./;Z

alors on a :

PF(x,z2”,y.1d) Ry, FFQGt,y.z2") ,

fFCez"p.1d) Ry Flxap-z™
s(x.,z",y.1id) Ry sG.p.z"
B,z y,1d) Rf[ bB(x.yp-=) .

Prauve.

~

Elle est analogue a celle de la oroposition 2.

Fin de la preuve.

Remarquons gue la proposition 2. gus nous avons jugé
préférable de mettre 2n évidence plus haut, apparait bien

entendu comme un cas particulier du lemme S ci-dessus.

Lemme & : ST l’on a :

o7



5. La cateégorie des composantes connexes st un2 LCC

alors on <
FFQGiav-27) Rgpy FFR(x.py” .2
F(ap-2”) Ry FCQuLyp’ .z,
sS(x.y-2") Ry sk, -2
9(x.y-2”) Rp b(x,py’ -2

FPreauve.

~

Le lemme S assure gue PFQi,py.z") Ry, FRF(x.z2”,y.18) 2t, de
Y
mEme, cue FFQL.py’ .2 Ropy FR(x.z”.¢y".1d) .

Le lemme 4 permet alors de conclure oue :

PF(ap -2 Rgy PF(x,p’ .2 .

1w
n

On prouve de maniére analogue les trois autrss orcoocriét

Fin de la preuve.

temme 7 : Si l’on a
[ J (—'\éMIV\ANVW
2N
H }/, =
z\ %N
. J (—'\EAM/VM

et donc, si les fleches = et =’ ont méme codomaine et

vérifient = Ry =’ , alors on a

PF(x.2) Ry FFCe,z=’)
f(x,2) Ry Flu.z’ ,
s(x,2) Ry s(x.z')

b(4y2) Rpy b(u.z’



5. La catégorie des composantes cornnexes ast une LCC

f(x.2) Ry f(x,z.5)
fan voartu du lemme 1 2t car &6 € R ¢
Rpp fCtapy-z=

(en vertu du lemme 2 2t car z.5 £ .

A

2]

On a de m&me f(x.Z') Ry FOi,p" .27 .
Le lemme & permet alors de conclure ague :

f(,2) Ry FCz2') o
Cn prouve de manieére analogue les deux derniéres
propriétés. Guant & la premidre, elle découle zlorzs de 1z
prooosition & du paragraphe 4.

Fin de 1la orsuve.

lemme 8 @ SU L’on a :

o L 01 o
e — > s o o — o
e
o L s e Y o

et donc, en particulier, st l’on a v Ry vy’ , alors on a

PR(x.v.aa3 Ry PRt v .0’ ,3)
fOtav.aa3 Ry flx,y' .’ .03) ,

sS(H.V.a, Ry s,y . a'.3) ,

bBC.v.a,3) Ry bB(x,v ' .3°) .

Freuve,



5. La catégorie des composantes connexas est une LCC

Fosons =z = a.=(v.R) =t =/ = & .=(v'.3") .
Cas flaches. aui ont le méme codomaine. vérifisrnt en outre
z Rp =7 wispous {comme d4ja vu plusizurs fois) =

a.s(v.R Ry v 2t o’ .5y .3") Rp v -
Le lamme 7 oermet donc de conclure.

Fin de la sor=auve.

Nous avons travailléd "relativement & la composante Ty "

{des obists FPF(i.y.0.3) comme des F1éches Fl.v.a:.3 .

e e

S(H. VY003 et bB(x,v. .3 } . lutsdt gue de travaililer
maintenant "symétriguement", i.e. "ra]lativement & la

Eatd

composante "y" " . pous remarquons que les lopis FF, .
Ea"d Ty Ar

f, . S, =1 b, (voir la définitien 1) sont le=s

" Ra ' e ~ ~ '

"svmétrigues" des lois FF = PF, . f =+, . s = 5, =2t
"3 "~y

b = b, respectivement (et gue la donnés des lois et

viomes de la structurese de LLCC présente "l= mEme tvoe

w8
11]

symétrie”). Le lemme I nous permet donc d affirmer guea l=s
"symétriques" des lemmes 4 & B sont wvrais. et noctamment
celui du lemme 8. En rassemblant ce résultat avec celui du
lemme 8 lui—mE&me, nous obtenons alors la proposition oul

suit.

Proposition 4 : S¢Y U’on a :

100



5. La catégorie des composantes connexes st uns LCC

[x

2 N Z N

%N Z N

0 rnn— @ —Annan—) @
0 —rnnn— @ —nAnnn) o<—ww\-|Q
°

b4 1
~

1]

LNVWF%.GWNVWF—O—wvwﬂ~9.&~VWAJ

Q\
2

autrement dit, si l’on a
® Ry x’ et vy Ry v,
codom(x) R,, codom(v)

Cet donc codom(x’) R,, codom(v’) O,
alors on a

PFGi.yvaa.B3Y Ry, PRGU v s’ Wf3")

s(x.y.a.3) Ry

=

z(x,y,a,ﬁ) R ;(x',y’,a',ﬁ‘} ,
Sy a3
b

"]
b{x.v.,a.3) Rp (g’ v .o’ W3

Cette proposition 4., gqui est tout & fait essentislle. psut
€tre gualifiéde, comme précédemment. de proposition de
contournement. Cette proposition exprime que, si. a oriori,
il nest pas possible {(notamment en raison du “trou

central”) de faire directement "glisser par connexitsa" le

lax—produit +Fibré PRyt (et ses ax—oroisctions)

[
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st uns LCC

conNnnexes

composantes

La catégorie des

S.

ut
U]

!
m

iore

-

; 4
i<

®—produ

s

la

1=

vars

S
m
]

m

1l

-
i

—_——
—_—

urpe

le faire par un chemin déto

——
—_

ot
Cssilo1i2

B
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5. La catégorie des composantes connexes sst ure LCC

ne
n

-+
e
n

" '
-
s

ne
"‘l

[I§

|

|
—Nv—nel—wv—o
-zw—ne—lwv—t
u—'w»-—c

|
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5. La catégorie des composarntes connexes asst une LCC

Nous terminons mairntenant 17étude des lcois FF . f .

bt N,

s et b par la oroposition ci-dessous cui concerne leaurs

“restrictions" respectives., PFF , £ . s et b .

Proposition S : La loi FF est compatible avec le coupl

e
de relations R = (F_,.Ry) . Les lotis f s ot b

sont compatibles avec la relation Ry

Preuve.

Cette proposition se déduit des propositions 2 et 4.
exactement comme la proposition S5 du paraarache 4 se
déduisait des propositions 2 et 4 (84).,

Fin de la oresuve.
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S.

S.2.

Définissons d’abord cette loi

La catégorie des composantes connexes est une LCC

Ns

La loi o

(ainsi gue deusx

autres.

aussi "naturelles", dont on verra 1°utilité plus loin).
Définition 2 = 51 17on a :
%3 . y %a ' ﬁ% %Z ‘ E%
on pose successivement :
= PR Y VW, A 3.7 8,6,0) = P05y V50, F(yv.M))
(o on a posé V = y.s(v.d) et W= c.s5(w.0) ).
comme représenté ci-dessous :
[roresne s PFR(x -V, 8(Ya3) - SR, FCY D)) oo 1
PO YaVaWy [af3:7:8,8.0)
P(x,0.5(V.3) .V, |S(N, FC(y,3))
A~ . '1'
s(w. F(v.) P4
— | N
PF(x,a-S(y,B)) ---------------------------------------- flw, f(v.3)
i g i
X T=® l : w00 N
PF (v, 8) s _ FCw, L) 2
[ }—,"I; F‘ -
: ii % ;
+ e
L J ——;r—a  J o —77-_) [ J 6——;—— ®
. .
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La categorie des composantes connexes ost une LCC

"]

Do(Ha VYV W3, 7:6.£.0) = o(3-s(
(ot on a posé ici aussi ¢ =
comme représenté ci-dessous

W) G VaS(VLF(x,00) W)

y-s(v.d) et wa = g.3(w.l{)

Sos
-

oo PF(3-5€,0) -S(V.F(H ) ) VW) oo 1
pz(}:sysvsws Saf37:6:2.0)
B(3-5(H.A) s¥Ye [B(V F(x,a0)) . 4)

i s(V.F(x,00)

SECULF 2,000 | e > PR(A-SCx,00 V) |
{ :
A TS EE .a)_'_:] : l w0 N
SF v, 8) FOey00 FQW.D)
; %; { ° F% v e :
e — s @ e — @ e «—— @

v v w
; L.

= PalXaYsVaWiaf3.¥18.5,0)

P(s(. ) a8 Y. . s(V.Ft, ), sCw, F(v.D))
(ol on a posé ici aussi

V= y.s(v.d) et W= eg.35(w.l) ),
comme représenté ci-dessous @
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

Froee FF(s(x,0) - SV F(,a0) .5 Yy -s(R.F(v. D)) - - 1
P CiaYaVeWy [AafB32¥28.2.0)
P(sS(x,a) ,5(yYR) s |S(V,F (., a)) =W F(v. D))
: FE(5(x,00 ,5Cy,.A) 4 ;
: S(V, f(x,00) P sl FCy.P) v

N
b

LECT, F (O 00) FCRLFCY.D)

!
N

(. s(v.d) l YY) ll
i F(v,8) fFt 00

: s ©
® ———> ©

\'4 T A

(Les fléches, dont il est indiqué dans cette définition

b

<>

qu’elles sont dans R , y sont en vertu de 1 axiome {(hg)).

Par souci d’homogénéiser les notations, nous noterons

aussi :
Ny N
D(XaYaVaWaO3:738:€.0) = DK YVaViWL O B3¥:8,6,0) &

Etablissons tout d’abord deux lemmes utiles pour la

suite.

Lemme 2 2 ST l’on a :
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

@® —AAnnAn~n—> © > @ ANAnA—> O
A e A
3 3 1 1=
1
®
42
@® —AAnA~An—> > @
X *—= e
3 4 2

alors on a :

ple; - A +83-A2:83-A3:8,-2y) Rp p(ag.85.0,-83.0,-2))

Preuve.
Le diagramme ci-dessous (obtenu ardce aux axiomes (PLomp?
et (px?) établit le résultat voulu :

PF(e . X .e_.A_,e_.A_.2 .1 ) PF(e X 2_-2)D)
11 3 3 2 2 a4 4 1 2 2z

1
> @

D - - YT )
4 4

®
o(a
1 1" 2 2773 '3
p(e A .a_.8_.A_.2 sA_.A)
1 1 372 "2 "4" 3% 4
/ id

PF(ei~l1-e ,ez-Kz-e4) (e X e A .= .e )> PF(el-kl,ez-kz)
1 a2 72773 4

3
p(ei.ez.hl,kz)
id é//
e

pD(e 8 A .8 A _.B
o( 172" T3 2 4)

5
rd

L J
PF(e . X .e_,e_ .A_.2 ) FPF(e ,e2)
1 1 3" 2 2 "a 1" 72

Fin de la preuve.

Lemme 10 : S l’on a :
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

alors on a :
D El e' el el R D ell ell e" el’
(e} 8 -8, 2, ) Ry plel .o 8] .2l )
Preuve.

Il suffit (en raison de 1 axiome (=,=)) d’établir les
résultats dans le cas de 2-zigzags simples, i.e. dans la

situation suivante :

2 >

> @

e

Le diagramme ci-dessous {(obtenu gr3ce a 17 axiome (po;.Dn})

établit alors le résultat voulu :
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S. La catégorie des composantes connexes est une LCC

e .e’,e
pfl.( 1 1

D(E”,E”SE".E")
1 2 3’ 4

PF(e”. el" a”.e’)
1 4

> FF(e’'.e’)
172
94)
1.52.92)
> FF(E1-EZ)

El'
2’ 2>

3 2

Fin de la preuve.

Etablissons maintenant les

e

relatives a4 la loi o (et aux lois

Lemme 11 : S¢ l’on a :

5 ® 7 = ®A

® —> o ®e —> ¢ ® ——

v 24

alors on a

> FF(e”.a")
1 2

premiéres propriétés

b Eard
p, et by }.

<_W ®

P X3 YaVaWaOyf3.7:5:8:0) Ry Pa(XaYaVaWaoa3:718:.0)

Ry PalX,¥Y.VaWw. 0 3.¥-8.2.0)

Preuve.

En utilisant les notations de la définition 2. on a le

1114



5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

diagramme ci-dessous (obtenu grdce a l17axiome (pg.n?)

- (s8¢, )5y . .s(V. F(xx. D). s(W.F(v.))

N
®

Pq(Ol-S(x,Ot) -S(qu("find)),S(Y,ﬂ) -‘5(@'4(}/-{3)))

D(a.S(xa) s -S(V.3) 2SIV F(X,A)) SN F(V.B))) | .

pq(a,s(x,a).s(v.ﬁ))

On a donc :
ga(x,y,v,w.a.ﬂ,y,é.s.C)
Rpp B(a-s(. o), a.5CY. .5V F ., a0).s(@,F(v.3))
Et on a ainsi =
;a(x.y.v,w.a.ﬁ,y,é.s,C)

Rey o(x-FGtaa),a-5(v. B sV, F(x.a0) 5w, F(v.D))

{en raison du lemme 10 et des axiomes (csne,) et (cone,))
Rip (% a-s5Cy.B FCt,a) - sV, FGt,a)) .S F(Y.D))
{en raison du lemme 2 et car Ff(x.a) € R}
Rpp B(aa-SCv B V. F(V. F (., 0)) SR, F(V. D))
{(en raison du lemme 12 et des axiomes (cdone,} st (ccne,)?
Rip D(%act-SCY3) V5N F(v.D))

(en raison du lemme 9 et car F(V.f(x.x0)) € R
= g(x,y,v}w,a,ﬁ,y,é,s.t) -
Par conséguent, on a obtenu gue :
;a(x.y,v,w.a,ﬁ,y,é,s,() Ry ;(x,y.v,w.a.ﬁ.y.é.s.C) -
Le raisonnement étant "symétrigque" pour établir gaue :
;3<x,y.vgw,a.ﬁsrsé.6,() Re, gz(x,y,v.w,a.ﬁ,y.é.e,c> .

la démonstration est achevée.

Fin de la oreuve.
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S. La catégorie des composantes connexes est une LCC

Proposition 6 = Si l’on a :

6 . ;% éa ‘ ﬁ% s . E%
® —— o ®e ——— @ ® —F— o & —F— o
alors il existe des fleches % , v s v et w telles
que :
‘vRﬂ_){, ;Rfly’ ;R“_V. ;iF:nw
et
PCHaYaViWa0,3.7.86.8.0) = p(}:s;'~:'.~;“)
Preuve.

Comme déja vu plusieurs fois (et car a . 3 . f(v.3) € R ),
on a :
a.5(y.3 Ry sCy.B Ry B-s{y. Ry v-F(v.3) Ry v -«
On a de m8me ¥ = y.s(v,8) Ry v .
Et, pour des raisons analogues, on a aussi :
S F(Y.M) Ry W = €.5(w.0) Ry w .

On obtient donc le résultat recherché en posant :

b1

=%, vy =oa.s(y./®
et

<<
Il
<

W= s, FCy. ) -
Fin de la preuve.

Propasition 7 : 5S¢ l’on a :

[ J > @
v X Y w

v
®
N
¢
N
®

autrement dit, st l’on a :

143



5. La catégorie des composantes connexes ast une LCC

id{‘%m id ‘—éid id{’ id

alors on a :
Ne
P (.Y .v.w.id,id,id.id,id.id) Ry p(e.y,v.w

Preuve.
On a =
;(x,y,v,w,id,id,id,id,id,id)
= p(,5(y.id) .s(v,id) .s(s(w.id) . f(v.id)))
Rpp Py -FCy,id).v-f(v,id).s(s(w.id) . F(y,id)))
(en vertu du lemme 10 et des axiomes (cdne,) et (cane,))
Ry D(.y va.fly.id) .s(s(w,id).fly,id)))
{en vertu du lemme ? et car f(y,id) , f(v.,id) € R}
Re, D(x.¥.vVes@uw,id) - F(s(w.id).f(y,id)))
(en vertu du lemme 10 et des axiomes (cdne;) et (cdne,))
R, D(x.ysves(w,id))
(en vertu du lemme 2 et car Ff(s(w,id). f(v.id)) € R ?}
Rep DLy v.w-F(w,id))
{en vertu du lemme 10 et des axiomes (cdne,) et (cone,;))}
Rey P(HaYaVaW)
{en vertu du lemme ? et car {f(w.id) € R }.
Fin de la preuve.

Proposition 8 : St 1l’on a :

R T T

alors on a :
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

Com(D(H,Y, VW0 3 Y: 8. £.0))

T s
Rop "F(comnGi v y.d) zomD(Y.w.€.0) (D)
et

codom(pD{R. V. VWA 3.¥:85..0)) = FFQCi.v.a.3) .

Frauve.

On a {avec l=2s notations de la gefinition 2 o=

T kst N

FR(ocomp (Va7 3) COMD(Y, WaE.0) 2 O D)

ka’d
FECY - VeV -waSta (3
= PF(x.Y.a.=2(v.w.))
Or ar l17axiome ({(p.) ), on a :
E c s

sCy-w,R) Rp s(v.NR) . .-sCE.f(v.™)

2t donc {(puisague o € R }

a3y -Wy 3 Ry a5y, -sCa. F(y.D) .

=

La proposition S assurant gue la ioi =F 2st comoati

It
(8}
[
)]

avec R = (R ,:Rp? - on a ainsi :
b

PE(COMP(H . Vay+8) +COMPCY W) s D)

Rop PF(x.-Vea-s(v.R) -s(a.¥(v.))
= dom(p(H.Y .« VaWa0:3.¥:.5.2.0)) .

Caci achéve la démonstration, puisgue ia seconde gproprista

ast vraie par définition(s) méme(s).

i

in de la preauve.

~

Montrons maintenant gque la loi p est compatible avec
ies relations de comnexion {(entre objets 2t sn+tre flaches).

Four ce +faire, on commence par uns succession gde lemmes.

w.

Les deux premiers dentre eux (lemmes 12 =t 13, tout
fait essentiels, sont, a nouveau {(cf 84 et 85.1)},
lemmes de contournement 2t on remarouera gue c’e2st encors
l'axistence de la loi t . mais aussi celle de la loi c¥

pouwr le lemme 13, gqui vont nous permettre de les établair.
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

Lemme 12 : S¢Y 1’on a

e

alors on a :

~

N
D(H Y VWO 3.728,2:0) Ry Dlravavaw.o,3,0".8".2.0)

Preuve.
Posons S(e.5(w.0).FC(y:3) = w .

On a alors :

;(x,y,v,w,a,ﬁ,y,é,a,t)
= p(x,a-S(y,B),y-S(Vgé),;)
Rep D02 0-5(Ya) 17 -5(v,8) - F(F(V,E) . F(v. 5 )) W)
{(en vertu du lemme 9 =2t car F(Ff(v,E).F(v.E")) € R}
Rpp BCiact-5CYa3) 1 E(V28,8" s7.7") W)

{en vertu du lemme 10 et de 1 axiocme (t)}).

On montre de mEme (gr3ce & l17axiome (t,)) que :

PR YaVeWaa B2y’ 28" 22:0) Ry DCaa-5(y.3) t(Vv.E,8".y.¥") -3‘:')

et on obtient ainsi le résultat recherché.

Fin de 1a oresuve.

Lemme 13 : Si L’on a
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5. La catégorie des composantss connexes ast une LCC

o) b a 3 £ g
é_ . _é é_ . —% é_ . —é
e —— o * ——— o ® —(— o ® —— o®
a' ‘ ﬁl
alors on a :

D (X .VaVaW. O f3:¥7-8.,8.0) Ry Dt vevou. ' o3 .7.8.2.0)

Preuve.

On a :

;(x.y,v,w,a,ﬁ.y,é.s.C)
= D(X.a-S(VeD Vas(w, F(y.D))
(avec les notations de la définition 2}
Ry oGt.a-sCv.P V.oly.B.0,.id) .o (y. W)
(en vertu du lemme 10 et de 1’axiome {(p_.D)?}
R, DGtV P VoY, B.0.1d))
{en vertu du lemme 9 et car p(y.W.3 € R ?
Rep 0(%.0-5(YafD V.0, BW.1id) . F(F(Y . WD . F(Vv.-7.3)))
(en vertu du lemme 9 et car F(f(yv.Ww.D.F(v.W.3")) € R
Rep D(, .SV YV FF Y. D Fly.B3)) -cf (v . R.2.3))
{en vertu du lemme 10 et de 1 axiome (cf;})
Rep 0(%.a.S(va3 -F(F (YR . Fy. B )) . V.cFf(v. 8. 3.3"))
{en vertu du lemme 2 =2t car F(f(v. D .Ff(v.B3)) € R}
Rip 0(xat(y 3.3 s0.a’) . Vcf(y, W, 3.3"))
(en vertu du lemme 10 et de 17 axiome (t,))).

On montre de méme (grice, notamment, aux axiomes (cf) et

(t;)) que :

P(XaYsVawaat’ o3 y¥.8.2.0)
Rep 0(H.t (Y33 100’ ) V. cf (v, R.2.3)) .
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

Et on ocbtient ainsi le résultat recherché.

Fin de 1la oreuve.

Lemme 14 : S¢ L’on a :

~
L4
m’ n 4 v w
[ J > @ “~nA—> @ > @ ¢ ® ¢ [ J

{ _{d id{ —j{.d
[ ) [ J hd [ J o s

— —_ e
el ~ v ) ~
o(x.v.,m”.w,id,id.n.id.id.id) Ry b, v.n-m".w

autrement dit, si l’on a

id[— ® Ty id

®* —> © ® —>

alors on a

Freuve.
Elle est analcogue & celle de la oroposition 7.

Fin de la preuve.

Remaraguons oue la proposition 7. gue nous avons jugé
préférable de mettre en évidence plus haut, apparait bien

entendu comme un cas particulier du lemme 14 ci-dessus.

Lemme 15 : St l’on a :

alors on a :

p(x.\;.n-m"q;&) Ry p(x,;'.n‘ oW .

Preuve.

Le lemme 14 assure gque :
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

~ N ~ N v
p(x.¥.m-m“.w) Ry o(x.v.m”,w,id.id.n.id,id.id)
et, de mEme. aue :
4 ~ g hd a4
plx,y.n -m”.wW) Ry o(x.vy.m’,w,id.id.n’.id.id,id) .

Le lemme 12 permet alors de conclure.

Fin da la preuve.

Lemme 146 : SU l’on a

3
5J
5

&<
<

l

et donc, st les fleches m et m’ ont méme codomaine et

vérifient m Ry m' , alors on a :
D(x.ysm.wW) Ry plyy.m’ ,w) .

Preuve.

On a : . . . .
p(x.y.m,wW) Ry DGy, m.8,wW)

{en vertu du lemme 2 2t car 68 € R )
Ry p(x,;f,n.m",;c)
(en vertu du lemme 10 et car m.8 &N np.m” ).
De méme, on a p(x,;,m‘,ﬁ) Rey D(x.g.n'.m“.é) .

Le lemme 15 permet alors de conclure.

Fin de la preuve.

Lemme 17 : Si l’on a :
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

.——\—/—).(—'\gfvv—‘ . .
¥ (o~ B3 e T
4
®e —> o ® —> © C(—y—. Q(—-——W——O
= ?/
v’ S’
® —> ® —rrnrn— @
et donc, en particulier, st l’on a v Ry v' , alors on a :

~ ~
D(:{sv_nvquaqﬁn?’xéqsaC) Rfl p():lY5V' quO(-ﬁu}" 16' -us-C)

Preuve.
Posons m = py.s(v.8) et m = p' .s(v’'.&") .
Ces flaches, qui ont le méme codomaine. vérifient en outre
m R m’ puisgque (comme déjad wvu olusieurs Ffois et car
Y « & L ¥ S e R ) on az:

v-s(v.8) Ry v et yp’.s(v',8") Ry v' .

En posant maintenant :

Y = a.s(y,3
et

w = s(e.5(w.0)F(Y. D)
le lemme 146 permet de conclure.

Fin de la oresuve.

autrement dit, si l’on a :

idf—‘ﬂgd id{‘_‘n id[— ® “lid
m =" v i % n
e — > @ e —— @ ®— @ ® &— ©
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5. La catégorie des composantes cornexes est une LCC

aleors on a :

i "]

S(z”.YaMmanN,10.,Mn.1d,18,1d,1i3) Ry o(n-2”.v.m.m)
Frauvea.
En raison du lemme 11, il sutfit d7etabnlir gue :

Tl

pr(z”,v.m.n,id.M.id,1d,18,1a) Ry oln-z”,v.m.1) .

ta preuve de cette propriété est analogue (comme la cravss
du lemme 14) & celle de la proposition 7.

Fin de la preuve.

Remarguons que la propositicen 7 apparait bien entendu. &

nouveau, comme un cas particul:ier du lemme 18 ci-dessus.

Lemme 19 : Si l’on a :

3
M
i
0

alors on a :

(-7, ¥.man) Rg p(N’ -=2”,v.m. 1)

Freuve.

On &tablit ce lemme en s’appuyant sur les lemmes 13 =t 13,
comme on avait établi le lemme 15 en s’appuyant sur les
lammes 14 =2t 12Z.

Fin de la oreuve.

Lemme 20 : St 1’on a :
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° 1
l
WW P4
1 = /"VV;?’V‘\ v n
® ——> © ® — © ® ¢ ® ¢ ®
W
%N %N z’
ey
7T
[ ] 17
et donc, si, d’une part, les fleches = et =’ ont méme

codomaine et vérifient =z Ry =z’ et si, d’autre part, les
fleches 1 et 1’ ont pour codomaines respectifs les
domaines de = et =’ et vérifient 1 Ry 17, alors on
a :

p(z,v¥.1.n) Ry o(z’,v.1'.m

Preuve.

p(z,v.1l.n) Ry pD(z.y.1.£(1.8).m
(en vertu du lemme ? et car +(1.8) € R
Rp 0(z.v.8.5(1.8).m
(en vertu du lemme 10 et des axiomes (c3ne,) et (cane,))
Rip p(2.8,v.5(1.8).n)
(en vertu du lemme ? et car 8 € R )
Rpp (M -2”,v.s5(1.6) .M

(en vertu du lemme 10 et car z.8 BN p.z” ).

On prouve de mEme que :
p(z’,y-1".n) Ry o(n’ .2”.v.s(1’'.8°).n) .
Or les fléches s(1.8) et s(1',8’) . gui ont le méme
codomaine, vérifient en outre :
s(1i.6) Ry s(l7.8°) ,

puisgue, comme déja wvu plusieurs fois, on a :
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

5(1.8) Ty 1 et s(1'.8') Ry 17 .
Le lemme 16 assure donc aue :
p(z’ .v.1",m Ry oy’ .z2”.v.s(l.6).n) .
Et le lemme 12 permet alors de conclure gue :
p(z’ ,v.1".n) Ry oln-=2”.¥v.35(1.8).n) .
ce gui achéve la démonstration.

Fin de la preuve.

Lemme 21 : ST U’on a :

S P 4

® —> o ® —>> ® &—rnn— @ -

v H a > L4

E * 4

® —> © ® —> @ ‘(——v——. .<'_N.

%N Z.N .

v’ u’ o’
® — o ® —m> O —rnrrn— @®

60 .;V'

et donc, en particulier, st l’on a ® Ry x’ et

v Ry v/, alors on a :

e e

POXYaVaWa 0y 3.7:8.8.0) Ry DR Y.V W' 3 0y’ 28" 1€:0)
Preuve.
En raison du lemme 11, il est édquivalent de oprouver cue :
e o
Dz(x.y.v.w.a.ﬁ,yqéqé‘-C) RfL ,Dz(x,qu\/'qwqa'qf?'ny,15'151C) .

c’est—a—-dire de prouver gue :
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p(B-5CH ) s ¥asS(y.s(v.8) . F(x.a)).e.-5(w.{))
Rep 0(3° -sCt’ s’ ) v,y .s(V' .8 ). F(' ,a’))e-5(w. D))

Or, d’une part. on a (comme déja vu plusieurs fois) :

3-s(x.a) Ry % Ry %" Ry B -5’ .a’) .

Et. d’autre part, ocn a :
S(py-5(v,8) . f(x.a)) Ry Flx.o) .s(py.s(v,8) . f(2.a))
{car f(x.0) € R )
Rep 7-5(v.ed) -F(y.s(v.8) . F (., a0)
{en vertu des axiomes (csne,) et (cans,))
Rep 7-35(v.S)
(car F(y.s(v,8) . f(x.a)) € R
Rp v
{(comme d23ia vu plusisurs fois)s
on a donc de mEme sy’ .s(v’'.8).f(x’".,a')) Ry v/ . ce aui
assure gue :

S(y-s(v,8) ,f(xx.a)) Ry sy’ -s (v’ &) . f(x’,a')) .

Le lemme 20 permet alors de conclure.

Fin d=2 la preuve.

Maintenant, comme nous avions procédé dans le

sous—paragraphe S.1 opour y obtenir la proposition 4. nous

Ny

remarquons que la loi O, est la "symétricue" de la loi

Ny e
D = p, (et que la donnée des 1lois et axiomes de 1la

structure de LLCC oprésente "le mé@me type de svmétrie"). Le
lemme 11 nous permet donc d’affirmer que les "symétriaoues"
du lemme 12 et des lemmes 14 a 21 sont vrais {(le lemme 13
est son propre "symétriogue"), et notamment celui du lemme
21. En rassemblant ce résultat avec celui du lemme 21

lui—m&me, nous obtenons alors la proposition qui suit.

Proposition 2 : St l’on a :
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é v o 3 £ 4
® —— © ® —> @ ® &— © ® &—— o
v’ u’ v’ w’
® —> © ® ——> o ® —— © ® &«——— ©
6! . yl a' . B' sl ‘ CI
autrement dit, si l’on a
M Rfl w' el N4 Rf‘. v,
v Rf‘. v’ et W F:fl. w’ >

codom(x) R,, codom(v) ,
dom(x) R,, codom(v) et dom(y) R,, codom(w) ,

Cet donc
codom(x’) R,, codom(y’) ,

dom(x’) R,, codom(v’) et dom(y’') R,, codom(w’') O,
alors on a :

~ny
POy VaVaW, 3. 7:6.£.0)
Rf\, p<;_:a .y' ’V' .W' !al .‘B‘ ‘yl .6’ =‘aa -(')

Cette proposition ?. gui est tout & fait essentielle., oeut
&tre ogualifiée, comme précédemment. de proposition de
contournement. Cette proposition exprime gue, si. a oriori,
il nest pas possible (notamment en -aison des trois “trous

centraux") de faire directement "glisser par connexité” la
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']
lax—-préfactorisation D(HaYaVaWalaf37:.8..8) vers la

’

Ny
lax—oréfactorisation o] GLRAIRVANE VAN AT L £ L YA L L G
dans l=2 premier dessin aqui suit. il esst cependant cossible

de le faire par un chemin détourné comme le suggére le

deuxiétme dessin aui suit =
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La catégorie des composantes connexes est une LCC

S.
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e

Nous terminons maintenant 17étude de 1a loi o par la

oroposition ci—dessous gui concerne sa "restriction®, o .

FProposition 10 2 La lot p est compatible auec la relation
Rit

Preuve.

Cette proposition se déduit des propoositions 7 et 9.
exactement comme la proposition S du paragrache 4 se
déduisait des propositions 2 et 4 (84).

Fin de l1la preuve.
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

S5.3. La structure de LCC

Par souci d’homogénéiser les notations, nous posons

maintenant :

- st % € Fl(llcc(G))

d(x) = d(x) ,
-—un = un t.e. 1 =1,
- 5t A eOb(llcc(G))
cte(hA) = ct=(Ah)

Etablissons l2s propriédtés relatives & ces lois.

N
Par définition méme de d , on a la proposition suivante.

Proposition 11

St # € Fl(llcc(G)) , alors on a :

dom(d{(x)) domd(:)

et

cadom(d(x)) = PFQu,x) .

Q¢
]
=

Proposition 12 : La lot est compatidble avec la

relation Rg

Preuve.
Soient x , ¥’ € Fl(llcc(G)) telles gue x Ry %' .
I1 existe donc des fléches o , & , » et {él éments

de R ) et une +leche %" telles gue :
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° R ° R °
A AAnrnA—m —_—NnNnANn—>
~ A~ ~
b . N w” &N ®
® &~ nrnnrnnrnn— @O —Annnn—> )
v v
4 alx” d(x’)
~ ~ L 4
[ J L J
PR, FFR(x".x') FF( .2’

On a alors :
E(x) = d(x) Ry o(x.x,p.p) -d(2.p)
(en vertu de 17axiome (d_.,,p) et car » € R}
Rep dCGe-d
{(car DX X.Y.¥) € R en vertu de 17axiome (DR})
Rp dla-x2')

(en vertu de 17 axiome (pop.d) et car x.p &N o.u” )

R d(x”) = d(x’)
(en vertu de l17axiome (pg.d) et car pgla.x”.x") & R ).
On a ainsi :
d(x) Ry d(x"
et., de méme :
d(x’) Rp d(x™
ce qui acheve la démcnstration.

Fin de la preuve.

FPar définition méme de cte , on a la proposition suivante.

Proposition 13 : S¢ A € Ob(llcc(G): , alors on a

dom{(cte(A)) a

et

codom{cte(A))

i
[y
.
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e
FProposition 14 : La loi cte = cte est compatible avec le
couple de relations R = (R ysRp)
Preuve.

Soient A ,A’ € Ob(llcc(G)) tels que A R, A" .

Il existe donc des fléches o et o telles que :

’

A(—‘\ng/v\.—g"-—-—dwglv'\-—)ﬁ'

On a alors le diagramme ci-dessous (en vertu de 17 axiome
(cteg??) =

FaAY Q—M%W\.—- A"——o\Mngw—-) [A %4

cte(ih) cte(A”) cte(Ad’)

N 4

1(—«M/iva/vv—1—«M/j~./aA~—)1

ce guir achéeve la démonstration.

Fin de la presuve.

En raison des propositions 2. 4, 5, 7, 9. 12, 12 =t

14, nous savons maintenant gue les lois FF . f . s .
b . P, d , un et cte (sur llcc(G) ), sont
compatibles avec 1le couple de relations R = (RopsRe?
(pour la loi wn . €’est trivialement wvrail). et passent

donc au guotient, 2t cu’en outre les lois au guotient sont

A, BT o

représentees {(par les lois PFF , f . S . b . o o. d

Ea"d L7

un et cte sur llcc(G) ).

=

Nous pouvons donc légitimement poser la définition
ci—-dessous et affirmer alors la proposition qui la suit (of
C désigne, bien entendu, la catégorie des composantes

connexes définie dans le paragraphe 4).
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

Dafinition 2 @ 3¢ 2 , v & Fl{C) sont telles gue

codom(:) = codomdly) ,

alors on pose (et cela a bien un sens)

FF(x,v) = PFGt,v.0.03) ,
FlH.v) = Ft,vaca/®)
S(H.Y) = S(H.Y:.0.3)

—_— e —— '
b(x,y) = bB(x.v.a.3 ,
ou (a,3} est une connexion Carbitrairement choisiel entre

les objets codom(:) et codom(y)

St ¥, Vv,V , weFl(C) sont telles gue
codom(x) = codom(v) ,
dom(x) = codom(v) et dom(y) = codom(w) ,

alors on pose (et cela a bien un sens)

PCxaYavaW) = ;(x,y,v,w,a,ﬁ,y,é,s,i) N
oY (a, 3} (y.8) et (e, sont respectivement des
connextons C(arbitrairement choisies? entre les objets
codom(x) et codom(v) , dom(:) et codom(v) , dom(vy)

et codom(w)

Si x € F1(C) , alors on pose Cet cela a bien un sensD
d() = dxo
Si A € Ob(C) , alors on pose Cet cela a bien un sens>D

cte(d) = cte(d) .

Et enfin, on définit bien entendu la loi un comme &tant

la lol typante gui sélectionne le seul objet 1

Proposition 15 1 Si %, v € F1(11lcc(G)) sont telles gue

codom(x) = codom(y) ,
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alors on a :

PF(x.y) = FFE(x.v)

Fx.v) = F(Ct.v)
S(H,Y) = 5CH,¥)
BGi.v) = B(x.vy) .

St ¥ , v, v , weFli{llcc(G:} sont telles gue
codom(:) = codom(v) ,
dom(x) = codom(v) et dam(y) = codom(w) ,
alors on a :

PG, Y-V W) = P(XyYaVeW)

St % e Fl(llecc(G))Y , alors on a :

d(x) = dGo

Si A e Ob5(llec(G)Y , alors on a :

cte(d) = ct=(h) .

Les propositions 3, 8. 11 et 13 assurent alors cue :

Proposition 16 @ Si % , y € F1(C) sont telles gue

codom(x) = codom(v) ,

alors on a :

dom(¥(x,y)) = dom(5(x,y)) = dom(b(x,y)) = FF(x,¥)
et
codom(F(x,y)) = dom(x) ,
codom(s(x%,v)) = dom(y) ,

Codom(b(%,y)) = codom(x) = codom(v)

St X, ¥, ¥ , we Fl(C) sont telles gue

codom(x) = codom(y) ,

dom(x) = codom(v) et dom(v) = codem(w) ,

alors on a :

dom(pP(HsYaVaW)) = PF(X.V,y-W)

Z|

et
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Codom(D(M,y.V,W)) = EF(i,v

'~

Si % e F1{(C) , alors on a

dom(d(:)) = dom(%)
et _ _ o
codom(d(:)) = FF(¥,.:)
Si A e Ob(C) , alors on a
dom(ct=(d)) = A&

et

1]
b|

codom(cte(d))

m
rL
i

I1 nous restez maintenant & établir gue les axioma

la structure de LCC (cf poroposition 2 du paragrache 1}

(]

ony

vérifiés. Ceci fait 1°objet des oropositicons oul suivant.

Proposition 17 : Si % , y € F1(C) sont telles que

codom(x) = codom(y) ,

alors on a

X.FGLy) = bed,w
et _ _ o
v.sGi,v) = bB(x¢,v)

Preuve.

Pour ce faire, il suffit {(on vertu du lemme 3} 47 étzbli-

que :
x-;1(x,y,a,ﬁ) Rn_g;(x,v,a.ﬁ)

at
y.;z(:-:,y,oa,ﬁ’) Re gz(:-:_.y,a,ﬁ) .

on {at, 3} est une connexion entre codom( ) et

codom(y) :
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) - > ® ® ¢ 14 ®
F (MY SafD) S (R.v-2.03)
AP E 2 = A :
® o ®

Or on a :
x.:i(x,y.a,ﬁ) = H.f(xa-5(v.3)
= b(x,a.s5(v.A)
{cBney))
= gi(x,y,a,ﬁ) -

Et 1’on prouve de maniére analogue la seconde prooriéte.

{en vertu de 17 axiome

Fin de 1la preuve.

Proposition 18 : 5S¢ ¥,y , v, we L) sont telles

que _ _ _ _
codom(x) = codom(v) ,

dom(x) = codom(v) et dom(y) = codom(w) ,

alors on a :

FOLY) PR Yavaw) = V. F(X.Vov.w)
et o
S H.¥) B YaVaW) T W-S(H.V,V-W)
Freuve.
Soient (x.3} iy.5) et (.03 des connexions entre

objets, comme représenté ci-dessous :

* '"éf§:35""1 r“'éiﬁ:f5 '''' ¢

3 3 2
,'F(V,(S) 3 ] ¥ G L J f? [z ® E—1 'F('—“l_.t),"
H % % H
® —-V—-) [ ] ® —_ | J L ] (T ® ® (——w— ®

Pour établir 1la premigére des égalités recherchées, il

suffit (en raison de la proposition 2 du paraagraphe 4 d une
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part et car f(v.8) € R dTautre part) d7a&tablir ous

fltay,a.3) -0 yev w0376, €.0)

ML VoF(wa8) F(x.y.s(v.E) V-E-3(1.0). 0.3 .

Fosons © = y.=(v.8) 2t @& = z.=(w.0)
On a alors :

;(x,y,a,ﬁ).;(x,y,v.w,a.ﬁ,y,é,e.f)
= f(x,2.85(Y.R) - p(2.a-5Cv. ) V.5(H.F(v.3))
= V. f(x.Vya.-s(yv. .s(N, F(v. D))
{en veartu de 17axiome (o))
Rep -F (. P,0.5(y- 0.3 - p(v.3./D)
{en vertu du lemme 2 et de 17 axiocme ((pc)s)}
Rpyy V-F(x.Yy,a.s(v.w.2)

{zn vertu du lemme 1 2t car p(y.W. € R}
"]
= 2.35(v.8) . F(x.V.v.m. .3

Rep S(v.8) - F(x- Y,y - W0,
{car y € R )

Rep 8-5(v,8) . F(x.-V.y . W.,a./
(car & & R

Rep v-Ff(v,8) F(x.V,y-W, 03

{en vertu des axiomes {csney) et (coney)) .

La premiére des égalités recherchées est donc prouvée et la
saconde se démontre de maniare analogue.

Fin de la preuve.

Froposition 19 : Si{ % € F1(C) , alors on a :

FGa,30 -d¢O

id¢(dom(:))

et - _ o _ _
S(x,.x) -d(x) = id(dom(:))
Freuve.
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T, . 0C(x) = T(x.) 4G
{en vertu de la oroposition iS?
= £(i,x) . d)

{en vertu d= la oroposition 2 du paragraocha 4%,

L7axiome (dy} assure alors gue :
Fee oy .dex) = id .
La seconde égalité se démontre de maniégre analocus.

Fin de 1la oresuve.

Proposition 20 : St X, ¥ . Vo, W,

=]
|
M

n
e
]

sont

telles gue _ _ _ _
codom(x) = codom(vy) ,

dom(x) = codom(v) , dom(y) = codom(w) ,
dom(Vv) = codom(m) et dom(w) = codom(n) ,

alors on a :

Freuve.
Soient (cta3) . (y.&6) . (£,0) (n.6? 2t (v} des

connexions =ntre objets, comme représenté ci-dessous

® éfh}é5? s¢{v,&) S(w.?> b [s(n.v)

TE(ML,B) | TF(v.S) | Qw00 £¢n.w) "

': 4 “ 4 A o 3 B

E ® " . ® 4 . cr ®

: o n$: 5 % {a Bi % c i;;i,u v%

H i i o

e — o ® — @ e — @© ® — © ® — ® ® — o
m v H v w n

Fosons s

V= y.s(v,d , @ = n.s(n.6)
et
a2 = s(h.f(v.8)) .

-m

comme représenté ci-dessous :
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2
m
E (R (V. 8))
‘ i &
o

)

s(m.8)
F(m.8)
e

@ 6~ rAAnANnNANNA— @ €

r ® 1 r ®
%“is P
_—n)Q "—V). QV-—V—>0

Et, de la méme facon, posons enfin :

W=c.s(w.l) , O = u-s(n,v)
et

e, = s(A. f(w.0)) ,

comme représenté ci-dessous :

®
e .
n ;'.
FCRLF(W D)) &
a‘ ~N ﬁ ;
) ®
s(w.l) s(n.v)
fF(w, ) f(n.v)
r ® r®1
. ~ L_ﬁﬂ
— ® ® — o & ——— o
FPar définition, on a :
D(H YV, W) = ;<7‘:5Y3szs°‘sﬁs?’s‘5-3-c) L]

PCX-V,y-W,m.N) = o(x.V,y.W,M,N,0,3,id. F(v,8) ., id.F(w.l))
A

jA vu. ona ARy m et 0 Ry n)



5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

=)

p(x. Yy W m.R, a2 1d. F (V.8 ,id. F(w.0))
= p(x.V.0-5(Y- WD) 2 S(M F(Vv,E)) es(s(R,. F(W.0)) . F(v.-N.D))
= p(x.V.a.s(y- W, ,Em,S(En_.'F(‘;’-Q.B)))

Remarguons maintenant gque :
s(en: FCY - W) Ry se . Ff(y- 8,03 .o (y.-RH.)
{en vertu du lemme 1 et car p(y.,w. € R
Rp s(en-fFln, F(v.3))
{en vertu du lemme 2 et de 17axiome ((pc)R)
Rep, Oy w,B) -s(e . Fflu.fly.M))
(car p(v.Ww,? € R ).

La fleache PlYs@a 3 .s(e . F(u, fFly.M)) avant m&me
codomaine gue la fl&che s(e. ,f(y.w.R) . la compatibilité
de o0 avec Ry (prooosition 10) assure alors gue :

A

PCx . V.Y - WM, Ay, B id,. F(v.E) ,id. f(w.0))
Rpy o(x-Voa.s(v.w. 3 2,0y W, -s(e,. F(W.F(v.)))

et donc aue :

PCx-Vyy. WM R, 3,id, F(v,8) ,id. F(w,{))
R o(x.V,a.5(y.%,3 'pcc‘?’s&sﬁ) .Em,S(En,‘F(QJ.f(V,ﬁ))))
(en vertu du lemme ? et car p(y,W.,R3) € R )
Rpp 00t - Vea.35(v¥ B - s, f(y. M) e .5(2,- F(R. F(v. D))
{en vertu du lemme 10 =2t de 17axiome <(Fk)s)3'
Notons provisoirement :
P(x.V,0.5(v.3 .s(R.F (v D). s(eF(R, Ff(v.P))) = n .
On a alors :

POy, vewW) -p(x-V,y-wemn) = o(x.a.5Cy.3 ,V.s(w.f(v.™)) ﬁ

= p(R.a-S(y:A V. s(R.F(v.M)) .n
{en vertu de 1la proposition 2 du paragraphe 4.
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5. La catédgorie des composantes connexes sest une LCC

Far conséguent. 17axiome (o ) assure gue =

DOH.yaVatw) . D(X . V. V. W.M,N)

= o(H.0-3(Y. D V-2, 5(W0.F(v. D) .s(2,.FE-F(r.D)))

Remarguons maintesnant aue :
s(W.F(y. ) -s(e,. FCa.F(v.?))

= s(W.F(v.D) - s(S(ARF(W. D)) F(u.F(v.))

Rep S(8-SCAF (W 0)) . FUy D) - (#.s(R. F (W D) . FCr. D))

{en vertu de 17axiome ((pc)s) puisague f(v.3) € R ¢
Bep s(W-s(A.F(N.0)).FCyaD)
(car p(W.s(A.Ff(w. 0. f(v.PD) & R
= s5(e.-5(wW.0) -s(R.F(Ww.{I).F(y.D)
Rep S€e-5(wW-N,0) - p (W, . FCv.3)
{en vertu du lemme 2 et de 17axiome ((po) )
Rep S€e-5(w-A.0) . F(v.)

{en vertu du lemme 1 2t car p (W,fi.0) € R ).

La flache S(e.5(wW.-N. ) F(¥.3)) avant m&me codcocmaine gue
la flache s(W,f(v,®) . .s(e .f(N,f(v.M)) . la comoatibilits
de p avec Ry f{proposition 10) assure alors aue :

BlHa¥aVew) . O(H . VoV. WM. 1)

= p(x,a.5(y,B) V.2 .5(c-5(W-N.0) . F(v. D))

= p(H.a-5(v.D .7 -5(v.8) .s(M.F(v.8)) .s(e-s(wW.H.0).F(v. D))

= p(H,a.-5(y D7 -s(v.M.SE) .o (v, M.8) ,5(e.5(w-N.{).F(v. D))

{en vertu du lemme 10 et de 17axiome ((pe)s))

o(x.a.5(v. .y .-5(v.M,E)s(ec.5(w.A.0).F(v.3)))

(en vertu du lamme ? =t car p(v.M.8) € R ?
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S. La catégorie des composantes conmnexes est une LCC

Fin de la oreuvs.

Proposition 21 = St v , % € F1(C) sont consécutives {.e.

telles gue :
dom(y) = codom(i) ,
alors on a

DY Ya¥.%).dCy.x) = d(¥) -x

Freuve.
Soit (a.f3) une connexion entre codom(x) at dom(y) .

comme représenté ci-dessous :

% / o E ; \If

On a alors dune part :

D(Ya¥:Hs%) = D(YaYa3-5Ci,00 3.5t 20)

{car, comme dédjd vu, % Ry 2-35(x, )

= p(y.¥.3-5(x, ) .3.5(xx, )

{(en vertu de la proposition 15).

Et on a d’autre part f{(en vertu de 1la oproposition 15

sncors) :

d(v.3) = d(v.B.5CGi,a0) = 2(y-3-50Gt.00) .

On a ainsi :

n(y,y,x,x)-3(§-§5 = plVa¥Yaf3-5(H. 0 .3.-5(x,0)) .d(y..5(x.))

{sn vertu de la arooosition 2 du paragrachs 4)
= d{y) -3-s5(x.o0

1= e 3
{en vertu de 17 axiome (dcomp))

= d{vy)-s(x.)
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5. La catégorie des composantes connexes ost ure LCC

{en vertu d=2 1la prooosition 9 (84) =2t car B € R
= d(vy) .%
(en vertu de la oroposition 15 =2t car sCi.o) Sy o V.

Fin de la preuve.

Proposition 22 : Si v , ¥ & F1(C) sont telles que

ccdom(:) = codom(v) ,

alors on a :

DR, VaFCR¥)a3(H.y)) - 3(S(X. ) = Td(FF¢Z. 7)) .
Preuve.
Soit (a3} une connexion entre codom(>) et  codom(y)
comme représentéd ci-dessous :

e .
4 v

® —— © ® —— ®

Notons s(x,o) =2, et s(vy.3) = e, . Ainsi =2t comme déj

vu., on a x Ry e, et vy Ry e

On a alors d une part :

r

= E(E—xse—y.s":a(xs‘)’so‘-ﬁ) «E3(. v )

fen vertu du lsmme )

= D(e,. e, F(e,,8,) ,5(5,.8,))

= p(ex,ey,f(ex,ey).s(ex.ey))
(en vertu de la proposition 15).
Et on a d’autre part :
d(b¢a,y)) d(ba(x.v.0./3))

{ien vertu du lemme )
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5. La catdgorie des composantes conrnexes est ure LCC

= d(b(e,.2,)) -

Or 17 axiome ipn,f,s.b.d? (et l1=a orocosition 2 o

U'I

paragrache 4} assu nt) gue :

ple,, 8, ,T(a,.2,) -5(e,.2.)) -s5(d(bla,:2,)),2)
= F(a(B (e, 5,00 A)

o AN ost une certaine fléche élémert de R f=+ deop+ 1a
domaine est bien PFR(a,-fley.8y) .8, .s(e,.2))) i  ainsi.

comme aon & 3

F(d(b(e,.e,)).A) = id

(en vertu de 17axiome (hg) et car X & R}
et

s(d(b(ex,ey)),k) = d(b(e,.e,))

fcomme d4iA va nplusizurs fois et car A € R ).

on a en fin de compte :

ple,,e,.f(e,,8,).s5(8,,8,))  -d(ble,.a)) = id .
et donc :
(R, y:F(X.¥) .5(x,y)) .d¢bB(x.y)) = id

Fin de la preuve.
Proposition 23 : Si ¥ € F1(C) , st codom(i) =48 et si
dom(x) = B , alors on a :

F(x,id(®) = 1d(B®
et S TR T _

s(id(A) .x) = 1d(B
Preuve.
Far hypothése. on a :

w : B — 3 A" avec B =F et A =4 .

On a donc @

]

-h
”~
L}
|
[u
ral
R
~g
A4

Fee.id(®)

fF(u.1d(A))
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S. La catégorie des composantes connexes est une LCC

(en vertu de la procecsition 9 (84 =t de 1z propeosition 13

{z2n vertu dz 17 ariocms (hpdt

L7autre égzalité se prouve de maniére anslcogus.
=
i

in de 1la orsuve.

Il est immédiat (en vertu de 7aviome fcte.l) 2t de 13
oroposition 135) aue :

Proposition 24 : cte(l) = id(1) .

Enfin. il recste A é&tablir gue :

Froposition 25 : S € F1(CY , si codomi{x) = 4§ et st

dom(:} = B , alors on a :

cte(A).x = cteiB) .

Preuve.

Par hypothaése. on a :
*x : B — > A" avec B =B et A =5 .
On a donc :

e

ctel(fl).x = ctel(A’).x

= ctelA’ ! .2
{en vertu de la oroposition 15}
= ctelA’).u

(en vertu de la proposition 2 du paragraoche 4)

= cte(B"

{en vertu de 17axiome (ctag) 2t d=2 la proposition 15)
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5. La catégorie des composantes connexes est une LCC

= cte(By .
Fin de la preuve.
On conclut de la définition I =t des oropositicrs 16 A&
25 aque les lois FF, ¥, s (, b)Y, o. 2. un =t
cte définissent bien une structures de LCC sur la catégarias

-~

C = 11::(@3//R définie dans le paracrache 4) et gu’ainsi

le point (ii) du théoréme (82) est établi: désormaisz cette

LCC des composantes connexes sera donc notée

<C> = 11::(@)//# -

Le foncteur "compbosantes connexes" i.e. le foncteur oassage
au guotient :

cano (G} : 1lcc(BG) ——— llcc(G)//q = C

2st un homomorphisme de LLCC en raison de la croposition 1

W}

(pour les lois dont 1l n'y est pas fait mention. le

m

propriétés voulues =zont trivialement vérifides): désormail

11}

ce foncteur sera donc notéd

cano(G) : 1llec(G) —— 11::(@3//§ = JCx .

Enfin, c’est iustement parce gue 1les 1lcis de LLCC  (cf

a3

ci—dessus) de <C> sont représentées {(par les lois PF .

Nr " N N s s s
f . =] (. b . o . d ., un et ckta } opus les
oropositions 1 =2t & asswrent que l=2 foncteur canc (G

vérifie le point (ix) du théoréme (82).
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8. Liberté de la LCC des composantes connexes

6. Liberté de la LCC des composantes connexes

Mous reprenons ici. entrz zautres. les npotatiors du

paragraphe 2.

—

Froposition @ La catégorie localement cartésienne

<Cx = llcc(G)//é

est librement engendrée  par le graphe orienté G
Crelativement au foncteur d’oublt "graphe orienté

sous—jacent” O© 1 LCLC —— GO O. Autrement dit, on a

llcc(G)//ﬁ = lcc (G}

Preuve.

Par définition méme, 1lec(G) est librement engendrés par
G {ralativement au fonctewr d4d’oubli "graoche orisnte
sous—jacent” LO : LLEC —— GO Y. FPar "transitivitsd Zsos

structures libres", il suffit donc d’établir oues

%

&

“C> = llcc(G)//R est librement engendree par licc g

rt

(relativement au fonctaur "LLCC sous—iacente

"

L : LCC «—— LOLCT ). C’est ce que nous allons Faire,
movennant le choix. pour (futurs) f1lache canon:oua

d*adjonction, de 1”homomorphisme de LLCC :
cano(G) : llcc(G} —— C> = 11::(@)//#

défini dans les paragraohes 4 =t S.
Four ce faire, on se donne un homomorphisme {(guelcongue) ds
LLCC :
H: 1llcc{G) — <D=
ot <D>» est une LCC et on doit prouver gu’il existe alors
un unigue homomorphisme de LCT
H: «C3» —— <D>

varifiant :
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8. Liberté de la LCC des composantes connexes

comme représenté oar 12 diagramme Ci-—dessous s

llcc(G)//R = ZC* < 1lcc (G

cano (G)

{(dit autrement, on doit prouver gue [H passe au guotiant).

S1 un tel H xiste, 11 est nécessairsment unigue: =2n
affet, 17égalité [H.cano(G) = H équivaut a :

(1y HA H¢A) si A € Cb(C) i.e. si A € Cb{ilzc (G
at

(2y [HGD) =HG) si ¥ € FI(C) i.e. si 2 e Fli{llcciGr} .

Stablissons maintenant que [H existe bien.

L égalité (1) définit H sur les objets : en =ffet. =i

deux obiets A et &’ de llcc (G) représentent 1z méme

cbjet de <C> , on a dans llcc(B)

o A

B

[l
k)

{en vertu de 1la proposition 1 {

et on a ainsi :
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&. Liberté de la LCC des composantss conrnexes

H¢e) = id(HB))

fcar o € R

a2t
les fléches d= résecriture de <D =sont lss i1c=2ntitaes:
= H¢(a’)

tde facon analogue:s.

=t donc :
H¢a) = Hea )y .

t.

]

L égalite (2) aéfinmit H sur les flachres : esn eff
deux flaches x et u’ de llcc(B) reprasentent ia

flache de <C> , cn a dans 1licc{®G) H

a a’
o o’
 J
%N . N
B B B’
IE] £
[ )

(2n vertu de la proposition 2 (82))

et on a ainsi :
H¢:)

H¢x) - id(HCBY)
HG -H
{fcar R e R

= H¢x .3
HCa -2

(car x.3 &3 a.x”
a2t
la relation = de «ZD>r est 17égalits)

H(e) .H2 ™)
= HC:"™

(car a € R
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6. Liberté de la LCC des composantes connexes

=t. =i=2n entendu,. on & de méme 1

H¢=*) = H¢x") .

Dans un deuxitme temp=s. vérificns aque H 2st bien un
foncteur en prouvant gue. si v et % sont consécutives
dans <C> ., =lors H(y) et H¢: le sont dans <Dr =t cor
a H(y.-xm) = H(y) .H(x) (les autres oropriétes de fonctsur
tant trivialement vérifiées par constiruction de H .

On suppose donc aue l7'on a dans 1llcc(B) :

e — X 4 BE— , @
£(3% .00 R\ITSL :ifj’z
o S(¥ 0 o

s

On a alors dans <D=

o MG | heay = Hemy —TEY) o

{fcar o . B & R}

Hey. %) = H(y-3.sC,o0)
= H¢y.-B.sCt,))
= HC) -H(R) -H(s(x.a0))
= H(y) -H(s(t.a))
(fcar R e R}
= HCy) -HG) .
puisque 3
H(s(x,00) = 1id(H(C)) . H(=(x,a0)
= H¢a) -H(s(x.))
(car a € R}
= H(a-s(x.))
= H(e - FCe.00)
(car a.s(x,o) &N x.fCi,o) )
= HCx) . H(F (2. a0))
= M)
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S&. Liberté de la LCC des composantes connexes

fcar f(x.,a) € R ).
ce gui prouve donc ous 3

y .HGH .

T
~
<
e
b4
~
]
Tl
~
g |

Dans un troisiéme temps. verifions gue le foncitewr ©H

hisn un homomorohisme ce LLCC.

Frouvons daia gue H commute 2 121s e =t
{il est facile de voir gualors il commutera auss: 3 l1a
nEE® (et & la loi "B" ).

On suppose donc ogue 17'on a dans <Cx

H v

® > ® ¢ - ®

ciest-A-cire gque 1°on a dans llcc(G?

On a alars :

H(F(x,v)) = H(F(5(H. 0 .5(v.3)))
(en vertu du lemme % du paragraphe I3
= H(f(s(x,a) .5(v.))
f(H(s(x,)) ,H(s(v.3))
F(HEGD) JHy))D
{comme vu ci—-dessus puisaue o . 2 € R}
= +(HGO Hy) .

1]]
n
i

i - st

fot
L)
od

ta commutation de [H & la loi ng" s établit de manisars

analcgue.

Frouvons maintenant aue H commute a la loi o .

On suppose donc cue 1°on a dans Cx

v H W
L > @ > @ ¢ ® <« L

& |
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8. Liberts de la LCC des composantes connexaes

c’est-a-dire cue 17cn a dans llcc(G)

° .“§$31ff§3992”1 r“?fﬁsz?:ﬁ?i. °
IR TTN U CRIONCPE
; . ; :
AR RS TEIST Y TUsGD Y
FUE (v S) v . Y ¥ £y, ¥ FQw 0y
s ® 5 = ® 7 iz ® 7l

Lo Y e, ] Lo W ]

{(oh 1°’cn a posé ¥ = y.5({v,8) et W = sc.s(w.[} ).

On a alors :

FH(o(s(x.a) +5(Y.3) +5(T.F (2t a)) ss(A.F(v.D)))

{en vertu du l=amme 11 du oaragranhe 3
H{(p (5. .5(v. .3V F .Y, s(W. F(¥. D))
p(H(sGt.a)) JH(s(y.D) H(S(V. FCt,a))) H{s(R.F(v.)))
pC(HCG ,H(y) .H) JHW))
(comme vu ci-dessus puisgue a4 . 3 . FCi.a) . f(v.3) R ?

= p(HCGD) H(Y) JH(y-s(v,8)) ,H(e.5(w,{)))

= p(HCGO L HOY) ,Hp) -H(sS(v,8)) .H(e) -H(s(w.{)))

= p(Hx) JHCY) JH(S(v.8)) JH(s(w,0)))

(car y . £ € R}

= p(HC) JHCy) LH(V) . H(wW)

{comme vu ci-dessus guisgue & , [ € R )

= o(HCGH) ,F(y) FH(y) JHGW ) .

Comme la commutation de H aux lois bl = R "cte® =t

"un' est évidente A montrer. nous avons ainsi prouvé gue
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H gt bien un homomoronisme de LCT =t

+

suparavant gu'il vérifie H.canc(Gy = H
unioue i le vérifiar.

Fin de2 la orsuve.

Nous avons &tsbli.

]
"
n
n
rt
rt
[
'L
]
a
o]
P
o
]
m

i1} du téoréme (

(01
]
v
m
rt+
i
0
[
n
W
i
2
i

i
grauve de ce thiorime.
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