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L'UNIVERSALITE DES SEMI-FONCTIONS RECURSIVES UNIVERSELLES.
par

R. Mijoule

Soit E une catégorie & limites finies. Sur la théorie
des catégories indexées, le lecteur pourra consulter l'ar-
ticle de Paré et Schumacher (6). Voici cependant quelques
notions indispensables 4 la compréhension du texte.

Une catégorie E-indexée A est la donnée, pour chaque
objet I de E , d'une catégorie IAI , et pour tout mor-
phisme J ——9L+>I de E , d'un foncteur a*: é; ————9-5?,
appelé substitution le long de ¢ . Ces données doivent

étre fonctorielles, i.e., vérifier les égalités suivantes:

(11)* = 1,1 ’ (B-a)* = o 8% .

En particulier, E devient elle-méme une catégorie E-indexée
E , en posant EI = E/I et a* étant le changement de base
le long de o . Pour tout objet K de E, on a une catégo-
rie E-indexée discréte [K] , ou [K]I = HomE(I,K) et
ou les substitutions le long de a sont les compositions
avec o

Un foncteur E-indexé de A vers B est la donnée,
pour chaque objet I de E , d'un foncteur FI de é} vers
gl , ces foncteurs FI devant commuter avec les substitu-

tions.
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Soient f et g deux fléches de méme source D et de
buts respectifs A et B , dans une catégorie ou le produit
A x B est défini. On désigne par (f,g) 1la fléche de D
vers A x B qui s'en déduit (ceci suppose bien évidemment
que les projections de A x B vers A et B sont spécifiées).

Si 1 est objet final d'une catégorie, et si I est
un autre objet de cette catégorie, on désigne encore par I
1'unique fleche de I wvers 1 .

lLa catégorie E sous-jacente i la théorie a été suppo-
sée a limites finies. On fait sur elle une autre hypoEEése :
c'est le choix d'une fléche particuliere WJ ——JQ——4>(JJ
qui a la propriété de classifier les fléches partielles de
codomaine W . Bien siir, la fleche v est nécessairement un
monomorphisme, puisqu'elle représente la fléche partielle

~Y
"identique" de W vers W , correspondant i IdLU .

I - Une théorie abstraite de la récursivité,

Soit S une sous-catégorie de E i produits finis.
On suppose que W et CD sont des objets de S et que les
fléches partielles de but W dans S sont composables dans
S . Soit A un objet de S . Pour chaque objet I de S ,
on note S(A,C:))I la catégorie discréte ayant pour objets
les floches de I¥A vers I dans S/I . si J—2> 1
est dans S , le foncteur a* se restreint en un foncteur
de S(A,ZE)I vers S(A,LZ))J , que l'on note encore d*. On
obtient de cette maniére une catégorie S-indexée S(A,aj).

Nous pouvons alors énoncer l'axiome de base de notre
théorie:
AXIOME, Pour tout objet Ade S , A# 1, il existe un
tonct eur S-indexé UA : [UJ]——————4> S(A,CB) et un foncteur
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S-indexé Sy S(A, W) —>[w] tels que le composé UpeSy

soit le foncteur identité de S(A,Q).

En utilisant le lemme de Yoneda, la donnée de UA de-

vient équivalente i la donnée d'un élément générique XA de
~ W ~ . .

S(A, W) . Notons ‘-f’A t: WX A———> W la fléeche de S qui

est le composé de p, et de XA’ ou Py désigne la deuxiéme
. . ~ ~

projection de wx w dans w,

On obtient donc que, pour tout objet f de S(A, &'))I , 11

existe une fleche h de I vers w, dans S , telle que

LFA.(h,lA> = £ .

Définition 1. On appelle fonction S-semi-calculable tout

61ément de S de but {,\N), et fonction S=calculable tout

élément de S de but W.

Théoréme 1. L[)A est une fonction semi-calculable universel-
le . Pour toute fonction S-semi-calculable f : wwx A 3 al.)
11 existe une fonction S-calculable h :w —>w telle que
L‘)A.(h,lA) = f . En d'autres termes,(fA(h(x).?) = f(x,¥)
pour x € U) et § € A,

. A . . .
Corollaire. (.F cnumere les fonctions S-semi-calculables

de A dans &J.

On suppose que les fonctions S-semi-calculables sont compo-

sables,

Théoréme 2. Soit h :w ——)&J) une fonction S-semi-calcu-
lable. Pour chaque objet A de S 1il existe un élément e € w
tet que (9% 0,3 = @P0,7) pour x€w et
pour y € A .

Preuve. Si h est S-semicalculable, par composition on dé-
duit que LPA(h(x),y) est S-semi-calculable, de wx A dans
w . I1 existe donc 6 : W~—>WU S-calculable telle que



A - - -
¢RO,3 = @ 0,7, pour x €w et F €A,
Comme (.Fwenumere les fonctions S-semi-calculables de w
dans W y 11 existe e F W tel que L{) (e,x) = 6(x)

pour x € (U . On obtient donc le résultat,

On remarque que 1l'on a en particulier, pour ¥y € A,

LFA( (f’w(e,e),i") = (fA(h(e),fr)
Avec un bon choix de h , on a le
Théoréme 3 (de récursion). Soit \l/ T WX A —> Lt’)une
fonction S-semi-calculable., Il existe e € w tel que
‘-FA(e,y) = \V(e,.);) pour tout y € A.
Preuve., Soit f : W ——> u) S-calculable telle que
(.FA(f(x),')") = Y(x,¥) pour § € A . Soit h le composé

suivant: A w -
w ~ f ~
> WX W i——) w —> w
h est S-semi-calculable, et, d apres le théoréme ci-dessus,
il existe n tel que LF ( k? (n, n),y) = Q?A(h(n),?)

D'ou LPA(L?w(n,n),'i) ‘—F (f((.? (n,n)),y) . Il suffit
de poser e = ‘.Fw(n,n).

Soit A un objet de S et (.FA universelle., Si e ¢ W,
on note (Pg ou {e}A la fonction S-semi-calculable de A
dans (U définie par (-FA (e,lA) . En d'autres termes, pour
7 A, ona WAe) = [} = @Re .

Théoreme 4. Pour chaque objet I de S , il existe une

foncrion S-calculable Si P WX I ——>Ww telle que

{Si(e,i)]A(i) = (e} *A%,5) pour ecw, x el
et y € A.

Preuve, I1 suffit d'appliquer 1'universalité de LFA a

I x A

L() .
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Exemples.

1) Soit E 1la catégorie dont les objets sont les en-
sembles de la forme INP s pour p € IN, les sous-ensembles
de ces ensembles et IN U {u} . Les fléches de E sont les
applications entre ces ensembles. On pose W = IN et
W = IN U {u} . Soit S 1la sous-catégorie de E ayant
pour objets les ensembles NP et IN U {u} . Les fléches
de S sont les fonctions semi-récursives . On remarque que
S vérifie bien les propriétés énoncées ci-dessus. Pour cha-
que A = NP, q7A est une fonction semi-récursive univer-
selle 3 (p+l)-places, Si I = n" , un élément f de
S(A,(:r))I représente une famille de fonctions semi-récursi=-
ves (fi) indexée par I . Alors Si(f) est la fonction
récursive de NN dans NN qui a 1 € N" associe le nu-
méro de fi .

2) Soit W 1'ensemble des entiers naturels et posons:
1@ - o, pGTD

+(3)

1'ensemble des fonctions totales de
dans W , pour j € W,

Soit E 1la catégorie dont les objets sont les T(i), les
produits de ces ensembles, les sous—ensembles de ces ensem-
bles et &3 = WwJu {u] .

Soit S 1la sous—-catégorie de E ayant pour objets les T(j)
pour j € (W , les produits de ces objets et CB . Les fléches
de S sont les fonctions partielles récursives au sens de
Kleene. lLa description de UA et de SA est la méme qu'au 1).
Si 1'on revient a nos définitions initiales, oan a W< E , en
désignant encore par E 1'ensemble des fléches de E . On s'
int éresse donc aux fonctions partielles de E dans (W et en
particulier a une certaine classe de ces fonctions que 1l'on

code par W,



Cette remarque permet de faire un peu le paralléle avec les

tonctionnelles C)—récursives définies dans (5), les fonctions
() -computables définies dans (3) et les BRFT définies dans
(4). Notre point de vue se rapproche plus de ceux de Fenstad

et de Friedman,

Définition 2. Soient A, Al"”*An des objets de S . Soit

G' une application de 1l'ensemble produit des fonctions S-
semi-calculables de A.1 dans QU vers {:?nsemble des fonc-

tions S-semi-calculables de A dans W . On dit que G°

est représentable s'il existe une fonction S=calculable

f 1 W' ——> W telle que G'({el} , ...,[en}) = {f(el,...,en)}

pour touyt el,...,en dans W .

Théoréme 5, Si G est un foncteur S-indexé de source la ca-
tégorie préduit S(Al,CD) X ee0s X S(An,dn) et de but S(A,éz),
alors G1 est représentable.

Si G°' est représentable, il existe un foncteur S-
indexé G de S(Al,éj) XeoeX S(An,as) vers S(A,a3) tel que
G' = Gl.

Preuve, Considdérons le diagramme ci-dessous:

™ w[w)x - x[w] —— A, @) x .0 x sCa, @)

F G
S ~J
[w] < A s(a, Q)
o H = UA X eee X UA . Comme F est S-indexé, il exis-
1 n

te f €S tel que [f]: F . Donc G1 est représentable,
Réciproquement, si G' est représentable par f : kal-——a-UJ,
on a un foncteur S-indexé [f] tel que:

cr.ul x ... xuU
A
1 n



En utilisant le lemme de Yoneda, on construit le foncteur G
S-indexé tel que G1 = G'.

Proposition 6.

1) L'application qui a (fl, eee s fn) associe fi est repré-
sentable.,

2) les applications représentables sont stables par composition,

On en déduit alors le résultat "classique":

Théoréme 7. (du point fixe). Soit G un foncteur S-indexé,
de S,(A,a')) vers S(A,LT)). I1 existe une fonetion S-semi-
calcuylable f ;: A ———> N telle que Gl(f) = f,

Preuve. D'aprés le théoréme 5, il existe une fonction S-cal-
culable g :W ——> W telle que Gl({e}) = {e(e)} . D'aprés
le théoréme de récursion, il existe e' € W tel que {g(e')}=
{et} . I1 suffit de poser f = {e']} .

IT - Sous-objets S-semi-calculables,

Soit A un objet de S et A' un sous-objet de A .
A' est un objet de E , mais pas nécessairement de S.

Définition 3. On dit que A' est un sous-objet S-semi-cal-
- y T

culable de A s'il existe une fonction S-semi-calculable
f : A —-——%}EB de domaine A' .,

'roposition 8. lLes objets S-semi-calculables sont stables

par changements de base.

Soit A un objet de S . Grice i cette proposition, on cons-
truit une catégorie S-indexée S(A) de la maniére suivante:
si I est un gbjet de S , S(A)1 est la catégorie discrete
dont les objels sont les sous-objets S=semi~calculables de

1 xA,et,si @ :J——>1 est dans S , a*estle
toncteur qui 3 A'>—> I x A associe B')——> J x A,

ou B' est 1l'image réciproque de A' par q x 1A (produit fi-

brdé),
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Propositian 9. I1 existe un foncteur S-indexé dom de
— -
source S(A,W) et de but S(A) qui & f élément de

S(A,CD)I associe le domaine de pz.f .

En particulier, si LFA est universelle, de W x A dans

CD » notons PA le domaine de (FA . PA est donc un sous-
objet S-semi-calculable de w x A .

Théoreme 9, PA vérifie la propriété suivante ; pour tout ob-
jet I de S et tout sous-objet S-semi-calculable F de

I x A, il existe une fonction S-calculable h : I > W
telle que F(%,¥) si et seulement si PA(h(i).?) pour X € I

et y € A, Le diagramme ci-dessous est donc yn produit fibré:

A

T T v"\r R

F
I h x lA
X

I xA > WX A

Preuve. Soit f : I x A -———9v&3 S-semi~-calculable de domai=-
ne F . Il existe donc h : I ~——> W S-calculable telle que
(hGONF) = £(%¥) pour X €1 et §j e A . Par produit fi-
brd, on en déduit le résultat.

Corollaire, PA est un sous-objet S-semi-calculable univer-
sel de Wx A qui énumére les sous-objets S-semi-calcula-

bles de A .

I1I - Structures récursives.

Définition 4. On appelle structure récursive la donnée dlune

catégorie E a limites finies, d'une sous-catégorie S de

E vérifiant les conditions du paragraphe I . On impose de

plus que le foncteur S-indexé S —4—-)_8_ X S admet un adjoint



M9

a gauche en (1l,w) et que sa valeur est W . On obtient en
particulier deux fonctions S-calculables 1 —-9-——9 w et
w -—-».E—-)w telles que

w .
sa@it une somme dans S ,
On retrouve a présent toutes les théories faites sur la rés

cyrsivité, On obtient en particulier 1la

Propgsition 10, Il existe une fonction S-calculable

a: WX Wx W —r> W telle que

X si a = 0
ala,x,y) =
y si a # 0

Preuve, On utilise 1'uqiversa1ité de la somme avec les fonc-
—_—

tions S=calculables Py f LUXW—>Wet Py P WXWXW ———?W.
Théoreme 11, Il existe un foncteur S-indexé CA de source

T ——=

S(A, W) x S(A,0) et de but S(w x A, Q) tel que, en 1 ,

on ait : si h : A———)(AV) et g A—-;(TJ sont S-semi-

calculables, et si f = Ci(h,g) alors:

£(y) =.
g(§) si a # o

I'rcuve, En effet, pour tout I , soient hl et h2 des fonc-

tions S~semi~calculables, de I x A dans x . On en déduit
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donc deux fonctions S-calculables 91 et 92 , de I dans
1 1

v, telles que UA(el) = h; et UA(GZ) = hy .

. ° I3 - ° 1 ] ‘-

Soit 62 le composé de lu)x 62 et de p2 3 c'est une fle

che de (Wx1I vers W. On en déduit alors une fonction S-

calculable 6 § WX I ———> W, car WxI = (1 Uw)xI

- I - wx I
= I U(wx1) . Posons alors CA(hl’hZ) = UA ) .

Théoréme 12, Supposons que E soit une sous-catégorie de
Ens et que W soit l'ensemble des entiers naturels, Alors
les fonctions semi-récursives sur w sont des fonctions S-
semi-calcylables,
Preuve, La démonstration est classique. Je rappelle simple~
mént les constructions:

1) Soit f récursive & (n+l)=-places . Considérans 1°'
application H : ]Fn+1-——) ]Fm'1 définie par:
.

0 si f(y,xlp--..xn) = 0

H(g)(Y)xln---:xn) =

s(g(s(y).xl,.--,xn)

\ si f(y.xl,...,xn) # 0

Par le théoreme du point fixe, il existe h telle que H(h)

soit égale 4 h . Posons /af(xl,...,xn) = h(O,xl,....xn) .
2) Soient g € F" et he€ ZEn*Z récursives. Soit enco-
re H : IFn+1 —_— iFn+1 définie par:
p
g(xl,,..,xn) si x , = 0

HOO(K s eeerx 1) =

h(XI, aee ,xn+1,k(x1,.. [0 .anxn+1 - 1))

\ si xn+1 # 0

51 1 est un point fixe de H , alors f est définie par
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récurrence a partir de g et de h .,

Le résyltat ci-dessous affjirme que, sous certaines conditions,
A*w est un NNO dans S/A , pour tout objet A de S .,
Théoréme 13, Soit A un objet de S . Si dans S/A il exjs-
te des éléments 1 -rx—> AY@ et A &V)—L-} A% y 11
existe un élément m : A¥w —_— A*a tel que m 0* = «x
et ms* = km.

Preuve, A 1'élément )fv est associé une fonction S-semi-calw
culable g : A——> W et 2 k est associé une fonction S~
semi-calculable h : (W x A -———-9(% telles que A*g = X
A*n = k.

On construit un foncteur S-indexé de S$(cw x A,(T)) dans
S(w x A,a’)) . Pour tout objet I de S , soit b un objet
de S(wx A,lT))I . On remarque d'abord que la fonction pré-

| 0 5 wet—w
Posons b' = b.(ll,p,lA) et soit h.(b',pz). En considé~

et

décgsseur p est S-calculable en utilisant 1

rant g.p2 et cette derniére fonction, on arrive a une fonc-
tion S~semi-calculable de I x W x A dans QO .

On obtient ainsi une application GI de S(wW x A,aj)l dans
S(W x A, (I))I . I1 est facile de voir que 1l'on construit de
cette maniére un foncteur S-indexé de S(wWix A,G.I)) dans
SCw x A,JIJ) .

D'apres le théoréme 7 , G admet un point fixe f . Mpntrons
que (f,pz) répond 4 la question, c'est-ia-dire satisfait les
deux ¢égalités voulues. On utilise pour ce faire le fait que
W X A est une somme de A et de WX A,

Corollaire, Il existe une fonction calculable wx(,o———t—?w.
Définition 5. Soit A un objet de S et A'>——> A un

spus-objet de A ., On dit que A' est un sous-objet S-calcula-
ble de A s'il existe une fonction S-~calculable f : A —> W
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telle que A' soit le produit fibré de f et de 0 .
A' ——__—_"_'-9 1
I 0
A ————-EL———%>LU

Proposition 1l4. Les objets S-calculables sont stables par

changements de base. Si A' est un sous-objet S-calcula-
ble de Aet h : B —>A est dans S , alors 1l'objet A"
produit fibré de A' et de h est un sous-objet S~calcula-
ble de B .
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