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Diagrammes, Volume 9, Paris 1983,

OBJETS KAR-INITIAUX

L., Van den Bril

On donne une version catégorique de la propriété sui-
vante: un A-module est projectif de type fini ssi il
est plat et de presentation finie, en caracterisant
les modules projectif§ de type fini au moyen de la no-
tion d'objet Kar-initial, intérmédiaire entre faible-
ment initial et initial (Kar pour Karoubi ou idempo=-
tent) deja utiliseée par R. BOrger et W, Tholen (sous
la forme des foncteurs semi-adjoints).

Un objet Kar-initial sera un objet faiblement initial
muni d'une structure représentant le défaut d'unicité,
On retrouve et on compléte la caractérisation des Ens—-
distributeurs ayant un adjoint & droite (Gouzou=Grunig
et Paré), Ainsi, un distributeur 1—+—>A aun
adjoint a droite ssi c'est une section d'un représen-
table c'est-a-dire une colimite absolue de représen—-
tables et un distributeur B ——f—=> A a un co=-ad-
joint ssi c'est une extension absolue de représenta~
bles,

En passant au cas additif, on montre que la catégorie
des A=-modules projectifs de type fini est la Cauchy-
complétion additive de 1'anneau A , ce qui éclaire
leur intervention dans la théorie de Morita classi~-
que,

Enfin, on montre comment les équivalences dans la
bi-catégorie des distributeurs sont engendrées par

les foncteurs pleinement et co-pleinement fidéles.

Introduction,

.

Un A-module i gauche peut &tre défini de maniére équi-
valente comme:

1) un foncteur additif A —————> Ab ,
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2) Un foncteur additif MatA > Ab.

On rappelle que si A est une Ab-catégorie, la catégorie des
matrices de A , MatA , a pour objets les suites finies d'objets
> (bl"”’bm) les
A-matrices m x n ., MatA est additive, d'objet nul la suite

de A et comme morphismes (a.l,...,an)

vide.

3) Un foncteur MatA ———we—3> Ens commutant aux produits fi-
nis (si A est un anneau, MatA est la théorie algébrique des
A-modules). M
A tout A=-module MatA ——————> Ab , on peut donc associer

la catégorie produit croisé:
M oubli
K(M) ———————> MatA , correspondant & MatA > Ab > ENS

Les objets de K(M) sont donc les suites finies d'éléments de

M et les morphismes
u = (U.l’o.o)un) —_—y = (yl!"h'ym)

sont les matrices R de type mxn vérifiant Rx =y .
Donc, a = (al.....an) est une base de M ssi a est initial
dans K(M).

Pour caractériser de fagon analogue les modules P projectifs

de type fini, on utilise le critére suivant:

- P posséde un systéme générateur a = (al,...,an) (i. e. un
objet faiblement initial de K(P) ) muni d'un choix linéaire
c'est-a~=dire pour tout objet y de K(P) , il existe

a ————>1y tel que pour ¥y > Z s on ait
LS AEK(P)

9w =YY@ .

11 suffit en effet de définir \? (¥)G,i) = Si(yj) s OU
Syreee T sont les n formes linéaires 8, ¢ P> A

correspondant 3 (P =>=~——P) = P o> —m—ou>P ,
(si> a

En d'autres termes, si P est projectif de type fini, alors
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il existe un cdne

K P }1
V2t RN’
N £

Réciproquement, pour tout y € P on définit s; () = Yy s

a =T >y . La linéarité résulte de celle des ‘f(y) par

.

rapport a En effet, pour tout x,y € P , on obtient

Xs ;Y) , puis Pety) =Px + ¥y :

/ '.DN ©x,9%) / \(x+y>

X <—-Ei-’—-—- (x:Y) —-—-—-—-? (X9Y) —ch 1>) Y

: n
Enfin, on vérifie que P (Si) > A (ai) >P = IdP .

Y .
\?(X,Y) (\?

Definition.

Un objet a de la catégorie C est Kar-initial s'il existe un

cfne a* >1Id ¢
0
C >1 a
) . ¥ x 0
W c-a~d / N y
a -
c X ———>7

pour tout f: x —~=>y € C , ou de maniére équivalente une
transformation naturelle 1* == > C(a,-): C —> ENS .

a est initial si, de plus, une des conditions équivalentes ci-

dessous est réalisée:

- ‘-‘O a est un épimorphisme,
- @) =14,
- "?est une extension,

- l{-"est: une extension absolue (adjonction),

Dualement, on définit les objets Kar-finaux .

Donc P est projectif de type fini ssi K(P) posséde un objet

Kar-initial,
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Theoréme,
Les conditions ci-dessous sont équivalentes.

1. a est un objet Kar-initial de C .

2, I1 existe C > av C >C = C c
X ¥ p-—ry
3. a est faiblement initial et il existe q: D > a tel
que, pour tous f,g: a—> x , f.q = g.q .
4, a est faiblement initial et il existe e: a > a tel

que, pour tous £,g: a >x , f.e = g.e 3 e est alors

idempotent,

5. I1 existe un idempotent e: a > a tel que (a,e)

soit initial dans C (complétion idempotente de C : les objets
de C sont les couples (x,u) , ou x €0b C et wu: x > X
> (y,v)

>y tels que fsu=f = v.f

est idempotent et les C =- morphismes £i1 (x,u)

sont les Cemorphismes f: x

ou encore v.f.u=f ).

6. Il existe un carré exact

C——=—¢C
Vb
1] ————>0C
(a,e)
ou X% >y SSF-—-> (x,1) z > (y,1) .

7. I1 existe un idempotent e: a > a tel que, pour tout

objet x de C , il existe un unique f£: a
f.e=f .

> x tel que

8. Il existe J: a ———> a tel que, pour tout objet x de C,

il existe un unique f: a

> x tel que f.j=1f .

Démonstration.

I1 est clair que 1. et 2. sont équivalentes, de méme que 4.
et 3, et 7, et 8, .,
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La condition 1 implique la cendition 4 puisque, si ~¥: a*——> Id
ta ¢
a: a

\x e
La condition 3 implique 1la 4 puisqu'il existe s: a —==—>Db et

> a vérifie f.{a=gYa=

e = q.8 vérifie f.e = f.q.5 = g.q.8 = g.€.,

> x dou

f: a—=>x , avec f = g.e , de sorte que f.e = g.e.e = g.e = {,

La condition 4 implique la 7 car il existe g: a

L'unicité résulte de f.e = f et g.e = g ce qui implique f = g
car f.e = g.e ,

La condition 7 implique la condition 5 car (a,e) est initial
dans C puisque, pour tout (x,u) objet de C , il existe

f: a > x tel que f.e = f , puis g = u.f : (a,e) > (x,w)
et g est unique,
La eondition 5 implique la 6 puisque

c c

J exact \L J
W
C =———=———— C
exact (’

v

1 (aye) —>C
La condition 6 implique la condition 1. En effet, on a
Ja = es (a,l) ——>(a,e) est fléche de C , d'ou
Ja* > (a,e)” >J : C >C , c'est-a-dire
Je.a® > J.Id, « On en déduit \?z a*—>1d, , car J est

pleinement fidéle.
La condition 8 implique la condition 7. En effet, soit e: a —> a

tel que e.j = e, alors e2 = e car ez.j = e2 « Pour tout x ,

il existe f: a >x tel que f.,j=f et f.e=f résulte de

f.e.j = foe et f.j=f, Enfin, si f,g: a > x vérifient

f.e=f et gee =g, alors f.j = fesj=fe=f et

gej = ge€sj = gee = g , de sorte que f =g .
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Remarques.,

Si j: b > a est.fléche de C et a est Kar-initial,
alors b est aussi Kar-initial car b est faiblement initial
et a S > a S > b vérifie f.s.e = g.s.e . Donc, si C

posséde un objet Kar-initial, faiblement initial équivaut a Kar-
initial.

Deux objets Kar-initiaux (a,e) et (b,u) sont isomorphes dans
> b)

C , c'est-a-dire qu'il existe un unique couple f: a

g: b >a tel que f.g.f=f, gfagr g, gef = e et

f.g = u ; autrement dit, f et g sont des inverses généralisés,

Notation et remarque.

E désignera la catégorie 3 un objet et deux morphismes 1 et O,
avec 0,0 = 0 , par exemple le monolde associé au A-treillis
0 > 1 .

La condition 7 devient alors:

~ il existe un carré exact

c

A

(s

>
>

O

(o]

(ase)

(c E ntest pas la complétion idempotente de C ).
On notera que sous cette forme, une généralisation semble possi-
ble.

Proposition.

> a Kar-initial dans A et un foncteur
> da est

Soit es3 a
3: A

Kar-initial dans B .

>B . 3 est initial ssi de: da

Démonstration.,

Si de: da > 3a est Kar-initial et b est objet de B , il
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> x et Jde égalise "?a et f.,ot:

existe t: a

da < oe da oe > da ot > 3x
Nt///
~ b

La réciproque est évidente.

Corollaire.,

A posséde un objet Kar-initial ssi il existe un foncteur initial
E >A [ ]

Démonstration,

En effet, 0 est Kar-initial dans E .

Proposition.

A posséde un objet Kar-initial ssi il existe A > B P

v

vérifiant PJ =1 et B a un objet initial b,

Démonstration.

En effet, on obtient k: b ——3JPb et Pk: Pb——> Pb est

Kar-initial,

Exemples.

Dans une catégorie 3 un objet, e est Kar-initial ssi e est

.

absorbant a droite.

Dans une catégorie a fléches nulles, tout O0: a > a est Kar-
initial et Kar-final,

Si A posséde un objet final 1 , tout a >1——>a

est Kar-final,

Remargue.

Si A posséde un objet Kar-final, A est arbitrairement cofil-
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trante, en ce sens que pour tout foncteur F: I > A il

existe F > a* (en raison de P: Id, ——> a®).
Définitions.

Soit A et C des catégories.

Une A-présentation de C est un foncteur final A —~> C .

Si m: x°P > ENS est un foncteur, une A-présentation de

m est une A-présentation de - K'(m) (produit croisé), i. e. un

foncteur final A > K*'() , ou,de maniére équivalente, un

carré exact

>1

car

K*'(m) >

Il

Yoneda

est un carré comma (en raison des propriétés des Yoneda-Structures,
m admet une A-présentation ssi 1 est une A-colimite de fonc-
teurs représentables - ce qui justifie la terminologie).

Soit 1: Y—4=—> X un distributeur. Une A-présentation de
est un carré exact

la

[7)]
o e

>

U
o m U (1 admet donc une A-présentation ssi il existe

une extension ponctuelle

L

l

>

)

Yoneda
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Théoreéme.,
Si C est A-cofiltrante et admet une A-présentation, alors
C posséde un objet Kar-final .
Réciproquement, si C posséde un objet Kar-final, C est A-co-
filtrante pour toute catégorie A et admet une présentation finie.
En particulier, C posséde un objet Kar-final ssi C est fini-
ment cofiltrante et admet une présentation finie. C'est la ver-
sion catégorique de 1'équivalence:
" projectif de type fini"
équivaut a
" plat et de présentation finie"

car un R-module P est plat ssi la catégorie produit croisé

associée au foncteur MatR > Ab ——> ENS est fini-
P oubli

ment cofiltrante et admet une présentation finie ssi il existe
une suite exacte
gD

colimite finie de modules libres de types finis.

—> g > P >0 , c'est-a~dire P est une

Démonstration,

Soit 93: A > C un foncteur final et supposons que C

est A=-cofiltrante. On en déduit

A >1 C >1 A —————>1
exact i 3 c

/ﬂ l 7l

C >1 C >1 C C

d'ou

>

|_cl

et e est Kar-final.
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Remar 91133 °

Le theoréme précédent généralise le théoréme d'adjonction de Freyd
assurant l'existence d'un objet final i partir d'un ensemble de
solutions et d'hypothdses de complétude. Ainsi:

ls Si C posséde une famille d'objets (ai)iel faiblement finale
(i. e. pour tout objet x de C , il existe x > a; et
si tout diagramme < > peut @&tre eomplété

en un carré commutatif) alors 1l'inclusion A > C de la sous-

catégorie pleine de C ayant pour objets les a, est un foncteur

final car

a

)L
y 3

¥
WY 2

en particulier, si @ est un ordinal régulier tel que A soit
a-petite et C soit q-cofiltrante, alors C posséde un objet
Kar-final,

.
t4

2. Un foncteur final A > C peut &tre interprété

comme un "ensemble de solutions" au niveau des objets mais aussi

au niveau des morphismes: ainsi, 1'inclusion (non nécessairement
pleine) (b —-f-i-—--; a) =—————> C est un foncteur final
ssi, pour tout objet x de C , il existe f£f: x

> a et,
pour toute paire f,g: x

>a, ona f =g ouencore
il existe des suites finies 309819 seesd) 3 x > b

n
: b > a telles que

et ro,rl,...,an +1
f= LA » Tpeay =T,.3 ’ Cg3e3y = Thody ’

Ton = 1'% = 1 7 T2n*?n ’ Ton+1° %% "8
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Proposition (équivalences dans DIST).

Soit J: A > B un foncteur.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
1 J est pleinement et copleinement fidele ,
2, J° ———q4 J (a,B) avec o et B des isomorphismes,

3, J est une équivalence entre A et B au niveau de la bi-

catégorie des distributeurs,

Démonstration.

On sait que J ——— J° (E,1) et que J est pleinement
(copleinement) fidéle ssi & (W) est un isomorphisme.

Montrons que 1 implique 2. En effet, J° W .EJ° =1 et
wWJ.J& =1 impliquent ErJge,Je 4l =1 et

ge . ls=1, clest-a-dire Jo—qyJ cel,wh .

I1 est évident que 2 implique 3 .

La condition 3 implique la condition 2 car, si J —— 0, alors
agnJe,

Enfin, la condition 2 implique la 1 car J° —{J (a,B) impli-
que J ——yJe° (B-lga_l)-

Proposition.

Un foncteur pleinement et copleinement fidéle préserve et réfechit

toutes les limites gauches et droites.

Démonstration,

Soit J: A —————> B un foncteur pleinement et copleinement fi-
déle F: I ———> A un foncteur de limite gauche a° > F
et b* —L—> JF . Il existe b —"—> Jx —d—>b = Id
d'ou Jx* Q5 b* LA J =Ji&" A _>F) et

x —Lt—> 2 tel que "? .t*= A . On en déduit

b ——5 Jx TE 5 5a tel que:
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JY It . st = I(Ftt dest =hs” = Wigtst = Y .
Si u,v: b —> Ja sont tels que JY.u" =Jfv" , alors

JY.wtq® = JP.v* 1% Si 1'on pose Jx 4> p ——> Ja = JIn
et Jx —+—>b ~F—>Ja=In,ona JY.In* =J¥. In " et
Y.u* = Pan®, o8 mn: x > a ., Il en résulte que m=n

et donc u.q = Veq , de sorte que u = v (q étant un épimorphis-
me).

La démonstration pour les limites droites est identique.

Proposition.
Soit
t
A > Y
sl /lv
X > B
u 7

un carré commutatif dans CAT.

Ce carré est exact dés que s et v sont pleinement et coplei-
nement fidéles (ou bien si t et u sont pleinement et coplei-
nement fidéles).

Alors t et u ont les mémes propriétés de continuité,

Démonstration.
t t
A > Y A >Y
8 / v t exact
v //// v
X > B Y — Y
u
u exact v exact v
\Z J
B

w &
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Corollaire.
Si
——>
W >3 7 >
./9 Y A > Y
v o —- V - .
X —~—————— B €B - X~ C'S l
EN_ = \)- EX\_ [; v
X ————> B X ———————>B
et si EA, €X, €Y et EB sont pleinement et copleinement
fideles, alors ‘{’ est exact ssi $ est exact.

Théoréme,

> A est pleinement et co-

La complétion idempotente A
pleinement fidéle et le 2-foncteur associé CAT -?rs—-—> CAT

préserve et réfléechit les carrés exacts.

Démonstration.

En effet, pour tout (a,e) €EOb A , on a
(a,e) £ > (a,l) & > (a,e) = 1d

et on applique ensuite le corollaire précédent.

(a,e)

10 g

Considérons les distributeurs 1 > A +—>1
c'est-a-dire AP T ___S ENS < g A
Oona M ———j0 (%T,]) ssiil existe un objet a de A,
mEma,n€oa et w:mx ——> A(=-): AP x A > ENS
vérifiant, pour tout (x,r) €ObK'w et (y,s) €EObK O,

1 1
N 2N
mx & ma oa > 0y
Wr,n) oL a % (m,s) >y

X X 0a > (x,a) ma x Oy > (a,y)

h
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a

1 ——-—g—':r-(———-—> 1 = J- a x 0a = ensemble des composantes connexes
de la catégorie m & O , schématisée par f: (m,a,n) > (m,a,n)
>a€A, m(f) m=m,

ou a€0ObA, m€ma, n€oca , f: a
d(f)n'—'ﬁo

Une présentation équivalente est donnée par la propesition qui suit.

Proposition,

Ona m —0 (€,n) ssi il existe:
1. a€0bA,m€EmMa , n€oca ,

2. des transformations naturelles ¥ : m hi > (-,a) et
Y:o0 > (ay=)

vérifiant: m

L) = —L> (~,a) Xn > =1d_,

(ii) o r o €a;-) A >0 =1d. ,

(iii) P@) mn=%¥@)n .

Démonstration.

En effet, on passe d'une présentation a 1l'autre en posant:
¥ (x) r = v (x,a)(r,n) , W) s = Y (a,y)m,s) et
NGy)E,s) = ¥ s . PO T, xFEyn 2 Tiyms > 7

Remargue.

Les associations N <—&—> (Y,Y) ne sont pas bijectives
et " ¥ est un isomorphisme " n'est pas équivalent a " P et

Y sont des isomorphismes " .

Proposition.

Avec les notations de la proposition précédente, soit a € Ob A
et m € a + On obtient une bijection entre les transformations
naturelles ‘f' : 7 ——> (-,a) , vérifiant A", Y = Idﬂ ,et

les morphismes e: (a,m) > (a,m) , représentant (a,m)

comme objet Karefinal de K'(r) , en posant:
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L e=Y()m;
2. Pour tout x € Ob A et T € X, ‘?(x)r:a*—-—‘-ba est 1'

unique morphisme vérifiant, dans K'r

PxIr > (a,m) = (x,T) WIr o am .

(x,r) > (a,m)
Corollaire,
. a7, g, .
Soit 1 t—> A }—> 1 des distributeurs.

Ona T ——— 0 ssi la catégorie m{ 0 posséde un endomor-

e

phisme (m,a,n) >(m,a,n) (c'est-a-dire m € ma , n € Oa,

a—=>a€A ,mMe)m=m et o(e)n=n) tel que:

- (a,m) £ > (a,m) soit Kar-final dans K'mw ,
- (ayn) —_—— (a,n) soit Kar-initial dans K O .
Définition.

On dira qu'un foncteur o : A ———=> ENS  est Kar-représentable

ssi K o posséde un objet Kar-initial.

Ainsi, en particulier, P est un R-module projectif de type fini

ssi Mat R > Ab >ENS est Kar-représentable.

Théoréme (cas particulier de distributeurs adjoints).

Soit ©0s A —————> ENS un foncteur.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
1l o est Kar-représentable.

2. O est une section d'un représentable, c'est-a-dire qu'il
V)
existe . 0 —4—> (a,~) ——>0 = Id .
3, o admet un adjoint 3 gauche dans la bicatégorie des distri-

buteurs.

4, O est isomorphe & la restriction d'un foncteur représenta-

ble de A , c'est-a-dire
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A > A
/\
N ""*\/(a,e),-)
D
ENS .
5. I1 existe un carré exact
Ko 2823 5 a

6. O est une colimite absolue de représentables.

7. I1 existe un carré exact

En raison de 4. , 0 a alors toutes les propriétés de continui-
té du représentable ((a,e),~) . L'adjoint & gauche m de O
est, dans ces conditions, le sous-foncteur de (-,a) tel que
mx={ f: x >a/ef=f}.

Démonstration.

La condition 7 implique la condition 6 car toute E-colimite

est une colimite absolue.

La condition 6 implique la 2 puisque si %’: 3—> a": I > A

>3 —ti S a=14.

est une colimite absolue, il existe a
La condition 2 implique la condition 7 car si 1l'on a

a2 —->e 4 5 ,-= Ida , alors a est une E-colimite (ab~
solue) de 3: E

La condition 5 équivaut 3 la condition 4 . En effet, un carré est

> A tel que de = pq .

USs >VT est exact ssi S T° ~——> U° V est un isomor-
phisme.

La condition 5 implique la condition 3, puisque 1l'on a
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A — ,',6,_> 1 A ‘LY* > A + > 1, qui ont tous deux

s

des adjoints i gauche dans DIST.
La condition 3 implique la 2, puisque l'on a montré que T —it J
> = o

o] IdG

entraine l'existence de ¢ ————> (a,=)
La condition 2 implique la condition 1, car
Kg —> aya ————>K o =1d , et, comme ay A
posséde un initial, K 0 posséde un Kar-initial.

La condition 1 implique 1la condition 5 puisque:

Ko Ko > A
exact exact
1 > Ko >3 .

LN

Il reste i montrer que l'adjoint 3 gauche a la forme indiquée.
Soit e: (a,n) ————> (a,n) Kar-initial dans K g . Il en ré-
sulte que (a,e)—=—> (a,e) € K' 7 . Il suffit alors de mon-
trer que ce dernier morphisme est Kar- final dans K®' m . Cela ré-
sulte de: f£f: (b,f) > (aye) , pour tout (b,f) € ObK' T,
et, si f,g: (b,f)

> (a,e) € K' 1 , c'est-a-dire
m(f) e zm(g) e, alors e f =e g .

Remarque.

Compte tenu des propriétés d'exactitude du 2-foncteur

Ab~CAT —2BE o Ap-car 28R AT , on peut montrer que

les modules projectifs de type fini sont ceux qui admettent un
adjoint dans Ab~-CAT,

Proposition (Lemme de Yoneda pour les foncteurs Kar-représentables).

- Tout idempotent de A , e: a > a , détermine un foncteur

Kar-représentable contravariant

a s A >A (=p(2,e))

> ENS
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c'est-a=dire que a, est le sous-foncteur de (-,a) tel que
ae(x)z{f:x >a/ef=f} et e: (a,e) > (a,e)
est Kar-final dans K'(a,e).

- En raison du théoréme précédent, tout foncteur Kar-représenta-

ble est isomorphe a un tel foncteur.

- Pour tout foncteur 1r: Aop > ENS , l*application

ag, o > @ S > 06(a) e € m a est une bijection entre
les transformations naturelles ae

e > ma , c'est-a-dire les m€ m a tels

> 17 et les points
fixes de ma
que me) m=m.

La bijection réciproque m —H—>6 telle que O(x)f = m(f dm
(f: x

En particulier, les transformations naturelles a.e

> a vérifiant ef=f ) .

> b,
J

sont en bijection avec les f: a
- Par suite, les applications
(aye) £ > (b,j) ——> ag

définissent une équivalence de catégories entre la complétion

> b,
J

. -— . . . N .
jidempotente A et la sous-catégorie pleine de A formee des
foncteurs Kar-représentables.

Corollaire.

Un A-module projectif & gauche de type fini P est, a isomor-

phisme prés, une A-matrice idempotente n x m , notée E , et

une application linéaire P > M équivaut i un systéme

X de n éléments de M tel que EX =X,

Remarque.
Soit un foncteur 1v: A°P > ENS de "type fini" , c'est-a-
dire que K'(rr) posséde un objet faiblement final (a,n) ou
(-ya) 22
-5a

Dans ces conditions, m est Kar-représentable ssi 1 est projec—~

> 7  est un épimorphisme.

~
tif dans 1la catégorie A des préfaisceaux sur A .
> T AOP

> ENS est un épi=-

En effet, si \? s O

>b €A telsque jfe=f,
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morphisme et @: a, > T est quelconque, soit n € ca

tel que L?(a.) n=06() e . Alors o(e) n € g(a) est un point

fixe de o(e) et W(a) g(e) n=m(e)P(a) n =m(e) 8(a) e =6(a) e .
D'oli un unique ¥ : a,—>0 tel que Y(a)e=o0(e)n.On

en déduit que W.Y =0 car YPa .W(a) e=Ya) g(e) n=6(a) e .

Réciproquement, comme A" (-,a)

> qr est un épimorphisme,
il existe M ——> (=,2) —————> 1 = Idﬂ et 1 est Kar-
représentable,

Théoréme,

Soit S: A

> B un foncteur.
Les conditions ci~-dessous sont équivalentes.
1. S°: B

des distributeurs.

> A a un adjoint a droite dans la bicatégorie

2, Pour tout objet b de B , SYb a un objet Kar-final, c'est-
3=-dire un couple ‘01: Sa

>b , e : a =———>a avec

M.8Se=41 |, vérifiant la propriété universelle suivanta:

A
- pour tout f: Sx ——=> b , il existe un unique f: x > a
A A A
tel que MeSE=f et ef=7% (Vl. Su = VL.Sv,e.u=u et
e.v = v entrainent donc u =.v ),

3. Pour tout objet b de B , il existe un carré exact:

E > 1

i b
(év

A >B .

4, I1 existe un carré exact:

A

A

S
> B
T
E
5 >A .

> A a un adjoint 3 droite.

0j
=)

5.
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6. I1 existe un "foncteur non unitaire" T: B > A et des
>TSS ,Q: ST > 1

transformations naturelles &: 1
telles que:
- Tvl.ET=T(Id)=e et fS.S® =IdS .

Démonstration.

La condition 1 implique la condition 2 puisque le distributeur

composé m=1 b B op‘ > A a un adjoint a droi-

S
te, c'est-a~dire 1 est Kar-représentable ou K'(m) = S¢b ad-

met un objet Kar-final.

Les conditions 2 et 3 sont équivalentes puisque la donnée d'un

foncteur final E > S¢ b équivaut a celle d'un carré exact
de la forme indiquée.

La condition 3 implique la 4 qui est équivalente a la 6. En effet,
pour tout objet b de B , on choisit un objet Kar-figal

Tb: (T byY) b) = > (T b, 4b) dans SY¥b . Pour toute flée-

che ut b —> ¢ de B , il existe alors un unique

Tu: Tb —=> Tc , appartenant a A , tel que
VLc.STu:u.lqb et Tc . Tu=Tu.

Si b —>—> ¢ ———>d appartient 3 B, on a T(vu) =TvIu
car Y] d. STv . STu = v, e . STu = v.u.}b = ST(vu).va ’
TdT(vu) =Tvu et TdTv Tu=7Tv Tu.

Mais T(Id,) = Tb , car Wb.ST(Id, ) =hb = yb. Tb ,
TbT(Id,) =T(Id) et Tb.Tb=Thb.

On obtient donc un foncteur non unitaire T: B

> A et

> 1 . En conséquence,
>A tel que

une transformation naturelle ¥:S T

T est un foncteur B

On définit, ensuite, pour tout objet a de A, &a: a —> TSa
au moyen de ¥Sa. Sta = IdSa et TSa . & a= £a , de sorte
ca

que Ja = (a,1) —————> (TSa, T Sa) . Alors, & est naturelle
etVérifie T'Lbuin= tbo

Pour vérifier 1'exactitude du carré & , il suffit de montrer que
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les composés suivants sont exacts:

Jtb

E > 1 JTb > JTb
(Tb, TH) b = %

14 v L

A N > A (Tb, TH) .

Cela résulte aussit8t de 5
X <
(Tb,1) —EP> (Tb,1) = (Tb,1) —E= > (Tb, b) 5 > (Tb,1)

i, e. Tb est scindé dans A .

La condition 4 implique la condition 1 car S° ¥ J° T et
Jom——yJ .
La condition 4 implique 1la 5 car (=) conserve les carrés exacts.

Enfin, la condition 5 implique la condition 4 puisque:

S
A A >B
exact exact
Y _S_ ¢
A > A >3
exact exact ;>
\' 4
A >A A .

Remargue .

I1 résulte de 4 que S conserve toutes les limites droites et

que S est un foncteur initial.

Proposition.

A posséde un objet Kar-final ssi A > 1 posséde un ad-

joint A droite dans la bicatégorie des distributeurs.

Démonstration.

Cela résulte aussitdt de la condition 4 précédente.
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Remargue.

En raison des critéres d'obtention d'un objet Kar-final, S ¥/ b
posséde un objet Kar=final ssi il existe une catégorie I telle

que:

l. Syb soit I-filtrante, ce qui signifie

] ———>1 I >1 ——————— 1
K ﬁbaK a b
J ‘? ! { (/%> (/€>
A —-*§—*-> B A ———— A 3 > B

pour tout %’s SK

2. SYb admet une I-présentation, c'est-a-dire qu'il existe un
carré exact:

I >1
F exact (/,;il b
A > B .

Théoréme (distributeurs adjoints).

Soit m: Y —4—=«> X un distributeur,
Les conditions suivantes sont équivalentes.

l. m admet un adjoint a droite,

2, Pour tout objet y de Y , le distributeur composé

1 b4 >Y T +—> X a un adjoint i droite, c'est-a-
dire m(=,y): X°P — > ENS est Kar-représentable, ou encore
>a de X et m € m(a,y)
avec m(e,y) m = m vérifiant la propriété universelle suivante:
- pour tout objet x de X et tout n € m(x,y) , il existe un
unique f: x——> a telque M(f)m=n et ef =f ;

il existe un idempotent e: a

Cela signifie également que, dans la catégorie joint de m on at
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3. Il existe un foncteur V: Y >X tel que m ~J°V,

Y v >X I >X .

4, mnU° V et U° a un adjoint a droite,
5, mnS T° et T° a un adjoint a droite,
6, m: Y

c'est~a~dire qu'il existe un carré exact:

FAN . .
> X est une extension absolue de représentables,

x =
YonedN %

Démonstration,

I1 est évident que 1 implique 2.

La condition 2 implique la condition 4., En effet, si

X—8 —>c< v

Y représente le joint de m , la
condition 2 signifie que, pour tout objet y de Y, U ¥ Vvy
posséde un objet Kar-final, Comme U est pleinement fidéle,

UV Ux posséde un objet final. Par suite U° posséde un adjoint

a droite et MmNV U° V ,

La condition 4 implique la condition 3 car, en raison du théoréme
précédent, C U sxwnec R >% —Iy >X , de sorte
que T NJU° VAV IJ° RV,

I1 est clair que la condition 3 implique la condition 1.

La condition 4 implique la 5. En effet, on a:
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UV vy > 1
cartésien l y
Y
A T >Y
S comma () \
y Ly

Comme U° posséde un adjoint 3 droite, U4 Vy posséde un objet
Kar-final, Comme T est une cofibration, le carré cartésien
supérieur est exact et U¥Vy ———————> T}y est final, de
sorte que T4y possdde aussi un objet Kar-fimal, Par suite,
T° posséde un adjoint i droite.

La condition 5 impliquc¢ la 6, En effet, soit M NS T° , o T°

a un adjoint a droite. Le diagramme ci-~dessous

]
\'4
[

71& > Y
& N

I

représente une colimite, car le triangle inférieur est une ex-

X

tension ponctuelle, Or, toute E=colimite est une colimite abso-
lue et, par suite, le triangle inférieur est une extension abso-
lue.

La condition 6 implique la condition 2 car on remarque que
m(~,¥) est une colimite absolue de représentables et est donc
Kar-représentable.

Proposition.

On sait qu'un foncteur J; X —————>> Y , pleinement et coplei-
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nement fidéle, définit une équivalence X /\ Y dans la bica-
tégorie des distributeurs.
Réciproquement, si X et Y sont des catégories équivalentes

dans DIST , alors il existe X J > B < K Y , ou

J et K sont pleinement et copleinement fidéles.

En général, si X et Y sont équivalentes dans DIST , cette
équivalence n'est pas induite par un foncteur pleinement et
>Y ou Y—>X,

copleinement fidéle X

Démonstration,

Si M 3 Y —4+—> X est une équivalence dans DIST , wmwJI° V,
y —F o % —L—>5x , ou V est un foncteur et J

est pleinement et copleinement fidéle avec J —} J° —{J .

Donc mANJ°V | V¢ J et, par suite, J°VVeJ N1,
doi J J°VVeJJeanJJ® ou VVeAs/1l . De méme,

1A~ Ve J J°e VA Ve V , Finalement, on obtient

Y —V >3X < J

et copleinement fidéles,

X ,ou V et J sont pleinement

Pour construire un contre-exemple, il suffit de considérer une
Ab-catégorie C contenant des objets a et b tels que les
monoides (a,a) et (b,b) et (a@b,a®b) soient deux a deux
non isomorphes. Soit, alors X (resp. Y ) 1la sous-catégorie
pleine de C formée des objets a et a@®b (resp. b et
a®b ) et B 1la sous-catégorie pleine de C formée des objets
a, b et a®b ., Il est immédiat que les inclusions

X
fidéles, mais il nfexiste pas de foncteur pleinement fidéle
X >Y ou Y——>X,

> B €<=——————— Y sont pleinement et copleinement

Proposition (Gouzou=Grunig).

Les conditions ci-dessous sont équivalentes.
1. A est 32 idempotents scindés, c'est-a~-dire E=-cocompléte.,

2. A est Cauchy-compléte, c'est-a-dire que tout distributeur
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M : B—4—> A qui a un adjoint & droite est représentable,
> A tel que

i, e. il existe un foncteur K: B
m v (-,K(=)).

3. Tout foncteur S: A ————> B tel que B —§f+--> A pos-
séde un adjoint 3 droite dans la bicatégorie des distributeurs,

> A,

> B

posséde un adjoint a droite T , i. es S —~T : B

4, Tout foncteur pleinement et copleinement fidele A

est une équivalence de catégories.

Démonstration.

I1 est évident que 2 implique 3 , 3 implique 4 et 4 implique 1.
La condition 1 implique la condition 2 car, si m: B—Yy—> A
a un adjoint & droite, on a montré que wANJ°V , ol

B Y _S%< J A . Comme J est une équivalence,

J —— J°n Ki A ———>A , de sorte que TNVK V.,

Remargue.

Si A est une Ab-catégorie (additive), alors A est une Ab-ca-
tégorie (additive).

si (a,e) et (b,j) sont objets de A et

B _ 5 < n b
a_ e >
p q
est un biproduit dans A , alors
me S < nj
(a,e) (c,cmep+nijq) 5 (0, 3)
ep iq

est un biproduit dans A .

Lemme.

Soit m: B —+4—> A un Ab-distributeur,
Si B est additive et si 1 est représentable dans CAT, c'est-
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> A et un isomor-
> A(-,S(=)) , alors

S est un foncteur additif et les ‘P(a,b) sont des isomorphis-

a-dire s'il existe un foncteur S: B
phisme de ENS=distributeurs Peoom

mes de groupes, i. e, 1T est représentable dans Ab~CAT,

Démonstration,

On remarque, en effet, que, pour tout objet a de A ’
A(a,S(=)) v m(a,=) est un foncteur additif B
que ¥ (a,b@c) = \‘?(a,b) @Y (a,0) .

> Ab et

Proposition (Cauchy-complétude dans Ab-=CAT).

Si A est Cauchy-compléte dans Ab-CAT , alors A est Cauchy-
complete dans CAT.

Si A est une catégorie additive (Ab-catégorie & biproduits),

alors A est Cauchy-compléte dans Ab-CAT ssi A est Cauchy-

compléte dans CAT.

Donc Mat A est Cauchy~compléte dans CAT et Ab=CAT.

Démonstration.

> A

Supposons A Cauchy-compléte dans Ab~CAT. Comme J: A
est pleinement et copleinement fidéle dans CAT et, a fortiori,
dans Ab-CAT , il existe un Ab-foncteur K: A > A tel
que J°~ (-,K(=)) ‘dans Ab-DIST et, par suite, aussi dans

ENS-DIST. Donc A et A sont équivalentes dans CAT.

Supposons A additive et Cauchy-compldte dans CAT. Soit un
Ab-distributeur q: B —4—> A tel que 1w -—— O dans la
bicatégorie des Ab-distributeurs, Comme J —J°: B ——> Mat B,
on a encore 7 J°® ~—{ J G : A—+——> Mat B, Comme A

et Mat B sont additives, w J° ————J 0 dans la bicatégorie
des ENS~distributeurs., Comme A est Cauchy-compléte dans CAT,
m J° est représentable dans CAT et, en raison du lemme précé-
dent, dans Ab-CAT , autrement dit il existe un foncteur additif
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S: Mat B———> A tel que T J°~~S et, par suite,
MMy mJI°JINSJT , de sorte que T est représentable dans
Ab=CAT ,

Théoréme (Cauchy—-complétude dans Ab-CAT =~ suite).

Soit A une Ab-catégorie,

Les conditions ci-dessous sont équivalentes.

1. A est Cauchy-compléte dans Ab-CAT.

2, A est additive (3 biproduits) et a idempotents scindés.

3, A ————> Mat A est une équivalence de catégories dans
CAT ou Ab-CAT.

4, Tout Ab=-foncteur K: A > X plein et copleinement fi-

déle dans Ab=CAT est une équivalence dans Ab-CAT ou CAT .

Démonstration,

I1 résulte immédiatement de la proposition précédente que la
condition 3 implique la condition 1.

La condition 1 implique la condition 4 car un foncteur

K pleinement et copleinement fidéle dans Ab-CAT vérifie
K—— K° -——— K dans Ab-DIST .

La condition 4 implique la condition 3 car A —> Mat A
est pleinement et copleinement fidéle dans Ab-CAT (mais pas
dans CAT).

Corollaire.

Le Ab-foncteur A ——> Mat A est la Cauchy-complétion de A
dans Ab=CAT,

On a établi, par ailleurs, que Mat A est équivalente aux fonc-
teurs Kar-représentables) Mat A OP-----——--—> Ab __2221}___> ENS ,

correspondant aux A-modules (généralisés) a droite, projectifs,
de type fini, Il en résulte que la Cauchy-complétion dans

Ab~CAT d'un anneau A s'identifie a la catégorie des A-modules

a droite projectifs et de type fini.
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Théoréme (Morita).

Soit A et B deux Ab=-catégories.

Les conditions suivantes sont équivalentes,

1. A et B sont équivalentes dans la bicatégorie Ab-DIST .
2, Mat A et Mat B sont équivalentes dans Ab=CAT .

3. I1 existe un Ab-foncteur pleinement et copleinement fidéle

A > Mat B (ou B > Mat A ) dans ADb-CAT .

4. I1 existe - A ——9% > X < —X

B,ou J et K sont

pleinement et copleinement fidéles dans Ab-CAT .

5. Mat A et Mat B sont équivalentes dans CAT .

6. Mat A et Mat B sont équivalentes dans la bicatégorie des
ENS-distributeurs.

7. I1 existe un foncteur pleinement et copleinement fidele

Mat A > Mat B (ou Mat B > Mat A ) dans CAT.

Démonstration.

La condition 1 implique la condition 2 car on a
Mat A A~/A VB~ Mat B dans Ab-DIST et 1l'équivalence
Mat A AV Mat B est représentable, puisque Mat A et Mat B sont

Cauchy=-completes.
> Mat A > Mat B

est alors pleinement et copleinement fidéle dans Ab-CAT .

La condition 2 implique la 3 puisque A

I1 est évident que 3 implique 4 et que 4 implique 1 .

La condition 2 équivaut a la condition 5 . En effet, une équiva-

lence dans Ab-CAT est une équivalence dans CAT , La réciproque

est vraie car Mat A et Mat B sont additives, de sorte qutune
équivalence dans CAT est un foncteur additif.

Les conditions 5 , 6 et 7 sont équivalentes: c'est la propriété
analogue non additive de 1*équivalence des conditions 1, 2 et 3

et elle se démontre de la méme fagon.

Théoréme (1l'existence d'objets Kar-initiaux est une propriété de

nature homologique).

Si A est une petite catégorie, le foncteur constant sur 2
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2% A

des foncteurs A ——se> Ab (ou encore EXT(Z* , w ) =0 , pour

> Ab est projectif dans la catégorie abélienne

tout 1 ) ssi chaque composante connexe de A posséde un objet

Kar-initial,

Démonstration.,

Soit A = -11‘- Ai la décomposition de A en ses composantes

connexes et, pour tout i , soit a; un objet Kar-initial de Ai ’

au moyen de 9.1: ai > IdA. .
i
Alors z® ———-é—-—-> o <<_—“‘l-—-— m détermine

——— T8,

T
z z .
E ai )— L/éi
ag a.l

pour tout i , car Z est projectif dans Ab ,

Pour tout objet x de A , on définit ensuite

: 2 = 2 — , ————— >
Yx:2 > X 2 —/—>may @, T X

lorsque x est objet de Ai .

On vérifie, alors, que \? est naturelle et que A. “‘3 =t .
Supposons, maintenant, que Z* est projectif.

On considere le foncteur

A—T > ap = a-AYT 5 oo 5 pys -
ou le premier foncteur du second membre est le foncteur comma

> tea —6—> aba A3 S auvecar

et le dernier foncteur du second membre est le foncteur groupe

> Ab ,

a

abélien libre, Ainsi, on a:

'nr(f)(zlu]+ ese +zu) =z fu+ ... +zfu , lorsque, pour tout

i = LN ] s : > .
i 1, s ,Ona zle_z_ et X, o > a > b €A
Comme Ob(A{a) est non vide pour tout a , on obtient un épi-

morphisme Xs 1r >> Z%  tel que:

X(a)(zlul-i- ees + znun) = zl+ eee + zn .



VdB 31

Il existe donc \? H Z_“ ——> q tel que A. "P = Id .
Pour tout objet a de A, notons V(a) = { Up s e s Uy 3}
1'ensemble des morphismes figurant dans a= zlu1+ eve + zZu .

On remarque que V(a) n'est pas vide et que, pour toute fléche
f;: a=——>DbD de A :

(&) 1'application
v(a) > V(b)

u: x > a O—> fu: x

>b

est une application partielle surjective.

Alors, si a est un objet arbitraire de A et wu: x > a
appartient 3 V(a) , x est faiblement initial dans la composan-
te connexe de a. En effet, soit un chemin

>b1< b2 >b3< b4 cos
on choisit alors L € V(bl) » 15 € V(b3) ’ 15 € V(b5) ees e

en utilisant la propriété () on obtient:

a

vo

X >, >
u = N =
\ = V= L S
a >b < b <""-"‘b ——-—>b coee )
1 2
on raisonne de méme pour un chemin a < . > aes

Aprés avoir choisi dans chaque composante connexe Ai un objet

faiblement initial a; , on construit un nouveau foncteur
L

A—T—-> Ab = A ————> ENS —=——> Ab , ol le premier
foncteur du second membre est défini au moyen de

A—0f o4 > ENS = A, > ENS .

i i (ai,—)
En d'autres termes, si x € Ai s T X est le groupe abélien

libre sur 1l'ensemble (ai,x) . Ces ensembles étant non vides,

on obtient encore un épimorphisme \: 1 —————>> Z° , tel que:
sea = e t I . >

x(x)(z u + +z At ) zp+ -1-zn , ou u:l a; x €A

et zjég_,et par suite .zt

>q tel que X."? = 1Id .
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Montrons qu'en fait a, est Kar-initial dans Ai .
i 9 = + o0 * U H > a.

Soit Ya, = z;uy zu ,0u U, 3 ay Donc

z, + 400 + z = 1,car A.¥=1Id et ﬂ(uj)‘fai = “fai s pour

tout j =1, vee s n, car ‘P est naturelle,

I1 en résulte que la composition définit une loi de groupe sur

[ul, ces ,un}. Dans ces conditions, si u  est 1'é1ément neutre

i + a8 e + = + LN
de ce groupe, la relation zluju1 znujun zlu1 +znu

n

entraine que z, = zj et , par suite, z1 T eee D Z_ .

k n
+ LN N 3 + = = w s = . U
Comme zy z, l,ona n=1 et N 1e1 s OU
e;: a; > a, + Pour tout objet x de A, , Vx: 2 —> x

est donc aussi réduit a un morphisme a, > x , affecté du

coefficient 1 , car pour tout t: a, > x on a 1'égalité

> a,

Yx=m().Pa=t e, . Cela montre aussi que e;: a; i

est Kar-initial dans Ai .
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