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Diagrammes, Vol. 7 , 1982,

LIMITES ET CO-LIMITES
POUR

REPRESENTER LES FORMULES

R. Guitart et C. Lair

Introduction.

Soit L un langage classique et T wune théorie du pre-
mier ordre classique, décrite dans le langage de L .
Nous établissons au §1 que les groupoides respectifs des in-
terprétations ensemblistes de L et des modéles de T sont
des groupoides esquissables au sens de C. Ehresmann. En par-
ticulier, ceci signifie que les modéles de T sont des struc-
tures esquissables,
En théorie usuelle des modéles, si 1'on sait évidemment défi-
nir canoniquement les isomorphismes entre modéles de T , on
ne possede pas de définition générale des homomorphismes en-
tre ces modéles (sauf a particulariser T , par exemple en
supposant qu'elle est algébrique = équationnelle). Nous mon-
trons au §1 que de l'esquissabilité des modéles de T résul-
tent des procédés systématiques de définition (et donc d'étu-
de) des homomorphismes entre ces modéles. Ce point de vue est
celui de (R.M.S.S.): les morphismes d'une catégorie de modéles
sont, eux-aussi, des structures qu'il convient donc d'esquis-
ser également. Ainsi, une catégorie de modélesest esquissable
a 1'aide d'une co-catégorie interne i la catégorie des esquis~
ses.

Les intérpétations ensemblistes d'un langage L sont

esquissables, Les interprétations ensemblistes des formules
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classiques écrites avec L 1le sont également: par des sur-
esquisses de 1l'esquisse décrivant L . Une combinaison boo-
léenne de ces formules posséde donc une esquisse qui est

une "combinaison booléenne" des sur-esquisses précédentes.
Nous établissons au §2 qu'une telle situation se systématise:
la catégorie des "sur-esquisses” (appelées précisément [/L//-
esquisses au §2) d'une esquisse donnée [/L// =~ jouant le
rdle d'un langage de base -~ posséde au moins un calcul fonc-
toriel booléen (ou propositionnel). Par réalisations (i. e.
par intérprétations) ensemblistes, ces calculs fonctoriels

booléens fournissent:

- le calcul booléen classique (intersection, complémentaire)
sur les groupoYdes d'isomorphismes entre les structures ain-
si esquissées,
- un calcul "booléen" non classique sur les catégories d'ho-
momorphismes entre ces structures esquissées,

Au §3 nous donnons d'autres démonstrations des résutats
obtenus aux §81 et 2 et quelques précisions techniques. Ce-
pendant, il convient de noter qu'on y ébauche une procédure

de traduction entre:

- les systémes de ré-écriture d'une formule classique en une
formule équivalente de forme donnée,
- certains calculs fonctoriels - i, e. certaines logiques -

sur la catégorie des esquisses.

N

Le §0 est consacré i des rappels de terminologie et no-

tations,

0, Terminologie. Notations,

On dit que //S// = (S, ’, II) est une esquisse (mixte)

si, et seulement si (voir (E.T.S.A.) ):
-~ S est un graphe multiplicatif petit,

~ IP est un ensemble de cOnes projectifs de bases petites, dis-
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tingués dans S ,

- I est un ensemble de cOnes inductifs de bases petites, dis-

tingués dans S .

Lorsque 1l'ensemble des cOnes inductifs distingués est vide, on

dit qu'il s'agit d'une esquisse projective que 1l'on note alors,

plus simplement, /S/ .

Si //s// est une esquisse, on notera [//S/// = (S, IP*', ")

les esquisses telles que IP'> P et I' > I,

Enfin, une esquisse telle que (S,0,p) sera identifiée a S .
On dit que //R//: [/S// ——> [/S'// est une réali-

sation de [//S// vers //S' /| si, et seulement si:

- R: S

> 8' est un foncteur,

- 1l'image par R de tout cdne distingué de //S// est un

cOne distingué de //S'// .

Une réalisation emtre. esquisses projectives sera notée, plus
simplement, R/: /S/ —> [8'/ .
Esquisses et réalisations entre esquisses sont les objets et

les morphismes de la catégorie des esquisses notée Esq .

Soit [//S// une esquisse. On appelle simplement réali-
sation de //S// , et 1'on note F: //S// ——> Ens , tout
foncteur F: S ——> Ens transformant les cdnes distin-
gués de //g// en des limites de Ens .

On note réal(//S//) 1la classe de toutes les réalisations de
//Sl/ + On désigne par Réal(//S//) la sous-catégorie pleine
de Ens§ dont lec objets sont ces réalisations. Enfin, on
désigne par GrRéal( //S/l) 1le sous-groupoide, plein, saturé
par isomorphismes, de Ens§ dont la classe d'objets est
réal( //S//) ; c'est donc aussi un sous-groupoide, plein, satu-
ré par isomorphismes, de Réal(//S//).

Supposons que

Cc
_—
HEHs WISyl S NSy > UIS3 I
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est une co-catégorie (resp. un co-groupoide) interne a Esq ;

on en déduit une catégorie (resp. un groupoide) ensembliste:

<real(c) réal(k)

réal(//g //): Téal(//sy /) _ _ réal(//s, /) <
réal(d)

Une catégorie (resp. un groupoide) K sera dite (resp. dit >

(xéal( /I8, /1)

esquissable si, et seulement si, K est équivalente (resp.
équivalent) 4 une catégorie (resp. un groupoide) réal(//g//),
ou //$ /| est une co-catégorie (resp. un co-groupoide) inter-
ne a Esq .

Plus précisément, K sera dite (resp. dit) naturellement esquis-

sable si, et seulement si, K est équivalente (resp. équiva-
lent) a une catégorie (resp. un groupoide) réal(//S//B 2)

(resp, réal(//S//® 2" ), ou % (resp. 2" ) est la co-ca-
tégorie (resp. le co-groupoide) canonique interne &2 Esq sui-

vant (voir aussi (E.G.C.E.)):

N =) >
V> g
\—/ -

2 3

“{\
/

2* 3* ).

™~
.

=

c
(resp. 2%: . — /\

[
>

Par exemple, la catégorie Réal(//S//) est naturellement es-
quissable puisque Réal(//S//) © réal(//S//R Z) . De méme,

le groupoide GrRéal( // S//3 est naturellement esquissable
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puisque GrRéal( //S//) X réal(//S//B 2").

(On pourra se reporter a (R.M.S.S.) pour d'autres exemples.)
Dans la suite, nous aurons a construire et décrire cer-

taines esquisses particuliéres. Nous le ferons briévement a

1'aide de diagrammes pour lesquels nous adopterons les con-

ventions suivantes:

- le symbole ———>> signifie que le cOne suivant est

distingué dans l'esquisse considérée:

/7 \~§\

- Sommet
SN

méme si le fléche en question n'est pas un épimorphisme dans
le graphe multiplicatif sous-jacent a 1l'esquisse (mais elle

doit donc &tre réalisée en un épi de Ens ),

- le symbole >——> signifie, dualement, que le clne

suivant est distingué

Sommet ¢;;:>:;T“‘““:$
N

méme si la fléche en question n'est pas un monomorphisme dans

le graphe multiplicatif sous-jacent 3 1l'esquisse (mais elle

doit donc &tre réalisée en un mono de Ens ),

- si I est une petite catégorie, le symbole

lim SI =3
.——> r
s

I

L SI 28

signifie que le cdre inductif considéré est distingué dans 1'es-
quisse décrite, mBme s'il n'est pas limite inductive dans 1le
graphe multiplicatif sous-jacent & 1l'esquisse utilisée (cepen—

dant, il doit &tre réalisé en une limite inductive de Ens ),
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- dualement, si I est une petite catégorie, le symbole

signifie que le clne projectif considéré est distingué, méme
s'il n'est pas limite projective dans le graphe multiplicatif
sous-jacent i 1l'esquisse décrite (mais il doit &tre réalisé
en une limite projective de Ens J,

n

- enfin, le symbole - ——m > représente un couple de
£ f
£18ches > vérifiant f.f' = Id et f£'.f =1d .

<
f'

1, Esquissabilité des groupoides et des catégories de mo=-

déles de théories du premier ordre classique.

Supposons que L = (V,(Fn)nGN ’(Rn)nGN) est un langage
(au sens de (E.D,L.M,)) ayant V pour ensemble (infini) de
variables et, pour tout n€N , ayant F (resp. Rn) pour
ensemble de symboles fonctionnels (resp. relationnels) 3 n
places.,
Le groupoide des bijections entre ensembles opére, évidemment,
sur la classe int(L) des intérprétatiors (enscmblistes) de
L » I1 en résulte un groupoide d'hypermorphismes, noté
GrInt(L) et appelé groupoide canonique des intérprétations
de L .

Dans ces conditions, nous avons:

Proposition 1, Le groupoide canonique des intérprétations d'un

langage est un groupoide naturellement esquissable.

Preuve, I1 suffit d'utiliser 1l'esquisse projective /§L/ brié-
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vement décrite ci-dessouss:

wn
A
N eece
N
A
(]

cee

(ou n€N , f parcourt Fn et T parcourt Rn i

Supposons, de nouveau, que L est un langage et,de plus,
que O est une formule booléenne de L , i. e. une combinai-
son booléenne (finitaire) de formules atomiques ne contenant
que les seules variables X9 see s xp (o pEN ).

Le groupolde des bijections ensemblistes opere sur la classe
int(®) des intérpretations I = (E,Q) (de support E et
de graphe Q< EP ) de 0 . Il en résultc un groupoide d'hy-

permorphismes, noté GrInt(6) et appelé groupoide canonique

des intérprétations de 8 .

I1 est facile de construire une sur-esquisse UE% /| de
/§L/ , contenant en particulier un monomorphisme distingué
g: G > sP , de sorte que toute réalisation

F: ’U§9//~———_—%> Ens s'identifie a4 une intérprétation

I = (F(S),F(G)) et inversement. Autrement dit, on a:

Proposition 2. Le groupoide canonique des intérprétations

d'une formule booléenne est un groupoide naturellement esquis-

sable,

Supposons, encore, que L est un langage et, de surcroit,
que © est une formule classique, i. e, une formule du premier
ordre, de longueur finie, écrite avec un nombre fini de quanti-
ficateurs.

Le groupoide des bijections ensemblistes opére, bien entendu,

sur la classe mod(c) des modéles de O , i. e., des intérpre-
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tations de L qui satisfont o . Il en résulte un groupoide
d'hypermorphismes, noté GrMod(c) et appelé le groupoide

canonique des modéles de J .

Dans ces conditions, montrons que:

Proposition 3. Le groupoide canonique des modeles d'une for-

mule classique est un groupoide naturellement esquissable,

Preuve, La formule 0 est équivalente a une formule clas-

sique prénexe, i. e. pouvant s'écrire:

Vxl'j X ¥ X3 eee A%, 6(x1, cee ,xzn) ’
oi n€N et 6 est une formule booléenne.
I1 suffit, alors, d'utiliser la sur-esquisse //§0,// de
//§e // , briévement décrite ci-dessous:

> SZn

a2

&

<
N
q
[y

e ]
PZ;—I > 3 PZn-l + P2n-1 < P2n-1
Pon-1 = l
2n-2 V . 4
= < P!
S 1:‘Zn—Z + P2n-2 < 1:.Zn‘--Z
3 — ] [ ]
S = P3 + P3 L—< P3
P3 =
2V v
PZ S>————> g = P2 + Pé € Pi
nJ
Pl —_— G

o /1
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Supposons toujours que L est un langage et, maintenant,
que T est une théorie du premier ordre classique, i. e. un
ensemble de formules classiques de L .

Le groupolde des bijections ensemblistes opére encore sur la
classe mod(T) des modéles de T , i. e, des intérprétations
de L satisfaisant toutes les formules appartenant a T . On

appelle donc groupoide canonique des modéles de T et on note

GrMod(T) 1le groupoide d'hypermorphismes qui résulte de cette
opération,

Des lors, nous avons:

Théoréme 1. Le groupoide canonique des modéles d'une théorie

du premier ordre classique est un groupoide naturellement es-
quissable,

Preuve, Il suffit de considérer l'esquisse mixte //§-T /[ 5 som=

me amalgammée au-dessus de /§L/ , dans la catégorie Esq , des

esquisses //-S-o'// , quand O parcourt T . //

Notons que les esquisses /§_L/ ’ //§e /Il » //§O,// ou //§-T //
ne sont pas, a priori, les seules qui permettent d'esquisser
naturellement les groupoides canoniques GrInt(L) , Grint(8) ,
GrMod(c) , GrMod(T) .

Remarquons aussi que, dés lors que l'on sait esquisser naturel-
lement, a 1'aide d'une esquisse /ISl 5 les groupoides canoni-
ques précédents, on dispose d'un moyen systématique pour définir
des types d'isomorphismes (resp. d'homomorphismes) - non néces-
sairement canoniques - entre intérprétations ou modeles de L ,
® , ¢ ou T : ce sont les morphismes des groupoides (resp.
des catégories) réal(//g//) , ou [/§// est un co-groupoide
(resp. une co-catégorie) de Esq dont 1l'objet des objet est 1°

esquisse //S//.

2, Combinaisons booléennes d'esquisses,

Dans toute la suite de ce §2 , nous supposons que //L//

est une esquisse fixée.
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On dit que //L// ——> //S//
IR /11dg /I

est une csquisse de langage //L// si, et ‘seulement si:

> JIst il

- le foncteur GrRéal(//R//): GrRéal(//S//) —> GrRéal( //L//)
est une équivalence,

(on pourrait imposer la condition plus forte:

-~ Réal(//R//)s: Réal(//S[/) ———> Réal(//L//) est une équi-

valence,

mais nous n'en avons pas 1l'utilité technique ici; on notera,
cependant, que c'est bien cette derniére condition qui est vé-

rifiée dans la pratique courante car:
- /L]l = /L] et //S/l =[S/ sont purement projectives,

- /R/[% [R] : /L ———> [S/ et [//S/ ]| sont construi~-
tes a partir de la donnée de formules internes a Réal(/L/) : ce
sont justement les cBnes inductifs distingués de // IS/ /I qui

ont pour images, par le plongement de Yoneda

$°P ———> Réal(/s/)> X Réal(/L/) ,

ces formules internes (consulter (C.M.C.F.)) ).

Dans ce cas, si aucune ambiguité n'est possible sur [//R// ,
nous dirons plus simplement que / //S/// est une //L//-esquis-

se

— Si J/IS/ /| est une [/L//-esquisse, le groupoide

s

GrRéal( // /s/ //) est évidemment équivalent 3 un sous-grou-
poide G de GrRéal(//L//) saturé par isomorphismes. Le
sous-groupoide complémentaire de G dans GrRéal( L) se-

ra noté T GrRéal(///S///) et appelé groupoide complémentaire

canonique du groupoide des réalisations de la //_1_, //-esquisse
sl .

Etablissons que:

Proposition 4, Le groupoide complémentaire canonique du grou-—

polde des réalisations d'une /IL//-esquisse est un groupoide
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naturellement esquissable.

Preuve, Décrivons une //L._//-esquisse /18] /[ telle que
GrRéal( ///S*'/ |} soit équivalent au groupoide complémentaire
canonique considéré.

La sous-esquisse //S'// de ///S'/// contient [/S// com~
me sous-esquisse, elle est construite a partir de [//S// par
adjonction de fl8ches et cdnes distingués supplémentaire que
1l'on précise briévement par le diagramme ci-dessous et les
équations qui le suivent, ou C (resp. C' ) désigne l'en-

semble - éventuellement vide - des cOnes projectifs (resp.

inductifs) ¢ = (sI: o —_— SI)IGI
(resp. c¢' = (sj: Sj —_— S )JGJ ) distingués dans ///S/ //
mais non dans //S//:
Y
— C ——
11m SI S — ‘LL -~
A c . - s
/
s v
C '1'
~ A
N m I 2 S+s!
\ c
\

<

I —24 011 Ul
| m><

£
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- pour tout c€C et tout I€I , on a EI.SC =s; s
- pour tout c'€C' et tout JE&J , on a E(':,.Ej = sj R

pour tout c€C , on a ?n.c';c = s.m_ ,

pour tout c'€C' , on a mé,.sé, = s'.m(':, ’

- q;s = S.q et q'.;’ = SQE' I}

- 1i,e s et pl.a = pz.a = IdT .

11 est immédiat de constater que la réalisation

HR* [l s JJLJ| ———> IS || > [/S" ]
/IR ]/
induit bien une équivalence entre les groupoides GrRéal( //_I://)
et GrRéal(//s'//).
Pour obtenir ///S'/ [/ , il suffit alors de distinguer «
comme épi.,

On conclut facilement en constatant qu'une réalisation
F: {//S'/ /[ ——> Ens

(qui transforme nécessairement ¢ en une surjection) ne peut
transformer s en une bijection. En conséquence, il existe
bien un élément ¢ de C ou c' de C' tel que F(c) ou

F(c') n'est pas une limite. //

Si (///-S-i/ //)iGI est une famille de //L//=esquisses,

le groupolde GrRéal(// /§-i/ //) est, pour chaque i€I , qui-
valent & un sous—groupoide 9—1 de GrRéal(//L//) saturé
par isomorphismes. L'intersection de ces sous—groupoides est
encore un sous-groupoide de GrRéal(//L//) saturé par isomor-
phismes. Nous poserons

n G =/ erréal(///s,/ I

ier i€l
et nous l'appellerons groupoide conjonction canonique des grou-
poides de réalisations de la famille (///S;/ /)¢y »

Montrons, maintenant, que:
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Proposition 5. Le groupoide conjonction canonique des grou-
poYdes de réalisations d'une famille de //L //-esquisses

est un groupoide naturellement esquissable.

Preuve., I1 suffit d'utiliser la //L//-esquisse nist dé~

finie comme suit:

- la sous~esquisse //S// de [//S/// est la somme amalgam-
mée, au~-dessus de //L// , dans la catégorie Esq , des

Is; 1 représentée ci-dessous:

s, i
IR "t 0o, I
WLl s

HRI = 1Qy Ry N

- /l/S/ ]| est la somme amalgammée, au-dessus de //L// , dans

la catégorie Esq , des // /§i/ /| représentée ci-dessous:

Wisgl I
Hidg . IR I
-i

L

> st
IR

(on constate que ceci définit bien une esquisse de langage

Ll s
"l

> s > st il= st

e il
2 =7

IR I = NTdg !l « {R I

car le foncteur “graphe multiplicatif sous-jacent" commute aux
sommes amalgammées), //

Supposons, maintenant, que:

- P((xi) ) est une formule purement booléenne, i, e.

1<i<n
est écrite a l'aide des variables Xy eve 9 X et des seuls

syniboles T et A,

- (///-S-i/ 1 <i<n est une famille de //L//=esquisses.
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Chacun des groupofdes GrRéal(// /-S-i/ /) est équivalent i un
sous-groupoide de GrRéal( //L//) , saturé par isomorphismes,

auquel nous l'identifions, Dans ces conditions, nous notens
P((GrRéal( [/ /-S—i/ //))1 <i< n) le sous=-groupoide de GrRéal( //1.._//).

saturé par isomorphismes, dont les objets sont les réalisations
F: [//L// ———> Ens telles que soit vraie la proposition
P((F € réal(// /-S—i/ /i )1 <i< n)‘ Ce sous-groupolde est alors

appelé groupoide canonique d'intérprétation de P par les réa=
lisations de la famille (///§__.1/ /I )1 <

i<n
Des propositions 4 et 5 résulte immédiatement:

Théoréme 2, Le groupoilde canonique d'intérprétation d'une for-

mule purement booléenne par les réalisations d'une famille de

/IL //-esquisses est un groupoide naturellement esquissable.

Les constructions utilisées dans les démonstrations pré-
cédentes et la "combinaison booléenne” de ces constructions
que 1'on utilise pour établir le théoréme 2 fournissent, i par=
tir des //L//-esquisses initialement données,d'autres //L//-
esquisses que nous pouvons noter respectivement:

anistn o, ‘1,6\1 Iisgl Il et BCCHTS;/ //)155_31).

Ainsi, sont définis des opérateurs sur la classe //_I._.//-esq
des //L//-esquisses, Ils se prolongent, évidemment, en autant
de foncteurs sur la catégorie =-que l'on définit facilement -

l/Ll/-Esq des //L //-esquisses:

-

WLl-Esq ————> [L//~Esq ,
L+ GILl-Es)t ———> J/LJ/~Esq ,

P s (//L//-Esq)" ———> J/L//-Esq .

On dispose donc d'un calcul fonctoriel booléen (ou proposition-

nel) sur la catégorie des //L//-esquisses.

Remarquons qu'un tel calcul n'est pas unique, au m&me titre



GL 15

que 1a //L//~esquisse N ///S/ /] (resp. fy MISy/H )
précédente n'est pas, en général, la seule telle que:
GrRéal( 1 ///S/ /1) © TVGrRéal(///S/ /)
(resp. GrRéal( 2 ///S,/ /)% [& CrRéal(/I/S;/ /1) ).

I1 y aurait donc lieu d'analyser chacun de ces calculs foncto-

riels et de les comparer,

Notons qu'un systéme naturel (en //L//) de calculs fonc-

toriels booléens sur les catégories [/L//-Esq (quand //L//
varie dans Esq ) permet de définir un calcul booléen (ou
propositionnel) sur les catégories esquissables,
Supposons, en effet, que:

_—>

WL Ly I 2 Ll

> Ly Il

est une co-catégorie interne 2 Esq . Alors, on appelle //L//-

cocatégorie interne &4 Esq un diagramme commutatif:

—_—

NEH « WL N 2 WLyl ——> ULyl
Y
v \7
Ngl = Hsy il 2 WSy W ———> IS,y Il
kg i
\/ A/ \/
NIIH « ISyl Il 2 WISyl I ———> IS4/ 1l
vérifiant:

- chaque ligne est une co-catégorie interne a Esq ,
- chaque colonne 1 < p<3 est une //Ep //=esquisse,
Dans ces conditions:

- si ///$/ /] est une [[L/f~co-catégorie interne a Esq , on
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appelle négation de la catégorie esquissable réal(// /_$-/ N,
et 1'on note T\ réal(///g$///) , la catégorie esquissable
réal( 1 ///$/ //) (qui n'est pas, en général, "la catégorie
complémentaire de réal(///S///) dans Téal(//L//)"),

-si (Jf /ii/ /! )iEI est une famille de //L//-co~catégories

internes 3 Esq , on appelle conjonction des catégories esw

quissables (réal(///$4//) 5 » et 1'on note i,G\I réal(// /81 11D,
la catégorie esquissable réal( i/G\I ///_$_i/ //) (qui n'est pas,

en général, "1l'intersection des catégories réal(// /§_i/ " ).

3, Compléments.

Montrons en quoi le calcul fonctoriel booléen exhibé au
82 n'est pas unique,
Pour ce faire, explicitons, par exemple, une autre //L//=esquisse
A ///s/ I/ # IS/ [/l vérifiant encore:

GrRéal( ' ///S/ /f) ¥ TV GrRéal(/[/S/ /) «

On y parvient immédiatement en reprenant la preuve de la pro-
position 4 et en substituant, lors de la construction de //S'//,
a la sous-esquisse //S"// celle briévement décrite par le

diagramme et les conditions ci-dessous:

U+ x U+TU)=W+W

T U T -
A \
L]
ql d q2 d
U+U)=W We
i T W
s c s
1 ¥ 2 W
U W' + T —>
S/\ /\t" a.
AT R T
N
(TxT)=T+T"
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- ql.d = qz.d = Idw ’ pl.a = pz.a = Id.r » CeSy = CuS, = IdU .
Donnons, maintenant, un exemple d'application des résul=-
tats du §2 , en particulier de celui de la proposition 4,

Supposons que L est une catégorie petite et que

- . . L
c = (pI° G —> GI)ISL est un cOne projectif de Ens— ,

de base discréte I , On dit (voir (F.A.U.C.) ) qu'un fonc~

teur F; L =——————> Ens valide c¢ si, et seulement si:

#EJ)WE: G—>F 3I€L 3g: G;—>F (gopp =£) .

I

On note alors val(c) 1la classe des objets de EnsE vali-
dant ¢ et Grval(c) (resp. TGrval(e) ) 1le sous=grou-
poide plein, saturé par isomorphismes, de Ens& dont 1la
classe d'objets est val(c) (resp. le complémentaire de
val(c) dans Ob(EnSL) De

Dans ces conditions, nous avons:

Proposition 6. Les groupoides GrVal(c) et ™ GrVal(e) sont

des groupoildes naturellement esquissables.

Preuve, A tout objet F: L > Ens de EnsE associons sa
catégorie d'hypermorphismes H(F) et notons

n(F): H(F) ——> L 1le foncteur canonique de projection.

On sait que le plongement de Yoneda Y: L?p > EnsE
est dense, Autrement dit, on a:
F = lim (HEF)P > 1P > Ens=

—_— 'n(F)OP Ty
op . . . L
Notons §co la sous—-catégorie pleine de Ens— dont les
objets sont:
- les Y(L) , quand L est objet de L,
- G sommet du cdne c ,
- les G; , quand I est objet de I .

I

Désignons par ,§co/ 1'esquisse projective obtenue en dis=-
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tinguant dans Ec o les limites projectives canoniques:

- G = 1lim (H(G) >L —————> 3§ ,
< me) ~ R —co
[o]
- G; = lim (H(G,) > L > S ’
I - I '”(GI) - Ro —Co

ou R : L
(o)

> S est la restriction de Yop .
-CO

Notons §c le graphe multiplicatif obtenu en adjoignant a -S-c o
» . 'Y - — o -~
- un cdne inductif ¢ = (-ﬁI PG —> G)Iel , de méme base

que P ’

- une fl&che h: G

tout objet I de I .,

> G telle que pI.h = -131 s pour

Désignons par //§_c /| la sur-esquisse de /§co / obtenue en
distinguant également le c8ne inductif ¢ . On en déduit une

réalisation:

//IR/[: L >/s_ | ——> ns I -

/Ro / —co
Si |/ /_S_c / // est la sur-esquisse de //_§_c // obtenue en dis-

tinguant de plus h comme épi, il est alors clair que
GrVal(c) ™ GrRéal( ///_s_c /1)

(voir aussi (CeM.C.F.)).

De plus, on constate immédiatement que:
> l{s_If
/IR I — lag

—c

L > IS

est bien une L-esquisse. On conclut donc par application de
la proposition 4,

Les constructions précédentes sont encore valables si on

s

substitue a la catégorie petite L une esquisse projective

/L/ (car on dispose encore d'un "plongement de Yoneda"
op
L

projectif = i. e. & toute formule interne -~ c¢ de Réal(/L/)

> Réal(/L/) qui est toujours dense): & tout &dne
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est donc associée une /L/-esquisse
/L) ——> //§_c// _— ///§c/ [/

Plus généralement, si C est un ensemble de clnes projectifs
3 bases discrétes dans Réal(/L/) , on lui associe une /L/~

esquisse dite externe:
1L ———> liso il = JIIS;/ Il

Elle s'obtient par somme amalgammée au-dessus de /L/ , dans
la catégorie Esq , des esquisses respectives //§c !/l et
/! /§C /// quand ¢ parcourt C .,

Dans ces conditions, les opérateurs négation ™V et dis~-

W/
i€l
1'un de 1'autre. En effet, on a:

N -
o Mse M= NCr s 1D

jonction sur les /L/-esquisses externes se déduisent

/L
i€l
-V osn = VY /l1s%,/ I , si 1'on pose
= C'ccC = ’
C' £ 0
Hisgl Il = C /I/ s )/;:/ ( /f/ nis gy
CEC:C' B cezl

(ou + désigne 1'opération de somme amalgammée au-dessus

/L]
de /L/ dans la catégorie Esq ).
Notons, enfin, qu'a toute esquisse //L// est canoniquement
associée une /L/-esquisse externe
—_— S /
/L/ > S ll ——————> NS/ /I
telle que les catégories Réal( WISl 1) et Réal(//L//)

soient équivalentes:

= il suffit de poser C = Y(C') , ou C' est 1l'ensemble des
clnes distingués de /IL}] et Y: £°p-——> Réal(/_L_/) est



le plongement de Yoneda.

On peut démontrer la proposition 3 d'une autre maniére
que celle présentée au §1.
On sait (voir (C.Y.A.L.)) que toute formule classique d'un
langage L est élémentairement équivalente a une formule de

la forme:

(1) Ux13x2 VX3 ase :':.lxzn D(x].’ vos ,xzn) ’
oi D est de la forme:

N oay ——s N sy,

i<z i j<pi
ou 1es. A.l sont des conjonctions de formules atomiques et
les B3 sont des formules atomiques. Pour prouver la propo-
sition 3 , il suffit donc de le faire pour des formules clas-
siques de la forme (1).
Soit /§L/ l'esquisse projective associée (comme dans la
preuve de la proposition 1) au langage L . Il est montré
en (I.F.0,F.) que le groupoide canonique des modéles
GrMod(g) d'une formule o de la forme (1) est équivalent
au sous-groupoide plein, saturé par isomorphismes, de
Réal(/§L/) ayant pour objets ceux de Réal(/§L/) validant

un certain arbre , Pour établir la proposition 3, il suffit

donc de prouver qu'un tel sous-groupoide est naturellement
esquissable, en précisant ce que 1l'on entend (en (I.,F,0.F.))
par validation d'un arbre,

Notons M 1'ensemble des mots finis, non vides, s'écrivant
M= My eee m, (on pose alors z = long m ) grice a2 1'al-
phabet g% = {1,2, ees 5,0, ves } . Munissons M de l'ordre
défini comme suit:

- m< m' si, et seulement si:
+ long m < long m' ,
+ pour tout i< longm, on a mifm{ .

On appelle alors arbre fini toute partie finie A de M , sta-
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ble par induction, i. e., vérifiant:

-"m<m'dans M et m' appartient a3 A " implique

Y

" m appartient 4 A" ,

A tout arbre fini A , on associe un graphe orienté, noté A,

défini comme suit:

~ ses objets sont les éléments de A ,

- ses fléches sont les Spt @ >m tels que:

+ m appartient 4 A,

+ n appartient a E& ’

+ le concaténé mn de m et n appartient

aA.

Un arbre (fini) de Réal(lgL/) est alors un homomorphisme
de graphes orientés a: A —> Réal(/§L/) . On dit qu'un
objet F: /§L/ > Ens de Réal(/gL/) valide 1l'arbre

a si, et seulement si, il existe une stratégie gagnante pour
le joueur JO s, dans le jeu a3 deux joueurs JO et J1 dé~

fini comme suit:

- au premier coup, J, choisit un fls a(l) = ay —-—>F ,

1
- au deuxiéme coup, Jo choisit un couple (nz,fz) tel
ques
+ le mot ln2 appartient 2 A,
+ £, alnz—-——»r' ,

+ fz.a(slnz) = f1 R

- au pleme coup, J choisit un couple (np,fp) tel

p mod 2
que:

+ le mot 1n2n3 eee np_lnp appartient 3 A,
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* fp= alnzcnunp > F ’

+f-a(s )=f 2
p lnz...np p-1

- le premier joueur qui ne peut jouer a perdu.

Montrons donc que le sous-groupoide, plein, saturé par iso-
morphismes, noté GrVal(a) , de Réal(/§L/) dont les objets
sont ceux qui valident un arbre fini a est naturellement
esquissable. Pour faire court, nous ne le prouvons que dans
le cas particulier suivant (le cas général se traitant de
maniére analogue):

S S S
A 1 —H 5 M2 oy, AL gy,
S111 N
111 s
l'image de A par a: A —> Réal(/§L/) étant notée:
11 S *112 *1121 S
3 41 3121

> 3412
;;;;\\\\\\\*h
111 ’
(et Y: §L?p > Réal(/§L/) désignant le "plongement"

de Yoneda).

A tout objet F de Réal(/§Ll) est associée une catégorie

d'hypermorphismes H(F) et un foncteur canonique de projec-

tion m(F): H(F)-—-------—-~2>_S__L tels que:
F o= lin @EP—>5 7 > Réal(/s;/) ).
— m(F)°P Y

Notons /S/ 1'esquisse projective obtenue comme suit:
8P

est la sous-catégorie pleine de Réal(/gl/) dont 1les
objets sont:
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+ les Y(S) , si S est objet de SL ’

+ les a s si m est élément de A ,
- les cdnes projectifs distingués de /S/ sont:

+ les cbnes projectifs images par

op,
Y 5 SL

tingués de /§L/ ,

> S des cnes projectifs dis-

+ les limites projectives canoniques

a_ = 1lim(H(a ) >s§ —>3)
m - m'n(am) —L Yop

si m est élément de A .

Nous complétons alors /S/ en une sur-esquisse //s* ] en

lui adjoignant le diagramme et les conditions suivantes:

"’111
d+d' // \
X1 X
a a11 1121 oy at
R . bt \ / 11
§/7vr;\
1 ]
h ﬂ—
(-I

> 1t . = *
ou 1'on a: e xu.h.p1 = xll'l Py o

On vérifie bien alors que GrRéal(//S'//) =~ GrVal(a).
Compte tenu des remarques et constructions précédentes, et
avec une terminologie évidente, ceci établit que:

Théoréme 3. Les groupoldes naturellement esquissables (i. e.

de la forme GrRéal(//S//) ) sont des groupoides canoniques

de validation d'un ensemble de cOnes projectifs & bases dis-

crétes = formules internes = arbres de hauteur 1 (donnés
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dans Réal(/S/)) et inversement. De méme, tout groupoide na=

turellement esquissable est un groupoide canonique de valida-

tion d'un ensemble d'arbres finis et inversement.
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