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SUR LA COMMUTATION DES LIMITES

Frangois Foltz

Introduction.

Certaines catégories de modéles de théories du 1°T ordre

sont équivalentes & des catégories Mod(S) de foncteurs S > Ens

qui commutent aux limites projectives indexées par certaines ca-~
tégories potites P et aux limites inductives indexées par certai-
nes catégories petitas I : il en est ainsi, notamment, des ca-
tégories d'algébres d'une théorie de Lawvere, ou des catégories
CA- présentables au sens de Gabriel-Ulmer, ou encore des catégo-

rzes ¢J - localisables au sens de Diers.

En général, les catégories telles que Mod(S) ne possédent
pas nécessairement toutes les limites projectives et inductives
petites : par exemple, la catégorie - localisable - des corps
ne posseéde pas tous les produits. De plus, méme si Mbd(§) possé-
de certaines de ces limites, elles ne s'y calculent pas obliga-
torrement point par point (i.e. Mod(S) ———> g@gﬁ n'y commute
pas foriément) : par exemple, les limites inductives petites ne
se calculent pas toutes pcint par point dans une catégorie ~pré-
sentabie, Ceperdant, il est suffisant que les J - limites induc-
tives commutent dans Ens avec les P - limites projectives pour

que Hbd(ﬁ) posséde les J - limites inductives et pour qu'elles
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8'y calculent point par point : ainsi, les catégories C{ - présen~
tables ont des limites inductives 0{~ filtrantes qui se calculent
point par point. De méme, il est suffisant que les Q - limites
projectives commutent dans Ens avec les I - limites inductives
pour qu'elles existent dans Mod(S) et s'y calculent point par
point : ainsi, les catégories C/ - localisables sont & limites
projectives connexes et celles-ci s'y calculent point par point.
D'ailleurs ce sont justement ces classes de catégories Q et de
catégories J qui classifient, en un sens certain, les théories
du premier ordre considérées : c'est ce sens qu'il faut donner

aux travaux de Gabriel-Ulmer et de Diers.

Le but du présent travail, qu'il faut donc comprendre com-
me une premitre étape dans la classification des théories du 1er
ordre, consiste & caractériser, lorsqu'une catégorie petite P
est donnée, la classe C_)gb_ﬂ];[ ( P ) de toutes les petites catégo-
ries I telles que les I - limites inductives commutent aux
P - limites projectives dans Ens. Une telle caractérisation sys-
tématique une fois menée permet, a contrario, lorsque la petite
catégorie I est donnde, de déterminer la classe g_(_)_lvll_v[ (1)
des petites catécories P telles que les P - limites projecti-

ves commutent aux I - limites inductives dans Ens.

Le § 0 est destiné 3 fixer quelques notations et quelques
définitions techniques qui permettent une lecture plus synthéti-
que de la suite. Au § 1 nous établissons que, pour calculer en
toute généralité Ci)_l*’_ﬂ)’l (P), il suffit de savoir le faire d'une
part lorsque P est connexe et d'autre part lorsque P est dis-
crete. Au § 2 nous calculons donc Q_MI; (P) lorsque P est
connexe, et au § 3 nous calculons Cgl_\g ( P ) lorsque P est
discréte. Au § 4 nous fournissons quelques compléments et quel-
ques exemples de calculs explicites de Qg_lvgl (p).
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0. Notations et définitions préliminaires.

0.0, Si P et I sont deux petites catégories et si
F: Px1

> Ens est un foncteur, nous notons :

op + lim %_1_:_:1 F(P,I) > lim lin F(P,I)
I€I PEP PeP I€I

1'application canonique de comparaison.
Lorsque P est donnée, on note :

- I_r;,j P 1la classe des petites catégories I telles que

pour tout foncteur F: PXI > Ens , l'application de compa-
raison R est injective,

- Surj P 1la classe des petites catégories I telles que,
pour tout foncteur F: PAI —> Ens , l'application de compa-
raison Cp est surjective.

Alors, Coqn (B ) = Inj B N Sug B . On utilise des notations
analogues éﬂj I,8wjI et %BILIM (I) pour le cas dual (ol
c'est I qui est donnée et c'est la classe des P que 1l'on veut

déterminer) .

0.1. Soit P une catégorie petite. On désigne par P / -
le foncteur de P dans Ens défini par :
/@) =2/ = 11 Hon(e,p).
P' € obP =
0.2. Soit P wune petite catégorie. On dit que P est dégé-
nérée si, et seulement si, il existe un cdne projectif (Po S——) P)

de base Id,: P—>P dans P, i.e. Ilgg; P/ P £ 4.
= € obP

0.3. Soit P une catégorie (petite) . On note § P sa ca-

PEpP

tégorie subdivision :
-~ ses objets sont, d'une part les objets P de P et d'autre
part les fléches p: P—>P' de P,
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- ses fldches sont, d'une part les (d,p): P —=>p et d'autre
part les (c,p): P' == p , lorsque p: P —> P' est une fldche de P.

Si G: B, —> P, est un foncteur, on en déduit évidemment un
foncteur § G: § B, —_§ 2, .

0.4. Soit P une catégorie(petite) . On note P” la caté-
gorie telle que:

- ses objets sont d'une part les objets P de P et d'autre
part deux autres objets 1 et 2,

- ses fléches sont d'une part les (P,1): 1 —> P et d'au-
tre part les (P,2): 2 —>> P , lorsque P est objet de P .
Evidemment, P = (obP)” et c'est une catégorie subdivision

d'une catégorie convenable.

0.5. On note YV 1la catégorie représentée par :

1 2
1,o) N _A2,0)
0

0.6. Pour tout entier naturel n (nul ou non), on note -Z-n

la catégorie représentée par :

2 2n
(2,1y" r-\(2,3) (2n,2n—1)/—1 r\(2n,2n+1)
1 3 2n-1 2n41

0.7. Soit C wune catégorie (petite) et n un entier natu-
rel (nul ou non). On appelle zigzag (d'ordre n) de C tout fonc-
teur D: gn —_— C . On dit alors que D(1) en est l'origine et
D(2n+1) 1'extrémité .

0.8. Soit C wune catégorie(petite) , C un objet de C et

TA) ‘_z_n-->g/c un zigzag de C/ C . On en déduit un zigzag
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>c/C

D: -Z-n A - canonique £
appelé base de A\ .

Alors, on dira que A est un zigzag clos dans C de base D
et de sommet C (il s'identifie aussi & un cdne inductif de c,

de base D et de sommet C).

0.9. Soit C wune catégorie(petite) et soient D: gn-—->g
et D': 2 , —>> C deux zigzags de C. Si D(2n+1) =D'(1) , on en
déduit un zigzag juxtaposé :

D'L D:Z .. —> C

d'origine 1l'origine de D et d'extrémité 1'extrémité de D'.

0.10. Soit C une catégorie (petite) et /\: z, —>¢c/c
un zigzag clos dans C de sommet C et ¢: C —>> C' une flé&che de
C. On en déduit un zigzag composé de ¢ par /A :

c. D : Z, A>C/C

- composition par c

=>c/ cC

0.11. Soit P et I deux catégories petites. Nous dirons

que I est P-bornée si, et seulement si :

- pour tout foncteur D:g/\ > I, il existe un diagram-

| 2Bl |
11 / \ J'2

D(1) D(2)

me de I :

tel que , pour tout objet P de P, il existe un diagramme com-
mutatif de I , dans lequel les objets P1 ’ P2 , P3 seeey P +1
sont tels qu'il existe toujours au moins une fldche de chacun

d'entre eux vers P :
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/;\(r)/;(p\)......a(r/\7\
D(1) D(2) D(1) D(2) D(1) D(2)

Diagramme 1
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0.12. Soient P et I deux catégories petites. Nous dirons
que I est ZP - bornée si, et seulement si :
> I, il existe une famille
. ' .
(Ap)pGFl_lz de zigzags (d. erdres np) clos dans P (dont la famille

€ F1p ) pE F1P
zigzags clos dans I (dont 1a famille des bases est notée (DI’))

- pour tout foncteur D: § P

des bases est notée (Dp)p et une famille (AI;) de

pe Flg)
telles que :

+ pour tout objet P de P , le zigzag A 4, est trivial

+ pour teute fldche p: P > P' de P' , l'origine (resp.

1'extrémité) de Ap est celle de p. AIdP (resp. AId.P.)

+ A, = A, LA. , d% que p'.p est défini dans P,
b .DP p p -
+ pour toute fléeche pde P ona :
(a4
D': g3 — § 2 > § P > 1
P T o, 3D D
+ pour tout objet P de P , le zigzag ! est d'ordre 1,

“i,

+ 4 1’), et Aé sont juxtaposables (i.e. AI'" 1 AI') est dé-
fini) dés que p'.p est défini dans P.

Evidemment, les diverses conditions précédentes signifient que 1'
on dispose, pour toute fléche p: P —=>P' dans P , du diagram-
me 2, commutant dans P, et du diagramme 3 , commutant dans I,
ci-aprds, (voir page suivante) s
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p Y
N
9p
B,
DIdl_’_(1) 5 Q2ng+1
% - Dp(1) = Q Dp(2np+1) = Q = DId.P,(”

(ot Q = Dp(k) y T = Ap(k+1) » pour tout 1 k <2np ,

oty =D (&'t —> '), qy,_, =D (K'-1 —>x'),
]

pour teut 1 \< k s np) .

Diagramme 2
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s 0

D(e)  p(ay)  D(&y) D(Q‘an-1) D(anp) D(anpn)

(el 1'on a posé jqk = O '(qk) » pour tout 1L k é 2np ,

et ol 1l'on a identifié § Z, et 2 qui sont isomorphes) .

on
Y

Diagramme 3
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0.13. Si C et I sont deux catégories (petites), on dit
que I est C-filtrante si, et seulement si, & tout foncteur
D: C

—>1 on peut associer un cdne inductif (iC= D(C) =—=> I)C cc
de base D dans I . Dans la suite, on se bornera aux cas ol C -

est ou bien discréte ou bien égale & ¥ .

0.14. Soit P et I deux catégories petites. On dit que I
est ZP - filtrante si, et seulement si :
- pour teut couple d'objets I et I' de I et pour toute

famille (DP: gnP > l)PG obP de zigzags de I

d'origine I et d'extrémité I', il existe un zigzag D: z > I
d'origine I et d'extrémité I' tel que, pour tout objet P de P,
les images respectives de IdI et IdI, par les coprojections dans

%)GZOPX . m g (D;P(x) , D(Y)) sont égales.
“n," “n

s pe [] [ ] > | I evm—— OP
Ceci signifie encere que 1l'on dispose d'un zigzag DP. gmp >’_Z_an -gn

et d'un diagramme commutatif de I

A,(2 & ,(2my)

(2)
LP h
I /l‘ \ 4 I
= A (2m A1) =
A, (1) 8,0 " Bolamp)

Id i i IdI|

I 2 15 2mP<l1
A, () 4,0 .. o B (2mpet)

Nl

A (2) B, (2my)

Diagramme 4
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ot A, 2 >7°P x g > z°F > 1P
1 mp . -
b proj I)P
et A, 2 >2°P x 2 >2Z > 1
D} proj D

1. Résultats préliminaires.

On vérifie facilement que :

Proposition 1. Si P! => P est un foncteur initial entre caté-

ries petites, alors COMM ( P' comm (P ).
gories p ’ i (') C cam(E)

Signalons qu'en général cette inclusion est stricte, mais qu'une

condition suffisante pour que COMM (') = COMM (B) est que
— —
P >_13 soit le foncteur injection canonique dans P d'une

sous-catégorie pleine P' de P, car alors tout foncteur de

P'x I vers Ens admet au moins un prolongement & P x I .

Montrons maintenant la

Proposition 2. Soit P une catégorie petite. Pour gu'une catégo-
rie petite I appartienne é S_u‘.;’j P, il est nécessaire qu'elle

soit P°P _ filtrante.

Preuve. Supposons que D: E_OP => I soit un foncteur et consi-

dérons le foncteur F: P x I =—> Ens égal a Hom (n(=), = ).
Pour tout objet P de P , l'ensemble lim HomI(D(P)TI) n'a qu'un
IZ1

élément dont un représentant est 1DP‘ = Il en résulte que

im 1i Hom (P , I ) n'a aussi qu'un élément, de méme que
PeP Iel =

]_._1'% %&g_ HomI (P, I ) puisque Cp est surjective. En consé-
I&¢l PeP

quence, il existe au moins un objet I de I et un élément de
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im Hom. (DP , I ) qui représente cet unique élément. C'est
— I fo)
PeP =
exactement un cdne inductif (DP ———>> Io)P cpoP de base G dans I. //

Prouvons enfin que :

Proposition 3. Si P = _'____ -EC est une petite catégorie présen-
- ce

tée comme somme dans Cat de ses composantes connexes EC y alors

Ia

les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I est une petite catégorie appartenant a comM (¢c)

(g_r_L identifiant 1'ensemble C des composantes connexes de

I

& une catégorie discrdte ) et corg ( By) pour tout objet C de C.

(ii) 1 est une petite catégorie appartenant ?g comm ( P ).

Preuve . a) Montrons que (i) implique (ii).
Si F: Px I

=> Fns est un foncteur et si, pour tout objet C

de C , on désigne par FC : EC x I —>Ens sa restriction, on a:
in lin P(P,1) = ‘' 1in 1im_ F . (p,1)
_— ’ ’
Pep Iel CG_QPLECI T ¢

N
— C.-l-j-'m -‘T J:.}..n& FC(P’I)
Pézc CQ_C_ Iel

(1es Um commutant dans Ens ),

— lim lim_ T F (P,I)
> C
€P,I€l Cég

(I appartenant & comM ( ¢ )) ,
2 L, 1w AT 7 (P,T)
1eT Pep, ceg’
( I appartenant & COMM (gc) pour tout objet
Cde C ), 5
D
— lip ljm F(p,I) .
1€l 5o
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b) Montrons maintenant que (ii) implique (i).
>g le foncteur composante connexe,

Pour ce faire, notons Q: P
-Si F': 0 x I —> Ens est un foncteur, on lui associe le
foncteur F:_I_’_x_];—-—-)_gx;[_——f,»Ens.Alors on a :

Q x 1l
N T ; (
iim F(p,I) lim F(P,I)
Pe? ce€g PER,
N T 1im P'(QP,I)
C€C FZ B,
N~ T Fe(e,I1)
c ¢
(car Q est constant sur _IiC , et _I_’_C est con-
nexe pour tout objet C de C ),
&2 um F'(c,I) ,
el
o —
lim lig F(P,I) — Y 1jm 1lim_F.(P,I)
p€p Tt ceg P‘%e“_lzclefx_ c

2N . ‘

A TT 1ig Fr(C,I)
CEC I%,EEI_
(car Q est constant sur EC’ et gc est con-

nexe pour tout objet C de C ).

N
— lim lim_ F'(C,I) .
CeC Iel

On en déduit que le diagramme ci-aprés est commutatif dans Ens :
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lim lim P(@,I) & lim lim. F'(C,I)

ISI Pep Ie L Cel
°p Cpr
o v
lim lim F(P,I) =— 1im 1im PF'(C,I)
PEP Ic f&c 121

Par conséquent, si I € Cg%g (‘2 ) , on peut affirmer que Cp est
un iso et donc Cp aussi. D'ol 1l'on peut conclure que I appartient
aussi & CoMY( c).

—

- SiC n'a qu'un objet C, il est clair que I est un élément

de COMM ( P, ) si c'est un élément de COMM ( P ) (caxr P =P, ).
x> =C e ==
- Supposons donc que C ait au mrins deux objets distincts

C, et 02 . Si I1 et I

1 sont deux objets distincts de I , soit
D:

2 i
°P = =
P > I le foncteur tel que 3(201) =4} et D(@y) = {1,

pour tout objet C # 01 . D'apres la proposition 2, puisque I
est élément de COML ( P ), donc de Surj P, il existe un cdne
inductif de base D aans I. Par conséquent, I, et 12 sont connectés

1
et I est donc connexe.

- 81 C a au moins deux objets, si C est 1l'un d'entre eux, si
I est élément de coxvm>r[( P ) et si Fot Box I —> Ens  est
un foncteur, notons F: P x I ——>> Ens 1le foncteur tel que:

- la restriction de F & B, x I est Fj,
- la restriction de F & gc,x I est, pour tout objet
C' # C, le foncteur constant sur 1.

On a alors :

. ~ T
- yn Fe,n) & (L yin w o (p,D)
PcP c'eg PGQC.
AT F (P,I)
-— im 9 .
PEP c

=
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- lm_F(P,I) — lim_ F(P I) y SiPER, ,
Iel IE,I

) . ,
- lim_ F(pP,I) — 1 ,s1Pe_1_>_C,etc,éc,
1€l

car I est connexe et FC' est constant sur 1.

On en déduit que le diagramme ci-dessous commute dans Ens :

3 . N - .
lim lim F(P,I) =—  lim lim FC(P,I)

———

I el Pep Te1 Pep
°F
Cp 416;13 f_11r_n,i., Fy(?,1)
1
lim ‘Jg.im rip,1) = TTU _t;r/n 1im, F.(P,I)
P<—“’E f‘e"z ’ c'egﬁle'PC,f%ui ¢

et donc que Cp est un iso car Cp en est un (puisque I est
élément de COMHE ( P ) ). D'od 1'on déduit que 1ecam (2 ). //
—_>

2. Calcul de CQ_N%( P ) lorsque P est connexe.

2.1. Calcul de Inj P , Surj P et COMM ( P ) lorsque P
- - —_—

I z z ’ > . *
est dégénérée (et donc, en particulier connexe). Nous avons la

Proposition 4. Si P est une catégorie petite et dégénérée,
alors P = SurjP = COMMP = ob(Cat).
slezs TP = SEjR = WEE = ol

Preuve. Par hypothdse, il existe un cOne projectif (pP:P0 — P)PGP
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de base Id.P dans P . On a donc, en particulier, Pp «Pp =DPp
= o "o

o
d'od 1'on déduit que P > - P, définit une sous-catégorie
P
o
P' de P , initiale dans P . Comme on prouve facilement que
COI‘@ (P') = ob(Cat) , on conclut facilement grice & la proposi-
tion 1 . //

2.2, Calcul de Inj P lorsque P est non dégénérée et connexe.

Montrons la

Proposition 5. Si P est une catégorie petite, non dégénérée et

connexe, pour gque la catégorie petite I appartienne a _Irg P
il faut et il suffit que I soit ¥ - filtrante et P - bornée.

Preuve de la nécessité. Prouvons tout d'abord qu'il est nécessai-
re que I soit ¥ - filtrante. Pour ce faire, supposons que le
diagramme

I
Ii ] /'7 r\ii
1 2

n'admette pas de cléture dans I . Alors, pour tout objet J de I
on dispose de la réunion disjointe

Hom (I, ) = E LB 1LE,

ou 1l'on a posé, pour s = 1 ou 2 :

H'; = {j:I —_J \ il existe j:I —>7J tel que}
Jgeig =

Ceci permet de définir un foncteur F: P x I > Ens en posant:

F(P,J) = H‘:_l__l__(Hng/P)lLH‘;,

avec F(p,j)(p',3') = ij.,j' si Jj.j' se décompose par i, ou i,,
(p.p'yj.j') autrement.
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Comme P est non dégénérée, on établit facilement que, pour tout

Objet J de T s O 2 3

Pep
Par suite, lig 1i F(P,J) a exactement deux élé-
et e
ments distincts, images de i‘l et 12 par coprojection. D'autre part,
pour tout objet P de P , l'ensemble lim F (P, J) n'aqu'un

JE L

seul élément, coprojection de IdI. Par sujte, 1l'ensemble

im lim_F (P, J) n'a lui aussi qu'un élément, puisque P
Pep Jel

est connexe. Il en résulte que cp he peut pas &tre injective.

Montrons maintenant qu'il est nécessaire que I soit P - bor-

née. Pour ce faire, si D: P —=> 1 est un foncteur, nous lui

associons le foncteur F: Px I >Ens défini par :

F(P, 1) = (Hmg(p(1),1) 1L Hom (D(2),1)) / rp

en désignant par o la relation d'équivalence engendrée par la
relation identifiant it (1) > 1 et 3ot D(2) =1,
dés lors qu'il existe un diagramme commutatif dans I tel que:

31/
j'

> D(P')&E——__ D(2)
p(1,pP") D(2,P')

A
R 3,

D(1)

ol HomP(P',P) # § dans P . On note alors EP la classe de j

modulo o et :jT 1'image de EP par la coprojection suivante:

F(p, I) >I1_é1glF(P,I)
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Pour chaque objet Pde P, on a :

Idpeqy = p(1,P)" = D(2,P)" = 14} )
dans lig F(P,I) , puisque D(1,B)* = D(2,5)’ dans F(DP,P).
1€l
On en déduit que :
(T))p eore = (T9500))p e otp
dans _lim 1lim_ #(P,I). D'ol, puisque c, est injective, résulte
P&GE Tel F
1 £ —"P .
que 1'élément (IdD(1))P€obP de  lim F(P,D(1)) et
= PE P
’ ’ —P . .
1'élément (Id ) de lim F(P,D(2)) ont des images
D(2)’P € obP e p
égales par les deux coprojections :
lim F(P,D(1)) lim F(P,D(2))
P%’g Fep
\ ,/
lim lim F(P,I)
-—2>
Iel PP

Comme I est nécessairement V - filtrante (d'aprés ce qui pré-

céde), il existe un diagramme de I :

D(1) D(2)

i‘l\A LA
I

tel qu'on ait 1'égalité suivante :
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. . -—P
P%mp P(P,1y) ((Tah4))p € onp)
P

= Plé_mg F(P,i,) ((IdD(g))Pe ob_I_’_)

Par conséquent, i 1 et 12 sont équivalents modulo rp s pour tout

objet P de P , ce qui exprime exactement que I est P - bornée.

Preuve de la suffisance. Supposons que I soit V - filtrante

et P - bornée , et soit F: P x I

=> Ens un foncteur tel que:

- 1 . v
(xP)PE obP est élément de lim F(P,I1) , d'image x

e 1

par la coprojection lim F(p,I,) ——> 1lim lim F(p,I)
FER ! el TYep

- 2 9 2 . . ' s
(XP)Péob_I_: est elément de  Jim F(P,I2) , d'image x

Fep 2

par la coprojection im F(P,I,.) = lim_ lim F(P,I)
e P 2 TeT TePp

Supposons cF(x1) = CF(XQ)' Comme I est V - filtrante, pour

tout objet P de P , il existe un diagramme :

I‘l I2
TN 1_/5
IP

dans I tel que F(P,i;)(x;) = F(P,if,)(xf,).

IN
On peut donc définir un foncteur D: P => 1 en posant :

o(p,s) = ils:,

en déduit 1l'existence d'un diagramme

,si s=1, 2. Comme I est P - bornée, on
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D(1) = = D(2)
\\\\\ ;:”///,

dans I ainsi que, pour tout objet P de P, 1l'existence d'un
diagramme commutatif, dans I , analogue au diagramme 1 de 0.11.,
dont nous reprenons les notations. Pour tout objet P de P ,
comme HomE(Pk,P) # 8 ¥ 14 k{21, on dispose de fldches
P: Py > P, ol l=1,2,...,2nP+1 y dans P .

Si 1'on pose, pour g = 1,2 , y; = F(P,is)(x;), nous avons donc:

y; = F(p, i, )(X; )
= F(p1,a1ol g(xP )

= “(p1,a1-l )(xP )

- 2 2
= Flp, _»i)(x 2 )
nP+ 2 2nP+1
= yP .
7 1 2 . . 3
En conséquence, x = Xx et cF est injective . //
2.3, Calcul de Surj P lorsque P est non dégénérée et
—
connexe.
Montrons la

Proposition 6. Si P est une catégorie petite , non dégénérée

et connexe, pour gue la catégorie petite I appartienne é Sug; P
ll.faut et il suffit qu 'elle soit V - filtrante et Zp - bornee.

Preuve de la nécessité. Montrons d'abord que I est nécessairement

V - filtrante . Pour ce faire, supposons que le diagramme

. I .
1 1
L_1/ \321
2
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n'admette pas de cldture dans I . On désigne donc (comme dans
la premiére partie de la preuve de la nécessité de la condition
de la proposition 4) de la somme disjointe :

Homy (1,7) = H'{LLHJ .LLH‘2T

Ceci permet de définir un foncteur F:P x I

> Ens en posant:
- P(e,0) = (& x}1}x2/e) W (& x p/p x p/P) W (5] x {2} x p/P)

(j.i,1,p.p2) s'il existe j' tel que j.i

]
<,
.
I

- F(py3)(1,p05p,) =((j.i,pep,) si j.i€H
(j.i,2,p.p1) s'il existe j' tel que j.i = j'.i,.

Alors, il est clair que, pour tout objet P de P , tout couple d'
éléments(p1,p2) de P/P , tout objet J de I et toute fliche
ji I ——>> J, les triplets (jsP1sP2) ’ (11,1,1)2) et (IdlyldP’Pz)
ont méme image (par les coprojections) dans 1lim F(P,J) ; de
el
=
méme que les triplets (3,p,,p,) » (Id1,p.5p,) » (i,,2,p,) et

(14 ,Id

p)

1°P4 . On en déduit que J%gi F(P,J) n'a qu'un seul élé-

ment , image par coprojection de (IdI,IdP,IdP) . Comme P est
connexe, l'ensemble lim 1lim_ F(P,J) n'a donc aus=i qu'un seul
élément. EJel

Par contre, l'ensemble * lim F(P,J) est vide , en particulier
P€p

parce que P est non dégénérée. D'ou il résulte que 1'ensemble

ll_.t_n’%g._m F(P,J) = ¢ et cp ne pourrait &tre surjective.
1€l Per

Montrons maintenant que I est nécessairement ZP - bornée.
Considérons le foncteur E : P x § P ——>> Ens tel que, pour
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toute fléche p : P —>P' et tout objet Q de P :
- B(Q,P) = E(Q,p) = Homy(P,q) ,
- 5(,(8,7) = Homy(11,,)
- B(Qy(cyp)) = Hom;(p,Q) .

On vérifie facilement que 1'ensemble lim_ E(Q,X) n'a qu'un
X€FP
ge Si D: § P

nous lui associons le foncteur F: Px I

élément, représenté par Id => I est un foncteur,

=> Ens en posant :

- pour tout objet Q de P, F(Q,-): I ——> Ens est 1'ex-
tension de Kan inductive de E(Q,-): § P =>Ens le long
de D . Il en résulte que 1'ensemble lim F(Q,I) ad %m B(Q,X)

171 Xeé§ P
n'a qu'un élément et, par suite, 1'ensemble 1lim lim F(Q,I)
crrer

aussi puisque P est connexe. Comme Cp est surjective, il exis-

te donc au moins un objet I de I tel que l'ensemble 1lim F(P,I)
Pepl

soit non vide. C'est dire que 1l'on dispose, pour tout objet P de
t 21 4 —— s Ve .
P, d'éléments (qP,:LP) de F(P,I) représentés par Qi @ —> P

et iy D(QP) ——>1 tels que, pour toute fldche p: P —> P! de

P, onait : F(PsI)(q-P—;EP) = (p'qP’iP) = (qP"iP') ’

ce qui signifie précisément que I est ZP - bornée .

Preuve de la suffisance. Soit F: P x I -=>Ens un foncteur

et (xP)P € obp un élément de P'}EJ;; llgx F(P,I) . Pour chague

objet P de P , 1'élément ;LP de lim F(P,I) est image par la

H

H
R

coprojection d'un certain élément x, de F(P,IP) ; de plus, si

p:P 3> P' est une fldche de P,ona:

;Pl = F(P’IPS(XP) dans Il—ég:[ F(P',I) .
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Ceci. signifie donc, puisque I est V - filtrante, qu'il existe

un diagramme
(P) = I, = D(p')
D(dsP) \\\\\\\ ,/////:;:P)
= D(p)
de I tel que F(p,D(d,p))(xP) = F(P',D(c,p))(xP,). On définit

ainsi un foncteur D: § P => I et, puisque I est ZP - bor-
née, on dispose donc de deux diagrammes analogues aux diagrammes
2 et 3 de 0.12. dont nous reprnons les notations.

Posons, pour tout objet P de P : Vp = F(qP’iP)(XQP) .

C'est un élément de F(P,I ). Bien entendu, x, et yp ont méme ima-

ge dans lim  F(P,I) par la coprojection F(P,I ) —> lim  F(P,I).
IecI I G]:

- P' de P , nous avons :

De plus, pour toute fléche p: P

F(p, 1) (vp)

F(p.qP,iP)(XQP)
= 7( r1.q1,jq1.D(d,q1))(xQP)
= ¥( r1,jq1.D(c,q1))(xQ2)

= F( T .q ,J .D(c,q ))(X )
12 4q, 2 Q3
= F( rj.qB,jq?.D(C’qz))(ij)

F( qp-iipJ(xQP,) - .

En conséquence, la famille appartient & 1'ensemble

(HEeo@
1lim F(P,Io) et son image y par la coprojection dans 1l'ensemble
PeP



lim, lim F(P,I) est telle que cF(y) = (JLP)P € oup * JonC
I el PeP P
cp est surjective . //

2.4. Calcul de COMM ( P ) lorsque P est non dégénérée et
connexe.
Comme Inj P (V Surj P = COMM ( P ), nous avons donc, en
- = —= = — =

vertu des propositions 5 et 6, la

Proposition 7. Si P est une catégorie petite , non dégénérée et

connexe, une petite catégorie est élément de COI’H__:I.( P ) si et seu-

lement si elle est ¥V - filtrante, P - bornée et ZP- bormée.

3. Calcul de COMM ( P ) lorsque P est discréte.

3¢1s Calcul de Inj P Surj P et COMM ( P lorsque P = Q.
) %Q,__ ’ L) £ = ( £ ) que - ¢
On vérifie immédiatement la

Proposition 8. Les €léments de InJ P sont les catéeories peti-

tes connexes (éventuellement vide ) Les éléments de Surj # sont
les catégories petites et non vides. Les éléments de COMM (g)
—

sont les catégories petites connexes et non vides.

3.2. Calcul de Inj P lorsque P est discréte non vide .
-

Prouvons 1la

Proposition 9. Si P est une catégorie petite, discréte non

vide, pour que la petite catégorie I appartienne 3 Ifli P il
faut et il suffit qu'elle soit ZP - filtrante . ’

Preuve de la nécessité. Soient I et I' deux objets de I et,
pour tout objet P de P , soit DP: zZ —>-.]_; un zigzag de I

tel que DP(1) = I et DP(ZnP+1) = I'. On définit alors un
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foncteur F : P x I —>Ens en posant :

F(P,J) = 1lim HomI(DP(X),J)

——

Xez

Si X est objet de Z et si j:DP(X) =>J dans I,

nous noterons ',]?P son image dans F(P,J) par la coprojection

HomI(DP(X),J) = F(P,J). De méme, nous noterons -T]P 1'image

de '3'P dans 1'ensemble lim_ F(P,J) par la coprojection
TET

F(p,J) => 1lim_ F(P,J). Alors on vérifie facilement que,

Iel
pour tout objet P de P , et pour tout entier 1 £k \( n, , on a:

So)f = AT dans F(P,Dp(2k)) .

e

On en déduit que, pour tout objet P de P et tout entier k'

DP(2k-1

tel 1 &k' £ 2n_41 . I = I - T
e que N Q nP+ ’ on a I - DP(k') -_ I'
dans 1'ensemble lim _ F(P,J). Comme cp est injective, cela im-
J€el
Ve z P < — T
pose que 1'élément (Td.’I)PE p de  Lim F(p,I) = I F(p,I)
=~ PEP PEP
7~ 2 "—P .
et 1'élément (IdI')PE P de ng F(P,I) ont des coprojec-
tions égales dans 1l'ensemble ljm, lim F(P,I) . C'est précisé-
I¢I Pep

ment dire que I est ZP - filtrante . //

Preuve de la suffisance. Soit F : P x I ———>> Ens un foncteur,
s . - -‘-T ]
(XP)P@ p un élément de l;.mP F(P,I) = PE EF(P’I) et (xP)P cp
un élément de ! F(P,I') , dont nous notons x et x' les ima-
PE P

ges respectives par les coprojections dans lim_ lim F(P,J) .
JEI Fep
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Si cF(x) = cF(x') y alors, pour tout objet P de P , les copro-

jections de x; et x}, dans lig F(P,J) sont égales, et donc,
Jel

il existe un zigzag ¢ Z k
Dp “ny, => I et une famille (yP)1 < k$2nP+1
tels que :
-0(1) = 1, D(angs1) = I'
- 1 _ 2n+1 = N
Vp= Xp 2 Y F B
2h-1y _ _2h
- F(P,DP(Qh-1 >2h))(yP ) = Vp
= F(P,DP(2h+1 > 2h))(y2111,+1) » pour tout 1 <h < n,.
Comme I est ZP - filtrante, il existe un zigzag D: Z_ = 1

vérifiant les conditions de 0.14 (ou 1'on pourra uitliser le dia-
gramme 4). Par conséquent, pour tout entier 1 £k'< 2n+1 ,

il existe un élément (tX' ' ; '
un élément ( p Jpep de l'ensemble Lin F(p,D(k"))
de telle sorte que , pour tout objet P de P et tout entier 1£1'& n,

1 2n+1 '

p = % o tp o= X

- F(p,D(21'~1 > 211))(+2 )

,t21' >21'))(t211:+1 ) .

P
. k . k .
I1 suffit de prendre pour tP 1'image d'un Yp par une applica-

on ait : - 1

= F(p,D(21'4+1

tion F(P,i) telle que i: DP(k) -> d(k') , Id; et Id,
aient méme coprojections dans lim HomI(D;p(X),D(Y)) ;
- -

(x,Y)Ez°P x 7
ﬁ']P -

ce qui est possible puisque I est ZP - filtrante et puisque
deux fléches i: DP(k) >D(k') et j: DP(h) —>D(k')

sont nécessairement telles que i(yl;) = j(y;) .

1
On en déduit que tous les t5' ,ob PER et 1 k' ¢ 2n41,
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ont une image commune par coprojections dans lim lim F(P,I).
JET Fer

D'ol il résulte que x = x' et donc que o est injective. //

3.3+ Calcul de Sugj P lorsque P est discrete non vide.
Démontrons la

Provosition 10. Si P est une catégorie petite, discréte et non

vide, pour que la petite catégorie I appartienne & Suxj P ,
il faut et il suffit qu'elle soit P - filtrante .

—ra —— ——

Preuve de la nécessité. Si (IP) est une famille d'objets de

Pe P
I, elle définit un foncteur D: PP => 1 si l'on pose
D(P) = IP ! I1 suffit alors d'appliquer la proposition 2.

Preuve de la suffisance. Si F: Px I => Ens est un foncteur,

un élément x de lim lim F(P,I) est déterminé par une fa-
Pep €1

mille ()LP’IP )P €r d'éléments de F(P,IP) . Soit (1P -—ir;> I)Peg

un céne inductif dans I de base la famille (Ij) et dont 1'

PEP
existence est assurée puisque I est P - filtrante. Posons

- 1 3 1
Yp = F(P’lP)(xP,IP) pour tout objet P de P. Notons y 1

image dans  lim lim PF(P,J) de la famille (yp)pg p Por la

J&3 Fep
coprojection lim F(P,I) > lim lim F(P,J) . On a alors
PP seg Fepr
CF(Y) = X car xP’IP et ¥p ont méme image, pour tout P, dans

l'ensemble 1lim F(P,J) . //
I
3.4, Calcul de COMM ( P ) lorsque P est discréte non vide.
Comme Inj P (\ SurjP = COMM ( P ) , nous avons, en vertu des
—>- -> = —

propositions 9 et 10, la



Proposition 11. Si P est une catégorie petite, discréte non vide,

pour gu'une catégorie petite I soit lément de COMM ( B ) , il

faut et il suffit gu'elle soit P - filtrante et ZP - filtrante.

4. Remargues , compléments et exemples.

4.1. On vérifie immédiatement que, si I' ™I est un fonc-
teur final entre catégories petites , alors COMM ( I' ) est inclus
dans g‘g_m ( I); ce qui "dualise" 1la propos:i.‘t-{on 1e

De méme, il est facile d'établir que les éléments de CéO_IV_:IVI(m
sont les petites catégories non vides ; ce qui "dualise" la pro-
position 8.

En utilisant un calcul direct ou encore les propositions 7

et 11 , on voit enfin que, si I est une catégorie petite possé-

>IO)I€ ; de base Id;: I > 1,

dant un cdne inductif (iI: I

onma InjI = SwrjI = Cgl_l_m(l) et ses éléments sont toutes
les catégories petites ; ce qui "dualise" la proposition 4 .

A el N . _ -LL
De meéme, la proposition 3 se dualise. Si I = cEec lC

est la décomposition de I en somme de ses composantes connexes,
N
on a encore cgn_gv;(;) (c((_m;_m(_c_))ﬂ(cegc%w_m(;c)).

4.2. De la caractérisation des éléments de oogg (p),

lorsque P est une petite catégorie donnée, on peut déduire ,

a contrario, une caractérisation des éléments (ou d'une classe

remarquable d'éléments) de COMM ( I) lorsque I est donnée.

o s <
Ainsi, notons :

- pour tout entier n 3 2, ln la catégorie représentée par
(1,00 7"
A) :
0 > h
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- pour tout entier n} 2, yn la catégorie représentée par

%
R
1 e > 2

- pour tout couple d'entiers (n,m), avec n 22etm3p2,

En,m la catégorie représentée par :

11 '
w.1 > %
- W. -
hk
Yy —> W
wn nm 7 Wﬁl

Comme ni V , ni U , ni W ne sont V - filtrantes , de la
-n -n -n,m -

proposition 5 résulte que les seules catégories connexes appar-

tenant soit 3 it 3 it 2
enant soit 3 COFHVI(_Y_H) soit 3 C<O_P_IIVI(I_Tn) soit 2 21‘_’_11‘4(1'!!1

sont nécessairement dégénérées. De la proposition 4 on déduit

alors que ces catégories (connexes) dégénérées sont bien éléments

de coMM (v ), comMm (U ) etcomm (W ).
-n - -n sl -n,m

Comme de plus, ni V ni W ne sont P - filtrantes,
-n -n,m =

lorsque P est une catégorie discrete ayant au moins deux objets
distincts , on en conclut que les seuls éléments de 201\’[M ( v )

= COMM ( _V_Jn o ) sont les catégories petites dégénérées .
— ’

4.3. Il suffit de "réécrire" la proposition 7 pour déter-
miner les limites inductives commutant dans Ens avec les noyaux
de 2 (ou méme n > 2) fléches de méme source et de méme but.

En effet, il est clair que les éléments de COMM U _  sont les
—_ -n

petites catégories vérifiant :
(1) tout diagramme de I de la forme :

)
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J.‘]\ A
I
se cldt dans I en un diagramme commutatif de la forme :
/ \

c'est-d~dire que I est X - filtrante.

(2) Tout diagramme de I de la forme suivante:

J.2n+1

ou les Ji sont égaux & 1l'un des éléments de S{Io ,I1 ,12 ,Iz)?S
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et les ki ’ ki sont égaux & 1l'un des éléments de {i,l,iz,i; ,iéE .
De la méme maniére, on peut caractériser les limites inducti-

ves qui commutent dans Ens avec les produits fibrés de 2 (ou méme
n 2>2) fléches de méme but. Ainsi, les éléments de corgv[ ( _v_'zp )

sont les petites catégories I vérifiant :
(1)  tout diagramme de I de la forme suivante

I I
1 ¢ -1 72
I

(o]

se clot dans I en un diagramme commutatif de la forme
AR
i, / \ 3,
I1 I2
R AN .
i \ i,
I
o

c'est-a~dire que I est V - filtrante .
(2)' Tout diagramme de I de la forme suivante :

I

21 %
i1/ \
I I
2 N\, /1'2

/\121

détermine deux diagrammes commutatifs dans I , ci-aprés désignés
(*) et (-x--x-) K

i'
1
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(*) I

Iz J2n
IO 2 (AL IR
|EY . k

ko\ k5 \ 2n+2

1

2n+1

N\ . (] ] .

ou les Ji sont pris dans iIo,IO,I1} et les ki, ki sont pris
A

dans §-11,11} .

(%)

N . 1] (3
ol les Hi sont pris dans EIO,I(') ,Iz’g et les hi’ hi sont pris
dans 312,1'25 .

4.4. De la proposition 7, on peut aussi déduire une descrip-
tion de COM>VI (?) N ° COMM (2) , lorsque P est une
— Pe

classe donnée de petites catégories. Ainei, si ™ est .un
ordinal régulier, et si T%( désigne sa classs des calegories
P
of - petites , on retrouve que C \Jo( contient la classe CJQ,_;
des catégories petites o{-filtrantes., De plus, on vérifie que
-
cagt (R) = Ty g

De méme, si ’F; désigne la classe des catégories petites
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et connexes, on retrouve que Cdﬂy ( ;2) contient la classe ?%

des catégories petites et discrétes. De plus, on établit que
qggy ( ?1 ) = QJJd. ou ?] 14 est la classe des petites caté-

gories I dont chaque composante connexe ‘lc posséde un cdne in-

2 Ip —>L; -

ductif de base 1Id
ic

4.5, Soit ob : Cat — 5 B0S (regp. F1 : Cat > Ens )

le foncteur "objet" (resp. "fléches") . Ces deux foncteurs commu-

tent aux I - limites inductives dés que I est une catégorie
petite vérifiant les conditions (1) et (2)' de 4.3. En effet ,
Cat est équivalente & une catégorie de foncteurs continus de

S vers Ens , ol S est une petite catégorie ol sont distingués
des produits fibrés ; les I - limites inductives dans Cat se

S

calculent donc comme dans y C'est-d-dire point par point,

dés que les I - limites inductives dans Ens commutent aux pro-
duits fibrés ,

De méme , une catégorie localisable au sens de Diers est 2

limites projectives connexes (par exemple la catégorie des corps)

car elle est toujours équivalente & une catégorie de foncteurs

continus et co-continus S ;> Ens ou l'on a distingué dans

S des limites projectives petites et des sonmes petites.




