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ALGEBRE DES CATEGORIES. — Au sujet de Dexistence dadjoints
d drotte aux foncteurs « image réciproque » dans la catégorie des catégories.
Note (*) de M. Francors Conpucmi, présentée par M. René Garnier.

Dans une catégorie G, & produits fibrés finis, si f est un morphisme on sait lui
associer un foncteur image réciproque : f*, I’étude des topos élémentaires (Lawvere)
a mis en valeur l'intérét de l’existence d’adjoints a droite a de tels foncteurs,
notés n,. Ici, en prenant G = Cat on caractérise ce qu’est un tel =, s’il existe; puis
on montre qu’en conséquence il n’existe pas toujours; enfin on donne un théoreme
d’existence.

1. (I) Norarions. — 1,2, 8 désignent les catégories totalement ordonnées
a 1, 2 ou 3 objets, les diagrammes ci-dessous donnent le nom de leurs
éléments,
0—1i>_1 g

0 ——2
w-

4 sera la catégorie a 4 objets définissant un carré commutatif.

(II) Prorosition. — Pour toute catégorie G on a les relations
(R 1) ~ hom (4, C) = Ob (C);
R2) hom (2, C) = F1(C);
R 3) hom (3, C) = FI(C) x FI(G) = Comp (C).

Ob (Q)

Un foncteur I — C ol I est une de ces trois catégories, sera désigné
de la méme maniére que 1’objet, la fleche, le couple de fléches qu’il définit.

On suppose donné un foncteur f: B — G; on note f* le foncteur image
réciproque par f, et 7, sera son adjoint a droite, s’il existe. f~* (¢), resp. £ (),
resp. f~* (Y, 0), ot ¢, Y et (Y, ¢) sont respectivement éléments de Ob (G),
Fl1(g). Comp (G), désigneront les 1images réciproques des foncteurs associés
4 ces éléments; f, (v, ©) sera la sous-catégorie de f~' (v, &) engendrée

par [T (VUFT () et fou(ved)=[T"(v,0)nf (Y9).
S1 =y existe et s1 £ : D — B est un foncteur, on doit avoir :

i) Ob (=, (D)) ~hom (1, 7, (D)) = \J (homg (c, =/ (D)), et par pro-

c€0b(G)
pl‘iété du «,, ‘ \
(A1) | Ob (z; (D) = \_J (homg (f~' (), D));
c€0b(C)
de méme
(A2) Fl(r, (D)) = () homg (f-* (v), D)

Y EFI(C)
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et
(A3) H 1 = Comp (r, (D)) =2 \_J homg (f-* (, 3), D).
(7> )
i — 1
)
"N, U
- B —> C

Les éléments des trois membres de gauche seront appelés des sections.

2. Il existe des foncteurs [ tels que Ty ne soit pas défint.

On a une application canonique par restriction :

®: H1->Fl(z;(D)) X Fl(z,(D))=H2;
Ob (% (D))

si on considére les membres de (droite au lieu de ceux de gauche, cette
application existe toujours.

Prorosition. — (A1), (A2), (A3) définissent une catégorie m, (D)
st et seulement st O est un isomorphisme, et dans ce cas c’est une costructure
libre sur D; stnon il n’y a pas de costructure libre sur D.

N. B. — On remarquera que l’étre mathématique défini par (A 1),
(A 2) et (A 3) est en un certain sens toujours la costructure libre, mais
n’est pas toujours une catégorie,

Montrons que ® n’est pas nécessairement une bijection :

Soit (Y, ¢) un foncteur de 8 - C, suivant le diagramme

3
¥
Co \

— O
£ 3

(a) Soit s une section définie sur (Y, ¢) [i. e. sur la catégorie £~ (Y, 9)];
on a

() = G/~ (1, 7 (0)) = (5", 8);

par ailleurs, soit b&f_ (yo?2) et b= b'b", avec V'Ef1(Y), b"€f*(0);
alors s (b) = &' (b') " (b”) (R).

(b) Soit (s', s”) dans H2; la seule condition qu’elles vérifient est
s[[f*(e1) = s"[f* (c1); d’oir deux conditions pour que @ soit surjective :

(i) tout couple (s’, s”) dans H 2 définit une section 5 sur f_, (Y, 0);

(if) toute section § définie sur f_; (Y, 0) s’étend en une section surf~* (Y, o).

Pour finir 'injectivité s’écrit :
aae . FaS ™ »r * r .
(111) toute section § sur [_, (Y, ¢) s’étend en au plus une section s définie

sur £~ (Y, 9).
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Prorosition. — Soit f : B - G un foncteur; le foncteur f* admet un
adjoint & drotte st et seulement st, pour tout foncteur h : D — B, les conditions
(1), (1) et (111) sont vérifides.

On va construire trois exemples de situations ou respectivement (1), (11),
(111) ne sont pas vérifiés.

(1) () | |
/C\ h /c\-\ | /I\V

a "‘*; b: —> a ——a-b-?-o'-—\;a-z

N NS

C est la catégorie 3; B est 4 et f est 'unique foncteur qui n’envoie que les

identités sur les identités; D est la catégorie définissant un carré non

commutatif; & est le foncteur égal & Pidentité sur les objets. On peut trouver

un couple (s, s’) de sections définies respectivement sur f* (¢) et ' (u)

et non prolongeables & f, (n, ¢). [En effet, homg (f_: (u, ¢), D) = O.]
(2) (u)

1 1 1.

SO L N N
0 3?2 03‘2 0 —a2

D et C sont éegaux a 3 et B est la somme amalgamée de 2 et de 8 au-dessus
de {0, 2}; les foncteurs & et f sont entiérement définis par le fait que,
restreints aux objets, ils sont égaux & P'identité; dans ce cas (1) est vérifié
mais pas (11). |

(3) (m)
1 1 |
o/::;'»;\z 0/—:;\2 / \

D est la somme amalgamée de B (ii) et de 2 sur {0, 2 }; & part cela, c’est
le méme cas que dans (11); (1) et (11) sont vérifiés mais pas (iii).

Cororraire. — Il existe des foncteurs f tels que w, n'existe pas.

3. CARACTERISATION DES FONCTEURS [ TELS QUE T, EXISTE.

Prorosition. — Soit f : B — D un foncteur; les conditions (i) et (11)
sont réalisées pour tout foncteur h : D — B si et seulement si, pour tout couple
de fléches (v, 0)€Comp (C), on a f4 (Yed) = f~' (Y0 0).

Démonsiration. — Que ce soit suffisant est évident; pour la nécessité
prendre comme couple (D, h) le couple de f_4 (7 3) et de son « plongement »
canonique dans B; (1) n’est pas vérfié. |

N. B. — Becrivons ce que signifie cette égalité et on obtient la condition,
(I 1) (V (7, 8)€Comp (C), V beB, f(b) = v09)

| =@ bef'(y),db"ef~ () A b ob" = D).
C. R., 1972, 2¢ Semestre, (T. 275, N° 19.) ‘ Série A — 66
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Lemme. — Soif un triangle commutatif dans G,

OO\

op ——>

(b, b") et (b, b,) des éléments de f=* (v)Xf™* (0) tels que b" b” — b, b’;
8’1l existe ¢ tel que ¢ b” = b et b, t = b/, pour toute section s’ sur f~* (Y)
et toute section s” sur f~' (6) compatibles, s’ (b') s” (b") = s’ (b)) s” (b]).

Notons Def (b), ou b€ f~* (¢}, la catégorie dont les objets sont les couples
(&', ") de f~* (Y)Xf~* (¢) tels que b’ " = b; les morphismes sont les
dans f~* (¢;) vérifiant les conditions du lemme

Prorosition. — Soit f: B — C un foncteur; la condition (1) est réalisée
si et seulement st, pour tout couple (Y, 0) dans Comp (Q) et tout b dans f-, (Yo d)
la catégorie Def (b) est connexe (11 2).

?

En effet, soit # : D — B : la régle R définit pour tout b une fléche unique -
de D; 1l est immédiat que D’application obtenue est un foncteur.

Dans le cas contraire un contre-exemple s’obtient en generallsant celm

du (1).

PropositioNn. — Soit f: B — G un foncteur; n; est défint st et seulement
st les conditions (II 1) et (11 2) sont réalisées.

(*) Séance du 2 octobre 1972. -
(*) BEnaBoU, Séminaire 1971-1972 (multigraphié).

(*) BasTiaNt-EBRESMANN, Cafégories de foncleurs structurés (Cahzers de Topologze et
Géomélrie différentielle, 11, n° 3, 1969).

(®*) LAwvERE, Notes multigraphiées.
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