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Estratto da Calcolo Vol. XIV, fasc. I (Aprile - Giugno) 1977

UN THEOREME DE OHOMSKY - SOHUTZENBERGER
POUR LES FORETS ALGEBRIQUES

A. ArNoLD - M. DavcHET (})

RésuME - On démontre un théoréme de Chomsky - Schiitzenberger dans le cas des
foréts algébriques. On définit les foréts de semi-Dyck et les foréts de semi-Dyck
simples et on montre qu'une forét est algébrique si et sculement si elle est I'image
par un homomorphisme linéaire de lintersection d’une forét de semi-Dyck [ou de
semi-Dyck simple] et d’une forét locale [ou reconnaissable] ou équivalemment si
elle est la transductée linéaire compléte ascendante ou descendante d’une forét de
semi-Dyck ou de semi-Dyck simple.

Introduction.

Le théoréme de Chomsky-Schiitzenberger [5], [17] (1963) qui carac-
térise les foréts algébriques comme image homomorphe de Iintersection d’un
langage de Dyck ou de semi-Dyck et d’un langage local a été I'un des premiers
théorémes importants de la théorie des langages. Il a fait appaitre le role
important que jouent les langages de Dyck ou de semi-Dyck dans la théoriz
des langages algébriques et a permis de montrer que la classe des langages
algébriques était une AFL principale, définie par Ginsburg et Greibach [9].

Ce résultat a été le point de départ d’un grand nombre de travaux
portant sur les relations entre la classe des langages de Dyck et celle des
langages algébriques comme ceux de Nivat [11], Boasson [4], Autebert et
Beauquier [3], et qui ont amené une meilleure connaissance de la classe
des langages algébriques.

Regu le 2 Mars 1976.
(1) Laboratoire de Calcul Université de Lille I Boite Postale 36 59650 Villeneuve
d’Ascq.
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En comparaison, on connait relativement peu de choses sur la classe des
foréts algébriques définie par Rounds [15] en 1970, en dépit de leur intérét
dans le cas des foréts algébriques. Et comme les langages locaux et les homo-
Nivat [12], [13] et Courcelle [6]. Rounds [15], [16], Maibaum [10] et
Engelfriet et Schmidt [8].

Il est intuitivement évident, quand on considére une construction qui
permet de démontrer le théoreme de Chomsky-Schiitzenberger, — par exemple
celle de Rhodes et Shamir [14] — qu’on peut faire une construction analogue
dans le cas des foréts algébriques. Et comme les languages locaux et les homo-
morphismes ont leur équivalent dans la théorie des foréts, il suffit de définir
I'équivalent des langages de Dyck ou de semi-Dyck pour pouvoir énoncer
un théoréme de Chomsky-Schiitzenberger dans le cas des foréts algébriques.
Sa démonstration sera analogue & la démonstration du théoréme classique.

Précisons tout d’abord que nous nous sommes limités 4 définir, dans le
cas des foréts, 1’équivalent des langages de semi-Dyck, pour des raisons de
simplicité, et pour la raison que le role symétrique que jouent les parenthéses
ouvrantes et fermantes dans le langage de Dyck n’a aucune raison d’étre
dans le cas des foréts car la notion d’arbre est une notion « orientée » contrai-
rement a celle de mot.

Un alphabet gradué de semi-Dyck est un alphabet formé de parenthéses
ouvrantes et fermantes tel qu’il existe une bijection entre ’ensemble des paren-
théses ouvrantes et une partition de lensemble des parenthéses fermantes.
Un arbre de semi-Dyck est un arbre dont toutes les branches portent un mot
de semi-Dyck. Toute forét algébrique est alors I'image par un homomorphisme
linéaire de I’intersection d’une forét de semi-Dyck et d’une forét locale.

C’est uniquement pour faciliter les démonstrations qu’on considére un
alphabet ol & une méme parenthése cuvrante sont associées plusieurs paren-
théses fermantes. Si on se restreint au cas ol a chaque parenthése ouvrante
est associée une seule parenthése fermante, on obtient les alphabets et les
foréts de semi-Dyck simples. Un théoréme s’énonce alors: une forét est
algébrique si et seulement si elle est I'image par un homomorphisme linéaire
de lintersection d’une forét de semi-Dyck simple et d’une forét reconnaissable.

Nous démontrons aussi une autre formulation de ce théoréme: toute
forét algébrique est image par une transduction linéaire compléte d’une forét
de semi-Dyck ou d’une forét de semi-Dyck simple. Or la classe des transduc-
tions linéaires complétes est une des trés rares classes de transductions a
posséder les deux propriétés suivantes:

(i) il n’y a pas de différence entre le cas ascendant et le cas descendant;

(ii) la classe est fermée par composition (Engelfriet [7]); ce qui
rend donc cette caractérisation trés intéressante.
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Enfin nous démontrons que Alg,, la classe des foréts algébriques sur
alphabets gradués dont tous les symboles sont de arité inférieure ou égale
a n peut €tre engendrée par transduction linéaire compléte & partir d’une seule
forét de semi-Dyck simple D,. Ce résultat-qui est le meilleur qu'on peut ob-
tenir car il est bien clair qu'une forét contenant des symboles de arité stric-
tement supérieure a n ne pourra jamais étre obtenue par transduction linéaire
a partir de foréts ne contenant que des symboles de arité inférieure ou égale
4 n-ressemble au résultat bien connu que la classe des langages algébriques
est un «cOne rationnel principal » [4] et semble pouvoir étre le point de
départ d’'une étude approfondie de la classe des foréts algébriques analogue 2
celle faite en [3] pour les langages algébriques et a celle faite en [1] pour
les foréts reconnaissables.

La premiére partie de ce travail rappelle trés brievement quelques notions
utilisées. La deuxiéme partie est consacrée 2 la définition des foréts de semi-
Dyck et a quelques unes de leurs propriétés. Le théoréme de Chomsky-Schiit-
zenberger est démontré dans la troisiéme partie et ses autres formulations dans
la quatriéme.

1. Préliminaires.

1.1. Notions de base.

Nous supposons déja connus du lecteur, les définitions, notations, et
résultats élémentaires de la théorie des langages d’arbres, qu’il pourra retrouver
dans D’article de Rounds [15], et dans ’excellente introduction d’Engelfriet [7].
En particulier nous ne définissons pas les notions et notations suivantes:

— alphabet gradué, arbre, forét, arbre indexé.

— Z*,2*(X), ol Z est un alphabet gradué et ot X={x:|ieN} est
I’ensemble des variables.

— sous-arbre initial, sous-arbre final, profondeur.

— noeud, racine, feuille, étiquette.

— homomorphisme linéaire, homomorphisme alphabétique.
— automate, forét reconnaissable.

— transducteur linéaire complet ascendant ou descendant.

Prorosition 1.1. (Engelfriet [7]1). La classe des transductions linéaires
iscendantes est identique o celle des transductions linéaires descendantes. Elle est
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fermée par composition et contient intersection avec une forét reconnaissable.
On notera Tic cette classe de transductions.
Nous supposons également connues les notions de forét algébrique, gram-

. 2 . s e . . . *
maire algébrique, dérivation dans une grammaire et la notation X =1

/N ¢

x, X
ot G est une grammaire algébrique et X un symbole non-terminal de G. (voir

[81, [10], [15], [16D).

PrROPOSITION 1.2. (Rounds [16]). La classe des foréts algébriques est
fermée par transduction linéaire complete, par intersection avec une forét re-
connaissable et par homomorphisme linéaire.

Une grammaire algébrique G=(Zy, Z, Xo, ‘R) est dite sous forme normale

[10]’ Si%=%cu%fu%e Otl

— R, (ensemble des régles croissantes) ne contient que des régles de la
forme X — X’ ;

2N 2N

T
AN
® X & Ly

— R; (ensemble des régles finales) ne contient que des regles de la
forme X - f ol feZX, p pouvant étre nul;
VAN VAN
€z, Ln .’L"'l :I,'ip
— R, (ensemble des régles effacantes) ne contient que des régles de la
forme X —x.

RN

® T

PropOSITION 1.3. (Maibaum [10]). Toute forét algébrique peut étre en-
gendrée par une grammaire sous forme normale.

1.2. FORETS LOCALES.

Soit = un alphabet gradué. On appelle transition tout uple (o, o1, ... , On)
ot n=d (6) quon écrira aussi o©

7N\

01 On
On dira que la transition Y figure dans l'arbre indexé ¢ de
01 On
Z* (X) si t s’éerit ¢ (o (#, ..., tn)) OU la racine de t; est étiquetée par o
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Soit X' 2,2/ cZy et T un ensemble de transitions. La forét locale définie
par (X', %, T) est I’ensemble des arbres de X* dont la racine est étiquetée
par un symbole de X', dont les feuilles sont étiquetées par des symboles de
2y, et dont toutes les transitions figurent dans T.

Il est clair que toute forét locale est reconnaissable.

1.3. BRANCHES D’ARBRES.

On note d(2), appelé degré maximum de I’alphabet gradué X, le plus
grand entier n tel que X, J.

Soit teX* (X). On appelle branche de t tout élément de I’ensemble
Be () c ({0, ..., d ()} X (ZUX))* défini inductivement par:

Bi (x;)={(i; x;)
Bi (o (t1, ... , t))={i; 0) (By (t) UB: (%) ... U B, (£.)).

LEMME 1.1. Soit t un arbre de Z* (X) dont une seule feuille est étiquetée
par x. Alors MiB: () n’a qu'un seul mot se terminant par {j; x).

Ce lemme se démontre trés facilement par induction sur la profondeur
de ¢

LEMME 1.2. Soit t (x)eZ* (X) dont une seule feuille est étiquetée par la
variable x et soit t'€X* (X). Alors, ¥j, B; (t (') est obtenu en substituant
B: () a (i;x) dans B;(1).

Cette propriété se démontre aisément par induction sur la longueur de
I'unique branche de #(x) se terminant par (i; x) et en utilisant l’associativité
de la substitution dans les langages.

LEMME 1.3. Soit teX* (X) et soit by {i; oc) b,€B;(f) avec bi=A. Alors
il existe une variable x et un arbre indexé t (x) dont une seule feuille est
étiquetée par x, un arbre indexé t, tels que:

t=t (t);
bi (i, x) est l'unique élément de B; (t (x)) se terminant par (i; x);
(i; o) b2€B; (t).

Cette propriété se démontre par induction sur la longueur de b

Si la longueur de bi=1, alors bi={(j;y) et t=y (', ..,#)). On pose
1 (x), ol x est une variable ne figurant pas dans ¢, égal a y (¢, ..., iy,
X, Firty ooy ) €t a=t/. On a bien {j; y) {i; x)€B; (t (x)). De plus B; ()=
={(j; v) &J B (1) ={j; y)kg_Bk (#) U {j; v} B:(4/) qui est bien obtenu
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en substituant B; (t/) a {j; y)kU B (t") U {j; v) (i; x)=B; (t; (x)).
i

Si la longuer de b; est supérieure & 1, by=>b"{k; y). t s’écrit donc # (t;)
avec bi'{k; x)€B; (t1 (x)) et {k;v)(i; o) b2€Bi (t;). Mais #, sécrit t; ()
avec (k;v) (i;x)€Bi(t:(x)) et (i;0) beB:i(t) dout b (k;y){i;x)e€
B,' (tl (ts (X))) et (l; O') b,€B; (f4) et t=h (t3 (t4))

cqfd.

L’introduction de cette notion de branche va permettre de définir dans
la partie suivante les mots portés par une branche et de définir les arbres
d’une forét de semi-Dyck comme ceux dont les branches portent des mots d’un
langage de semi-Dyck. Les lemmes 1.2 et 1.3 permettront la décomposition d’un
atbre de semi-Dyck en arbres Dyck-premiers en utilisant la décomposition en
mots Dyck-premiers des mots de semi-Dyck portés par les branches.

2. Foréts de semi-Dyck.

2.1. ALPHABET GRADUE DE SEMI-DYCK.

Soit I un ensemble fini, soit #» une application de I dans I} et d une
application de I dans R—{o}.

On appelle alphabet gradué de semi-Dyck associé a I, n et d, noté
A (I, n, d), Palphabet contenant les symboles suivants:

o et ool le degré de ‘0 est 1 et celui de o est 0.

pour chaque i€l, i, ©,...,"® ot le degré de i est d (i) et pour chaque
j€{0, ...,n ()} celui de 7 est 1.

On appellera parenthéses fermantes les symboles de la forme i ou o et

parenthéses ouvrantes ceux de la forme i ou o. Contrairement au cas des
langages de semi-Dyck, ici & une méme parenthése ouvrante peuvent &tre
associées plusieurs parenthéses fermantes ceci afin de faciliter les démonstrations.
Cependant on considére plus loin le cas ou n (i)=1, c'est-a-dire olt & chaque
parenthése ouvrante est associée une seule parenthése fermante. On verra que
o et o introduits aussi pour des raisons de commodité seront utilisés comme
seules étiquettes possibles pour la racine et les feuilles des arbres d’une forét
de semi-Dyck.

A tout alphabet gradué de semi-Dyck A (I, n,d) on associe [Dalphabet
non gradué A’ (I, n,d) qui contient les symboles

— 0, 0

— pour chaque i€l, i et i
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On note Dy, n,a le langage de semi-Dyck sur A’ (I, n, d) engendré par
les congruences o - o=Aceti-i=A pour tout iel.

2.2. ARBRES DE Dyck.

Soit A=A (I, n,d) un alphabet gradué de semi-Dyck, et A'=A’(I, n, d)
I’alphabet non gradué qui lui est associé. On considére 1’homomorphisme de
monoide p de ({o,...,d (4)}x(AUX))* dans A'* défini par

u({j; i) =i pour tout ieIU{o}

p({j; ©¥Y) =i pour i€l et ke{o, .., n @)}
p(j o) =0

p({j; x)) = A pour x€X.

On dira qu’un arbre indexé teA* (X) est un arbre indexé de semi-Dyck
si £ (Bo())cDy. En dautres termes, un arbre indexé est de semi-Dyck, si
pour chaque branche de f, le mot obtenu en prenant les étiquettes des noeuds
de cette branche de la racine & la feuille est un mot de semi-Dyck si on ne
tient pas compte des indices des parenthéses fermantes. En particulier 1'arbre
indexé réduit 4 une variable est un arbre de semi-Dyck puisque g (Bo (x))=
=p ((0; x))=A.

REMARQUE. D’aprés la définition de B; et u, il est clair que
Mi, j,p (B: (1) =p (B; (1)).

ProPOSITION 2.1. Si t(x) et t' sont des arbres indexés de semi-Dyck, t (t')
est un arbre indexé de semi-Dyck.
D’apres le lemme 1.1, Bo(t(t)) = Bo(t (x)) — b{j; x)Ub B; (t) ot
b {j; x) est l'unique branche de t se terminant par x. On en déduit que
£ Bo(t ) (Bo (8 (x)) U (b)-u (B ().
Or
i Bo(t(x)CDy ; pB; (¢)CDy

w®d=p G {j;xNcu Bt (NDy . cqfd.

et

Un mot de DYy est Dyck-premier si c’est un mot non vide de Dy qui
n’est pas le produit de plusieurs mots non vides de Dy . L’ensemble des mots
Dyck-premiers de D, est donc D% =Dy —{AD—(Dy —{A}*. Par ana-
logie, on dira qu’un arbre indexé de semi-Dyck est Dyck - premier si
u (By (t))CD}. Un arbre réduit & une seule variable n’est donc pas Dyck -
premier.
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Comme dans le cas des langages on peut décomposer un arbre indexé de
semi-Dyck en arbres Dyck-premiers.

LEMME 2.1. Si t est un arbre indexé de semi-Dyck non Dyck-premier, il
existe un arbre indexé de semi-Dyck, Dyck-premier, t, (X1, ... , Xu) et n arbres
indexés de Dyck non réduits & des variables ty, ..., t, tels que to(ty, ..., t,) =t
Cette décomposition est unique.

Pour démontrer ce lemme, il suffit de montrer que si ¢ n’est pas Dyck-
premier, il existe deux arbres indexés de semi-Dyck 1 (x) et £, oll # n’est pas
réduit & une variable, tels que t=t ().

Si ¢ nest pas Dyck-premier, il existe une branche b de ¢ telle que u (b)
n’est pas un mot Dyck-premier, ce qui entraine que b=b, b, avec (b)) et
# (b2) appartenant & Dy —{A}. b, est donc égal a (i; o) by. D’aprés le lemme
1.3 il existe # (x) et £ tels que =t (t); by {i;x) est Punique élément de
By (t (x)) se terminant par (i; x) et {i; o) b,eB; (%).

D’aprés le lemme 1.2 B, (t (82))=(By (1 (x)) — by {i; x)) U b, B, (t).

Comme p (By (t: (t))) Dy, 1(By (t1 (x)) — by (i: x)CDy et p (b (B; (t)=
=pu (b)) 1 (B: ())cDYy .

Mais g (b))c=Dy ce qui entraine que u (B; () =g (Bo (t)cDy et donc
I est un arbre indexé de semi-Dyck. Par ailleurs wb)=p (b: {i; x)) d’ou
£ Bo (b (x))=pe (Bo (ty (%)) — by (i; x)) Uz (by (s x))CDy est donc # (x) est
aussi un arbre indexé de semi-Dyck.

En réitérant cette décomposition, on obtient bien un sous-arbre initial
Dyck-premier de I’arbre t. Ce sous-arbre initial est unique car sinon il existerait
une branche b de ¢ telle que u(b) aurait plusieurs décompositions en mots
Dyck-premiers. cqfd.

PROPOSITION 2.2. Si t est un arbre indexé Dyck-premier, toutes ses feuilles
sont étiquetées par o ou toutes étiquetées par des variables, selon que la racine
est étiquetée par o ou non.

Si ¢t est de la forme o ), tous les mots de & (Bo (1)) sont de la forme o W.
Comme ils sont tous Dyck-premiers, ils sont tous de la forme o W’ 0. Toutes
les feuilles de ¢ sont donc étiquetées par le symbole o-aire 0. Si ¢ n’est pas de
la forme o (¥') toutes ses feuilles sont étiquetées par des variables, car sinon
il aurait des feuilles étiquetées par I'unique symbole o¢-aire 5; L (Bo (8)) contien-
drait alors au moins un mot wo et donc un mot 0w o ce qui est impossible
si la racine de ¢ n’est pas étiquetée par o. cqfd.

LEMME 2.2. Si t est un arbre indexs Dyck-premier de la forme o (1, ... s tn)
dont toutes les feuilles sont étiquetées par des variables, alors
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il existe i€l tel que o=i
il existe n arbres indexés de semi-Dyck t/,...,t, dont les feuilles sont
toutes étiquetées par des variables tels que t; est obtenu en remplacant les

feuilles de t par des arbres de la forme i (x,).
Tous les mots de ,u(Bo (t)) commencent par o’'=u (o a)) et sont dans

Dy . o’ est donc égal 4 0 ou i, et donc 6=0 ou i. Le cas 0=0 est exclu d’ aprés
la propos1t10n 2.2, Comme les mots de u (Bo(f)) sont Dyck-premiers ils se

terminent tous par 7; les branches de t se terminent donc toutes par (m; Z:E)-
(1, x,) =B, (i* (x,))-puisque * est un symbole de degré 1-les arbres ¢ sont
obtenus par application du lemme 1.3. De plus il est immédiat que u (Bo (¢))

=7 u B (tHYU...UB, (t.))-i. Comme p (By (£))cDY- , il s’ensuit immédiatement
que, quel que soit j, u (B; (t/))c Dy et donc que les ¢/ sont des arbres indexés
de semi-Dyck. cqfd.

LEMME 2.3. Si t est un arbre indexé Dyck-premier dont toutes les feuilles
sont étiquetées par o, il existe un arbre indexé de semi-Dyck t dont les
feuilles sont étiquetées par des variables tel que t=o0 (") ou t” est obtenu en

remplagant les variables par o dans t'.
Ce lemme se démontre de la méme facon que le précédent.

3. FORETs DE SEMI-DyCK.

La forét de semi-Dyck D4 sur P'alphabet gradué de semi-Dyck A=4 (I, n, d)
est I’ensemble des arbres de A* qui sont des arbres de semi-Dyck et dont la
racine est étiquetée par o.

ProrosITION 2.3. Tout arbre de la forét de semi-Dyck D , est Dyck-premier.

Soit ¢t un arbre de L, . Si ¢ n’est pas Dyck-premier, alors, d’aprés le
lemme 2.1, ¢ s’écrit £ (fy, ..., t,) olt f, est Dyck premier. L’arbre f, a des feuilles
étiquetées par des variables et la racine étiquetée par 0 ce qui contredit la
proposition 2.2. cqfd.

ProprosITION 2.4. L’arbre t appartient a la forét de semz Dyck Dy ssi il

existe un arbre indexé de semi-Dyck t' (xi, ..., x.) tel que t= 0 ¢4 (o, . ,0)).
La condition nécessaire pour que ¢ appartienne a L, est une consequence
de la proposition 2.3 et du lemme 2.3. La condition suffisante découle du fait

que g Bo(®M)=0 u B () o.  cqfd.

THEOREME 2.1. La forét de semi-Dyck D4 est une forét algébrique.
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Soit A=A (I, n,d) un alphabet gradué de semi-Dyck.

Soit la grammaire algébrique G dont l’ensemble des symboles non-
terminaux est {Xo, X}U{X:|iel} avec d (X))=0, d (X)—l Mield (X)=1;
dont I’axiome est X, et dont les régles sont :

re: Xo—>0 (X (0))
r: X (x) = X (X ()
r: X —>x

ric X (x) > i pour tout i€l

N
X/ N\X
| |
X¢ X;

X e X

d (i) fois
rai Xi (x) > 7 (x) pour tout i€l et je{o,...,n (Q)}.

Soit F la forét algébrique engendrée par cette grammaire. Il est immédiat
d’aprés la construction de G, que FCD,4. Pour montrer l'inclusion D4 CF,
cn montre d’abord que si # est un arbre indexé de semi-Dyck dont toutes les
feuilles sont étiquetées par x, alors X (x) —_(';‘> t, en raisonnant par induction

sur le nombre p (f) de parenthéses ouvrantes qui figurent dans #.

Si p=o alors t=X et X(x)?’>x.

Si p+o

— si t n’est pas Dyck-premier, d’aprés le lemme 2.1, t=1f (¢, ..., ts) avec
p<p () Mie{o,..,n} ot to(x1, ..., Xn), t,..,%. sont des arbres indexés
de semi-Dyck. On a donc X (x) %> t; pour 1<i<n et to(x, ..., x) étant aussi

un arbre de semi-Dyck X (x\ ==> to (x x) “dott X (x) ==> x (X (x)) =>
=>4 (X (%), ..., X (%)) ==> 1, (t, ..., n)—t

— si t est Dyck-premier, alors, d’aprés le lemme 2.2, il existe des arbres
indexés de semi-Dyck t#, ..., ¢, dont toutes les feuilles sont étiquetées par x,

tels que ¢ est obtenu en remplacant x par 7 (x) dans i(t/,..,%). On a donc
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X@)==>t, (@) ot X(@)==> 1 —>0 (], th)

/N

b—

-,

M—™

8
8

S———
n fois

N

ot &’ est obtenu en remplacant x par X; (x) dans ;" d’olt X (x) =>4
Si maintenant teD 4 on applique la proposition 2.4. Il existe donc un
arbre indexé de semi-Dyck ¢’ dont toutes les feuilles sont étiquetées par x tel

que t=0 (¢ (0, ...,0)). Comme X (x)==>#, X¢e= 0 (X (0) ==> t. cqfd.

3. Caractérisation des foréts algébriques.

Soit F une forét algébrique engendrée par une grammaire G={Z2, X, Xo ‘K)
sous forme normale-donc K = K. U K, U K,.

Soit pg l'application de ¥ dans Zy qui & toute régle r associe le symbole
non terminal qui figure en partie gauche de cette regle.

On considére I’ensemble E et I'application val de E dans Zy définis comme
suit:

ZoeE et val (Zy)=Xo

pour toute régle r= X —> D. ¢4 € K.
VAR VRN
.111 Xy Xi Xm
/N N
X, Tn Xy Tn
zZ_, Z;l s 4= € E et val(Z) = X"; val (Z;l) =X, ,val(Z;: )= X,n.

3.1. DEFINITION DE L’ALPHABET GRADUE DE SEMI-DYCK.

On forme l'alphabet gradué de semi-Dyck A=A ([, n, d) défini par
I={(r,Z)e R XE |val (Z)=pg (n}

M(r, ZYel, n({r, Z))=d (val (Z))
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11 si re KReU Ko

1sir= X —a€Ks
VRN
v (r,Z)el, d((r, Z)=. 5 @
psir= X — f € Ky.
/N VAN
€y ®n &, ac.-p

3.2. DEFINITION DE L’HOMOMORPHISME.

Soit # un symbole de degré 0 n’appartenant pas 4 3. On définit ’'homomor-
phisme @ de A* dans EU{#DH* par

@ (0 (X)=x.
& (0)=7%.
@ (i (x))=x pour tout i€l et je{o,...n (M}

— sireR. UKR,:

@((r/,_Z\) (x))=x pour tout Z tel que val (Z)=pg (1.
— sir= X —a€eRse
/N

®,  Om

] ((7,7) (x))=a pour tout Z tel que val (Z)=pg .
— sir= x — f € Ry:

/N /N
x5

X, X, ’L‘;l .p
N
& (7, Z) (%1, e » X)) =1 (X1, w005 Xp)-
Par définition cet homomorphisme est linéaire.
3.3. DEFINITION DE LA FORET LOCALE K.

Soit T I'ensemble de transitions défini par

1. pour tout {r, Z)€l tel que r€NRe, 7, r’eR
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1.1. (ﬁ ) appartient a T.
|
(', Z,)

N— L
1.2, (r’,Z;‘.)’ appartient a T Mie{l,..,d (val(Z,)} et
| j€{0, .., inf (n (', Z; 1), n ({1, Z))) }-
(rZy
1.3. (7, Z) appartient 3 T Mie{l,..,n(r, Z)}.
l

—
(r”, Z;‘. )

14. (#,Z,)° appartient a T.
l

(1, Z)°
2, pour tout {r,Z)el tel que r= X —x; (rT—Z\ ) appartient & T.
/ N\ |
x Ty S— .
! (r,Z)
3. pour tout (r,Z)el tel que r= X  —aq, (r/,—Z\ ) appartient & T.
|
T gy
4. pour tout (r, Z)el tel que r = X — 5 , (r,Z)

SN N AR

~— ~——
T wa @y i, (5, 700 (7 2

appartient a T.

5.

pour tout reR tel que pg(H=X, o0 et (r,\Z:)O appartiennent a T.
I

(Z) o

La forét locale K est la forét locale définie par <{{o}, {0}, T}. On note

K1 (X) Pensemble des arbres indexés dont toutes les feuilles sont étiquetées par
des variables et dont toutes les transitions sont dans TU{(r, Z)'|(r, Z)€I et

&5



174 A. Arnorp, M. Daucher: Un théoréme

Ie{o,..,n({r,Z))}} et on note Kp(X) Pensemble des arbres de Ki(X)
qui sont des arbres de semi-Dyck-premiers.

PROPOSITION 3.2. Soit t un arbre de A*. L’arbre t appartient @ Ds NK
ssi il existe re R et un arbre t de Kp(X) dont la racine est étiquetée par

(Z_Z\o) et toutes les feuilles par xo tels que t=o0 (t") o t’ est obtenu en
remplacant xo par o dans t'.

Remarquons d’abord que (r Zy) est un symbole du degre 1. En effet si
la régle r a val (Zo)=Xo en partle gauche, reR. et d ({r, r, Zo))=1, ou r est de

la forme Xo—> a et le degré de (r, Zo) est encore 1. D’autre part n ((r, Zo))=
=d (X9 =1.

Démonstration de la condition suffisante.
Soit un arbre # appartenant & Kp(X) dont la racine est étiquetée par
(7, Zo), et toutes les feuilles par x,. D’aprés le lemme 2.2 il existe un arbre
indexé de seml-Dyck t” tel que t'=(r, Zo) " (r, Zo)° (x0), ..., {1, Zo)" (o)),
Les transitions o et (r, Zo)0 appartenant a T larbre t——o((r Zo)(t”’
| l
(nZo) o
(576 (@), o, (P Zo)* @)))=0 () appartient bien & Ds NK et 1" est
bien obtenu en remplagant les variables par o dans t'.

Démonstration de la condition nécessaire.
Si ¢ appartient 8 D4 NK alors d’ apres la proposmon 24 t=0 (t (, .. )
Comme ¢ appartlent aussi a K, t=o ((r, Zo) " (n, Zo)" (0) wes {Pny Zo) (o))))

et t'={(r, r, Zo) (7 ({75 1y Z0)° (%0, wvv s (T i Zo)® (x0)) appartient & Ki(X). Il reste &
montrer que ¢ est un arbre Dyck—premler (et donc r=ry..=rn).
Si ' n’est pas Dyck-premier il existe une branche b de By (t) telle que u (b)

n’est pas un mot Dyck-premier. Or p (b)= {r, Zo) w {rs, Zo)° donc comme g (b)
n’est pas Dyck-premier p (b)=(r, Zo) w (1, Zg) wy { P, Zo) w3 (r,, Zo)

D’ apres la deﬁmtlon de T, (rs, Zo) ne peut qu’étre precede de o et (r, Zo)0
suivi de o d’ou wy=0 w0, ce qui est impossible car 0 ne peut pas avoir de

successeur ni o de prédécéceur. cqfd.
LemMmE 3.1. Si X =t ., ) €3* (X) dlors il existe re‘r
VAN

x, z,
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tel que pg(r)=X et MZ tel que val (Z)=X il existe un arbre t' (x, ..., Xo, Xiy
X0, wuo s X0, Xigy Xoy e s X0y Xiyy X0y oev x0)=t"€Kp (X) tel que

P
i) —la racine de t' est étiquetée par (r,Z)
11) —t (JC';'1 3 sve x.'p)_—__q5 (t’)

On va démontrer le résultat par induction sur la longueur de la dérivation
X => { (X,‘.‘l s nes x.-p)

/N

@, @,

— si I=1, commet (x;, .., x;,)€Z* (X) la dérivation se réduit & une
régle de ¥, U ‘¥,. Soit r cette régle, elle a la forme

H r= X — ¥

RN
x, x,

ou 2) r= X —a
RN
x, Xy

ou 3) r= X — I
RN /N
xr, X, 2; iy

alors Z tel que val (Z)=X on pose tz=

Q) (r,2) ou 2 (nZ) ou (3) (nZ)
1 | N
(nZ) (r,Z)° (RZYr (1 Z)
| | : |
&g d«‘o Xy xX;

oll ¢z appartient a Kp (X) et vérifie (i) et (ii).

. s . . * 2
— si I>1 la dérivation X (xy, .., x.) =—> ¢ (xips oo s xi,) commence néces-
sairement par la régle

r= X — X’
AN / AN
x X, X‘ Xm
SN /N
x, ®, @ X
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avec
*
X’ > tO (.’L‘,’l, ves y x;k) = tO
VAN
&y Xm
. _*
Pour ] € ‘1, ceey k} ij ——> tj (ij(” y reey wf"j(qﬁ) == t]
/N
Xy Xn

. t(wil, e ,wip) = t() (t, (xpl(l) y ooy Lpy(ay) ), ey ty (.’L‘pk (1) y vev s Epyap) ).
D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe 7o et
B (Xg 4 +oe » To s iy y Toy weey Loy Figy Loy ey Boy Pig wo,...,wo).—--t")

—

€Kp (X) dont la racine est étiquetée par (ro, Z,) et tels que @ ()=t et pou
chaque je{1,...,k} ii existe rj et

t; =1 (@g 5 -y Toy ¥pj(1) s Toy ooty Ty Tps)s Loy +0r Tpjia) s Yoy ay ...) € Kp (X)
. rye Vs o 7
dont la racine est étiquetée par (ri, Z;, ) et tel que ;= (t)).
j

~— i
Comme f, appartient a Kp (X), la variable xiest précédée de {ro, Zv)’
S——— &
La transition {70, Z,,)j appartenant a T Parbre w="to (Xo, .-, Xo, t1's Xo, o0 » Xo.t2, -
|
TN
(ri) Z;‘.j )
ey 1 Xy or s X)) EKL (X) 0t cest un arbre de semi-Dyck.
— S——— S—— S — N
Les transitions (r, Z), (riZ; )5 (ro, Z,)°, (r;,Z: )* appartenant a
] Y
| l | |
(To,Zr) <r,~Z>k (r:Z)D <T7Z>0
pour tout Z tel que val (Z)=pg (r»=X alors l'arbre (r,Z) W) ol u ¢
obtenu en remplacant x; par (\r,—i)" (x;) dans u appartient a Kp (X). De pl

on a bien @ ((ﬁ) W))=9 (); et comme
O (7 Z) )=x;, @ W)= W)=

:to (@ (t1’), oo s (] (tnl))zto (tl, wee s tn)zt.
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De plus il est immédiat par construction que les variables de (r, Z) (')
différentes de xo sont, dans I’ordre

To )y o9 Tp gy Toy (09 wv s Tpy(a) 5+ 5 Tpa(t) y Tpy(gpo) »

cqgfd.

LEMME 3.2. Si t est un arbre de Kp (X) dont la racine est étiquetée par

(1,Z), alors val (Z) ==> @ (t). De plus les variables de @ (f) sont, dans

N
x, Xy

Pordre, celles de t qui sont différentes de xo.

On démontre le résultat par induction sur le nombre p de parenthéses
ouvrantes figurant dans ¢.

Si p=11¢ est nécessairement de la forme

(1) (nZ) ou (@ (rZ), avec i+0, ou (3) (rZ)
/N | |
(RZYs (hZYe (r,Z) (hZ)y

! | | |
, i, @x; x,

Dans le cas 1) r= Val(Z) = & ()=} (xi1 y e s Xiy)
VAN

s f () ou
Dans le cas 2) r= val(Z) =& ()=

/ AN (xi-
L x,

Dans le cas 3) r= val(Z) = & (H)=a.

wi w']

Dans ces trois cas les conclusions du lemme sont vérifiées.

p>1.

Remarquons d’abord que dans ce cas re ®. et donc (7,—2) est un
symbole de degré 1 car si r¢ R, les transitions permises A partir de (1',,7 )
sont (7,7) ou (?,_2) et si t€Kp (X), t n'aurait qu’une seule parenthése

I 7\

(NZY (nZY (nZ)s

ouvrante, ce qui est exclu.
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On applique a ¢ le lemme 2.2 et en tenant compte du fait que teK; (X)
on en déduit qu'il existe un arbre indexé de semi-Dyck # appartenant & K; (X

—_——
dont la racine est étiquetée par (ro, Z,) tel que t est obtenu en remplagan

Xx; par (mi (x;) dans (;,_Z ) (). De plus en tenant compte du lemme 2.1, ¢
peut sécrire fo(#,.., %) (p pouvant &tre nul si # est Dyck-premier) o
t, ..., t, sont des arbres indexés de semi-Dyck (éventuellement réduits 4 un
variable). Comme f, est un arbre Dyck-premier dont la racine est étiqueté

par (ﬁ,), la variable x; est précédée de (r\o,-z,)"j et & (x;r1 y s xkp)eKD X)

1) Supposons que l’arbre #; soit réduit & la variable Xq;- Comme er
substituant #; & x; dans f (xi, ..., X,) on obtient un arbre de Ki (X) et si ti=x,,

la variable x; est précedée de (r’,Z,)%. Mais en substituant {(r, Z)(x;)) 2 x

dans (7, Z) () on obtient encore un arbre de K, (X); la transition (r, Z,)

I
(r, Z)s
appartient & T ce qui n’est possible que si ¢;:=0.

—
2) Si t; n’est pas réduit 4 une variable, sa racine est étiquetée par (ri, Z:|
N—
et la transition (7o, Z;)* €T ce qui nécessite que Z‘:Z;k-' Comme teK; (X)

l i

{ri, Z;)
—— |
t:€Ki(X). Si t; n’est pas Dyck-premier #; pourra se décomposer ou t; ({r/',Z- )it "),

ki
N . 7 s - ” ’ . . .

ou la racine de #” est étiquetée par (r/’, Z”) ce qui est impossible car T ne

SN—
contient aucune transition de la forme (r’,Z:)7.
3
4

(r,Z)

En conséquence, il existe donc ty=# (xy, ... , Xs, Xk s X0y vev s X0, XkysXo, e s Xk gy

—_—
Xo, ..., X)) EKp (X) dont la racine est étiquetée par (ro, Z,) et m arbres de

Kp (X), t1, ... , t dont les racines sont étiquetées respectivement par (r, Z ;k_).

D’apres I'hypothése de récurrence Val (Z,) ==> & (t)=1, Xk, 5o s Xiey)-

7N

@, @y

Val (Z_k- ) =—> D (t).

JON\E

xy L
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Par ailleurs, par définition de ’ensemble E,

Val(Z) = pg(r) — Val (Z,)

AN VAR / N
®, ®, z, Val(Z; ) Val (Z; )

/ \ / \
x, ®, x,,
d’olt
val (Z) ==> 1, (val (Z— ) ) (X1, oo s Xn), ..o, val (Z— ) (X1, oo 5 X))
/N
@, x,

=‘> ZJ(¢ (tl), ces s )] (tm))z(p (tO (xﬂ’ wee 5 X0, tl; X05 o0 5 X0, tZ’ see y tma X0s a0y xo))-'_"'

=& (¢) puisque @ ({1, Z) (x)=x et & ((F, Z)' (x))=x.

De plus @ ne fait bien disparaitre que les variables égales a xo.
cqfd.

ProPosITION 3.3. La forét algebrique F est égale a I'ensemble @ (KN Dy).

Si teF, alors Xo => t. D’aprés le lemme 3.1, il existe r et un arbre
t' (xo, ... , o) de Kp(X) dont la racine est étiquetée par (r,/Z\o)et les feuilles
par xo, tel que t=a ('). D’aprés la proposition 3.2 o (o, .. ,0)EKND, et
&0 ©,..,0)=0(,..,0)=t

Réciproquement, si teKN Dy, il existe un arbre ¢’ (xy, ..., %) de Kp(X)
dont la racine est étiquetée par (r/,?o) tel que t=o0 (¢ (o, ..., 0)). D’aprés le
lkmme 32 Xo=val(Z) ==> & (Xo, ..., X))€Z* et ©(F (%0, %)) =
=& (0 (t (0,..,0)= (f) doit & (t)eF.
cqfd.

THEOREME 3.1. Une forét F est algébrique ssi il existe une forét de semi-
Dyck Dy, une forét locale K et un homomorphisme linéaire @ tel que F=
=@ (KNDy)

On vient de démontrer la condition nécessaire. La condition suffisante
est une conséquence du fait que D4 est une forét algébrique (th2.1) et des
propriétés de fermeture de la classe des foréts algébriques (Proposition 1.3)

cqfd.

4. Autres caractérisations équivalentes.

4.1. CARACTERISATION PAR TRANSDUCTION LINEAIRE COMPLETE.
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THEOREME 4.1. Une forét est algébrique ssi elle est la transductée par une
transduction linéaire compléte d’une forét de semi-Dyck.

La condition suffisante est une conséquence immédiate du théoréme 2.1
et de la proposition 1.3.

D’aprés le théoréme 3.1 toute forét algébrique est égale & @ (KNDy).
Comme lintersection avec une for€t reconnaissable est une transduction li-
néaire compléte et que ces transductions linéaires complétes se composent, il
suffit de démontrer que I’homomorphisme @ construit en 3.2 est égal a une
transduction linéaire compléte sur KNDy4, ce que nous démontrons dans le
lemme suivant, et ’on obtient la condition nécessaire. cqfd.

LeMME 4.1. Soient D4 la forét de semi-Dyck, F la forét locale et &
I'homomorphisme définis dans la partie 3. Alors il existe un transducteur
linéaire complet ©¢ tel que D (DsNK)=74 (D4 NK).

Par définition, le seul cas olt ’homomorphisme @ n’est pas complet est
le cas

o (1, Z) (¥)=a ot r=val (Z) >a.
VRN
®, X
Mais dans ce cas, si t((?,—i) (t")€eK, alors ¢’ est un arbre monadique de la

forme (r, Z)° (r1i, Z1)° ... (rn, Z1)°, {Fns1, Zo)° 0.
On va construire un transducteur linéaire complet qui mémorisera a=

=& ((r, Z)), lira ¢ et réécrira a en lisant 0. De facon pius précise, on considére
le transducteur 7o dont Iensemble des états est {qo}U{q.|a€Zo}, dont I’état
initial est go et dont les régles sont pour tout c€A.

ge [0' (xl, oo s xn)] =t (qo [x1], s Qo [Xn]) si @ (O' (xl, vee s xn)) =t (xl’ s xn)¢20
@ (HZ) ®]=ga [x] si & (7 Z) (x))=a
0 (N ZY ()] =g [x] VaeZ

qa [5] =a.

Ce transducteur est bien linéaire complet et vérifie 74 (D4 NK)=&(D 4 NK).
cqfd.

4.2, ALPHABET GRADUE DE SEMI-DYCK SIMPLE.

Dans la définition des foréts de semi-Dyck, on utilise un alphabet gradué

de semi-Dyck olt 2 une parenthése ouvrante peuvent Etre associées plusieurs
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parenthéses fermantes, ces différentes parenthéses fermantes permettant de
« marquer » différemment les divers sous-arbres descendants d’un méme noeud.
On va démontrer que cette pluralité de parenthéses n’intervient que pour des
raisons techniques dans les démonstrations de la partie 3-en particulier elle
ne joue aucun rdle dans la définition des foréts de semi-Dyck-et qu’on peut se
limiter & considérer des alphabets gradués de semi-Dyck ot & toute parenthése
ouvrante est associée une seule parenthése fermante, comme dans le cas des
langages de Dyck.

On dira qu'un alphabet gradué de semi-Dyck A=A (I,n,d) est simple
si n()=o pour tout iel. Une forét de semi-Dyck est simple si c’est une
forét de semi-Dyck sur un alphabet simple.

Si A=A(I,n,d) est un alphabet gradué de semi-Dyck, le sous-alphabet
Ac A défini par A°={o0,0}U{i, P |iel} est simple.

On définit I’'homomorphisme linéaire complet 17 de A dans A° par

1 (0)=o0
nG =i
n@ =7
11 (o) =o.

Il est immédiat par définition des foréts de semi-Dyck que IT (D =D 4
et que DA =11 D ).

Enfin si @ est 'homomorphisme défini en 3.2, on a @ (7? x)=0a (7" ) =x
d’'olt = o II. De méme si 74 est le transducteur défini dans le lemme 4.1,
1 = 1 oll sur KﬂDA.

THEOREME 4.2. Soit F une forét. Les trois propriéiés suivantes sont équi-
valentes:
i) F est une forét algébrique;

ii) il existe une forét de semi-Dyck simple D 4¢» une forét reconnais-
sable Fr et un homomorphisme linéaire @ tels que F=® (D ¢ N Fr);

iii) il existe une forét de semi-Dyck simple D 4+ et.un transducteur
linéaire complet t tels que F=<1 (D A

Les implications (ii) = (i) et (iii) = (i) sont immédiates.
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D’aprés le théoréme 3.1 et le lemme 4.1

F = (D(DAnK)=T¢(DAn K)
et donc
F=0@®II(DsN KE)=1,I(DyN K)).

Or IT(DyN K)=DA,nII(K) car II(D,n K)c II(Dy NII(EK) =
=D, NIK)C I~ (D) NEK)=II(DyN K).

D’out F=<1>(DA. NI (K)=14 (DA‘ NI (K)) et comme K est une forét
locale, IT (K) est une forét reconnaissable. cqfd.

4.3, GENERATEURS.

Dans le cas des langages, on sait que la classe des algébriques peut &tre
engendrée par transduction rationnelle a partir d’un seul langage de Dyck.
Dans le cas des foréts un tel résultat est impossible. En effet supposons qu’il
existe une forét de semi-Dyck D telle que quelle que soit la fordt algébrique
F il existe un transducteur linéaire complet 7r tel que 7r (D)=F; alors si un
arbre ¢ de F contient un symbole de degré n, il existe un arbre de D contenant
un symbole de degré au moins égal & n puisque 7r est linéaire. Donc si D
engendre la classes des foréts algébriques par transduction linéaire compléte,
l’alphabet de D contient des symboles de degré arbitrairement grand et est
donc infini.

Par contre si on ne considére que les foréts algébriques formées sur des
alphabets dont le degré des symboles est borné, on pourra obtenir un théoréme
de génération.

Pour tout entier n>1, on note donc Alg, la classe des foréts algébriques
formées sur les alphabets gradués Z vérifiant d (£)<n et on définit la forét de
semi-Dyck D, sur 'alphabet gradué de semi-Dyck simple A (I, d) ot I.=
={a, wi, ... ,wn} €t ot d(@=1, d (w)=i pour i€{1,..,n}.

TuforEME 4.3. La classe Alg. est engendrée par transduction linéaire
a partir de la forét de semi-Dyck simple Dh.

Si 7 est une transduction linéaire complete, 7 (Dn) est clairement une
forét de Algn.

Réciproquement soit F une forét algébrique. D’apres le théoreme 4.2, il
existe une forét de semi-Dyck simple D4 sur l'alphabet A=A(,d) et un
transducteur linéaire complet 7 tel que F=7(Dy)- D’aprés la construction de
Dy, d (Q=d(F)=n.

On définit 1’ homomorphisme p de A dans D, de la facon suivaate:

3 tout élément i de I on associe injectivement un entier ¢ (i. . iFi’'= ciFc)
et on pose '



rove

de Chomsky - Schiitzenberger pour les foréts algébriques 183
p0)=0
p(@)=0
pour i€l, p G)ﬁ:}a‘i(i)

¢ fois

p()=wana..a
o fois

D’aprés la construction de p, il est clair que p (Dg)=D.Np (4%).
Considerons le transducteur linéaire complet ¢ dont l’ensemble des états

{q}U{qg;| i< max{c:|iel}}U {gi| 1<k=<n, j< max{c;|i€I}}, dont Iétat
initial est go et dont les régles sont:

g (0 (0)=0 (g0 [x])

4o (0) =0

gi [a ()1 =g [x] si io

Gellway (a1, o, Xa)1 =1 (o [x1], v , go [Xaw])

g0 [wae) ()1 =41 [x]

g: [a (91 =i [x]

g: [a ()1 =] (@lx]D) si ¢=i.
Il est immédiat par construction que o (o (£))=t d’out

Dy=0c(e(Dg)=0c(D:Np(4*) et 7(Dy)=7 (o (D:Np(4%)).
Comme 7, ¢ sont des transducteurs linéaires complets, il existe un transduc-
teur linéaire 7" tel que 7 (D )=7 (¢ (D.Np (A%))=17" (Dy). cqfd.

On remarque que dans le cas particulier ou n=1 c’est a dire le cas des

langages on retrouve le théoréme bien connu de génération de la classe des
langages algébriques.
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