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INTRODUCTION

MWES pages qui suivent constituent le développement de
4 cing conférences faites a Moscou du 16 au 20 juin
< 1 1930 sur 'mvitation de I'Institut mathématique de
-_\,,g..rg;,g_-_;‘ Moscou. Elles ont été traduites et publiées en russe
PSS en 1933. Il m'a paru qu’il ne serait pas inutile, en
les insérant dans la collection des Exposés de Géométrie, de les
soumettre a I'appréciation d’un plus grand nombre de géométres.
Certains théorémes, qui auraient exigé des connaissances techni-
ques sur la théorie des équations aux dérivées partielles, ont été
énoncés sans démonstration.

ELie CarTAN.




LA METHODE DU REPERE MOBILE,
LA THEORIE DES GROUPES CONTINUS
ET LES ESPACES GENERALISES

PAR

Elie CARTAN

1. — Tous les géomeétres connaissent le parti que G. Darboux a
tiré, dans ’étude des courbes et des surfaces, de 'emplei d'un
triédre mobile attaché, suivant une loi intrinséque, aux différents
points de la courbe ou de la surface ('). Dans le cas d'une courbe,
le triédre, connu sous le nom de triedre de Frenet, a pour axes la
tangente, la normale principale et la binormale a la courbe. Dans
le cas d'une surface, ses axes sont les deux tangentes principales
et la normale & la surface ; Darboux a aussi utilisé des triédres
trirectangles assujettis & la seule condition que le troisiéme axe
soit normal a la surface. L’emploi du triédre mobile est aussi
tout indiqué dans un certain nombre d'autres théories géométri-
ques, par exemple dans la théorie des systémes triples orthogo-
naux.

Si I'on veut bien réfléchir aux raisons profondes de la fécondité
de la méthode du triédre mobile, on peut remarquer d’abord que

() Voir les Legons sur la théorie des surfaces de G. DarBoux, spécialement
les t. I et II. Voir aussi RiBaucour, Mémoire sur la théorie génerale des sur-
faces courbes (J. de Math., 4¢ série, t. 7, 1891).
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le champ d’application de cette méthode est la géométrie diffé-
rentielle; elle n’est d’aucun secours dans la théorie des courbes
algébriques, considérées en tant que courbes algébriques. La
méthode n’est adaptée qu'aux problémes ui font intervenir
exclusivement les propriétés infinitésimales de la courbe ou de la
surface. Mais dans ce domaine de la géométrie différentielle, le
succés de la méthode tient & deux raisons :

1° Le triédre attaché & un point donné d'une courbe ou d'une
surface constitue le systéme de référence le plus simple pour
étudier les propriétés infinitésimales de la courbe ou de la surface
au voisinage de ce point.

2° La courbe (ou la surface) est complétement déterminée, a
un déplacement prés dans ['espace, par la connaissance des com-
posantes, rapportées au triédre mobile, du déplacement infinité-
simal de ce trié¢dre quand on passe d’un point & un point infini-
ment voisin de la courbe (ou de la surface).

2. — La premiére raison a un caractére de simple commodité,
on pourrait dire d’esthétique. En ce sens elle n’impose au choix
du triédre aucune condition rigoureuse. On congoit méme ue
dans certaines questions on puisse regarder comme plus commode
de prendre un triédre non trirectangle, dont la forme pourrait
méme varier d'un point & un autre. Quoi qu'il en soit, le triedre
doit étre déterminé par celles des propriétés différentielles de la
courbe ou de la surface qui se présentent en premier lieu, c’'est-
a-dire qui font intervenir les éléments différentiels d’ordres infé-
rieurs. Dans le cas d’'une courbe ou d’une surface, ce sont effecti-
vement les éléments différentiels des deux premiers ordres qui
déterminent le triédre mobile de Darboux.

3. — La seconde raison indiquée plus haut repose sur le théo-
réme bien connu suivant : Si l'on a deux famulles continues de
triédres trirectangles et st Pon peut établir entre les triédres de ces
.deuz familles une correspondance biunivoque telle que les compo-
santes relatives du déplacement infinitésimal d'un triédre de la
premiére famulle soient égales aux composantes relatives du dépla-
cement infinitésimal du triédre correspondant de la seconde
famille, il existe un déplacement déterminé amenant simultané-
ment en coincidence les triédres de la premiére famille avec les
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trédres correspondants de la seconde. Les composantes relatives
du déplacement infinitésimal d’un triédre trirectangle mobile sont
les six composantes, par rapport aux axes de ce triedre, de la
translation infinitésimale subie par I'origine du triédre et de la
rotation infinitésimale supplémentaire subie par le triedre.

Le théoréme n'exige pas en toute rigueur qu’'on ait A faire & des
triedres trirectangles, mais il exige tout au moins que les triedres
considérés soient tous égaux entre eux : les six quantités qui défi-
nissent analytiquement, par rapport aux axes du triédre mobile,
le déplacement infinitésimal de ce triedre auront une signification
plus ou moins compliquée, mais le théoréme n’en subsistera pas
moins. Si au contraire on utilisait des triédres de forme variable,
on pourrait bien définir analytiquement le passage d’un triédre
au triedre infiniment voisin, mais on ferait ainsi intervenir les
variations de forme du triédre, c¢’est-a-dire des éléments parasites
sans rapport avec les propriétés de la courbe ou de la surface a
étudier.

4. — Les considérations précédentes montrent que la méthode
du triedre mobile, pour conserver toute sa portée, doit satisfaire
aux conditions suivantes :

10 Le triédre attaché a chaque point de la variété a étudier doit
btre déterminé d'une maniére intrinséque par les éléments diffé-
rentiels des premiers ordres de la variété.

20 Les différents triédres sont rectanqulaires ou du moins doi-
vent étre lous égaux entre euzx.

Dire que le triédre est déterminé d’'une maniére intrinséque,
c'est dire que si l'on fait, suivant la loi choisie, la détermination
du triédre en deux points homologues de deux variétés égales, les
deux triédres obtenus viennent en coincidence par le déplace-
ment qui améne en coincidence les deux variétés.

Quant & la condition de commodité envisagée plus haut, ce
sera une question d’espéce. Au point de vue purement logique,
rien n'empécherait par exemple de substituer au triédre de Frenet
d’une courbe gauche tout autre triédre, trirectangle ou non, qui
lui serait invariablement lié.
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I

5. — Dans les applications classiques de la méthode du triédre
mobile, le choix du triédre est indiqué de lui-méme sans que le
géometre éprouve aucune hésitation. Mais, sans sortir de la géo-
métrie euclidienne, il est des cas ou il n'en est plus de méme.
Considérons par exemple, en géométrie euclidienne complexe,
une courbe minima. Le triedre de Frenet, qu'on peut considérer
comme constitué par trois vecteurs unitaires portés sur la tan-
gente, la normale principale et la binormale, ne peut plus exister
ici, puisque tout vecteur porté sur la tangente est de longueur

nulle. On pourrait, il est vrai, choisir des trieédres dont les vec-

- —> —> . . .
teurs de coordonndées e, e,, e, seraient, le premier et le dernier de

longueur nulle avec un produit scalaire égal a 1, le second de
longueur 1 et perpendiculaire aux deux premiers; on prendrait

alors le vecteur—g, tangent 4 la courbe ; mais on ne voit, au moins
immédiatement, aucune raison de prendre pour Z tel vecteur
plutot que tel autre tangent & la courbe (ils sont du reste tous
égaux entre eux); d'autre part le plan normal a la courbe étant
confondu avec le plan osculateur, il n’existe aucune raison appa-
rente de faire jouer & telle normale plutot qu’'a telle autre le role

de la normale principale. On ne sait donc ni comment choisir le

— -
vecteur e,, ni comment choisir le vecteur e,.

Cet exemple montre bien la légitimité du probléme suivant.

Est-il possible d'attacher d’une maniére intrinséque & chaque
point d'une courbe minima un (riédre déterminé toujours égal a
lui-méme ?

D'une maniére plus générale la méthode du triédre mobile est-
elle susceptible d’étre généralisée dans toutes les questions de géo-
métrie différentielle?

6. — Avant de nous occuper de cette question générale, remar-
quons qu’il existe certainement des cas ot la détermination intrin-
séque d’un triédre attaché & un point variable d’une courbe ou
d’'une surface est impossible. Il suffit de songer au cas d'une
droite (non isotrope) ; le premier axe du triédre de Frenet est
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bien déterminé, mais il ne peuty avoir aucune raison de choisir
pour le second axe telle ou telle perpendiculaire a la droite.
Remarquons que dans ce cas, et on verra plus loin I'importance
de cette remarque, l'impossibilité tient & la nature méme des
choses ; il existe en effet un groupe de déplacements laissant inva-
riants simultanément tous les points de la droite. Il suffit méme,
pour I'impossibilité logique de la détermination du triédre, que la
variété i étudier soit invariante par un groupe de déplacements,
pourvu qu’il y ait une infinité de déplacements de ce groupe lais-
sant fixe un point quelconque donné M de cette variété, car alors
la détermination intrinséque du triédre attaché a M, si elle était pos-
sible, donnerait aussi bien ce triédre que tous ceux qui s’en dédui-
sent par les déplacements considérés. C'est ainsi par exemple que
la détermination intrinséque d'un triédre trirectangle attaché a
un point M d’une sphére est impossible, car il y a une infinité
de déplacements laissant invariante la sphére et laissant fixe le
point M.

7. — Laissons ce cas de c6té (nous verrons plus loin que c’esl
le seul ou la détermination intrinséque du triédre soit impos-
sible). Avant d’examiner le cas d'une courbe minima, reprenons
le cas classique d'une courbe gauche ordinaire et analysons, un
peu pédantesquement, le processus par lequel, bannissant autant
que possible toute intuition géométrique, on pourrait étre conduit
au triédre de Frenet.

Attachons d’abord & un point donné M d’une courbe gauche,
supposée définie au moyen d’'un parametre ¢, toute une famille de
triedres trirectangles, & savoir ceux qui ont le point M pour ori-
gine : nous les appellerons les triédres d’ordre zéro. Ils dépen-
dent de trois parameétres wu,, us, u;, que nous appellerons para-
métres secondaires d’ordre zéro. Sil'on fait varier le point M, les
triedres d’ordre zéro dépendent alors des quatre paramétres u,,
us, uy et ¢. Désignons par w,, w,, w; les composantes sur les axes
mobiles de la translation subie par 1’origine M du triédre et par
Wy, Wy, W les composantes relatives de la rotation instantanée
subie par le triédre. I1 est clair que les trois composantes w,, w,,
wg, qui s’annulent lorsque le point M reste fixe, sont de la forme

w, = p,dt, w, = pydt, w, = pdt;
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quant aux composantes ws;, Wy, W, de la rotation, elles font inter-
venir non seulement d¢, mais encore les différenticlles des para,
métres secondaires du,, du,, du, ; on voit méme facilement qu’el-
les sont linéairement indépendantes par rapport & ces trois
différentielles. '
Les coefficients p,, p,, p, dépendent manifestement des valeurs
numériques des paramétres secondaires ; on peut alors établir
entre ces parameétres et ¢ deux relations telles que les rapports

22 et =2 g’annulent ; cela revient géométriquement a choisir le pre-
ot w4

mier axe du triédre tangent i la courbe. Les repéres satisfaisant
a cette condition s’appelleront les repéres du premier ordre et on
aura, en se limitant a ces repéres,

Les repéres du premier ordre ne dépendant plus que d'un para-
meétre, les composantes w,,, wy, w,;, de la rotation infinitésimale,
lorsqu’on y fait d¢ = 0, sont liées par deux relations linéaires.
Géométriquement, quand on fixe le point M, le repére du pre-
micr ordre n’est plus susceptible que d’une rotation autour de son
premier axe, de sorte que les composantes w;,, w,, de la rotation
par rapport aux deux derniers axes s’annulent. Il en résulte
qu’on a, en faisant varier le point M,

Wy, = ])atdt, [ JP— pi‘_,a’t.
Les rapports

W3y Pay CICR T

prem— ) j——

Wy Y4 wy Pt

dépendent maintenant du paramétre secondaire du premier
ordre, et on peut choisir ce parameétre de maniére & annuler I'un
de ces rapports, par exemple p;,. On arrive ainsi & un repére du
second ordre parfaitement déterminé. L’expression w, est l'arc

élémentaire ds, le rapport 22 est la courbure de la courbe ; la
1

composante w,, = p.,d¢ donne alors la torsion % .
i
On voit qu’on est passé, par restrictions successives, des trié-

dres d'ordre zéro dépendant de trois paramétres aux triedres
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d’ordre 1 dépendant d’un parameétre et au triédre définitif d’or-
dre 2, qui est le triedre de Frenet.

8. — Passons maintenant au cas d’'une courbe minima. Nous

allons utiliser, pour raison de commodité, un triédre formé de

. -> > —> , . .
trois vecteurs e,, e,, e, attachés 4 un point M de la courbe et

satisfaisant aux conditions

->

- - > > -> o
1) e = e,® — e,e,

= L€y — 0, 82’ = 6,6y — 1.

Les composantes relatives du déplacement infinitésimal du triédre
sont les coefficients qui s'introduisent dans les formules

- — —

dM = wle, + wle, -+ wie,,
—> = R >

de; = wj'e, + wje, 4+ w/je,.

Les neuf composantes w;/ ne sont pas indépendantes. En différen-
tiant les relations (1), on trouve facilement

wis —— w,‘ —] u),’ = 0,

(2) (0 4+ 0 =u0,' 4+ =04 0’'=0.

Nous conserverons, comme composantes du déplacement infinité-
simal, les six quantités w!, w?, @, ', 02, o
Nous pouvons tout de suite faire I'économie des triédres d’ordre

. -
zéro et commencer par les triédres d'ordre 1, pour lesquels ¢, est
un vecteur quelconque tangent & la courbe; ces triédres dépen-
dent de deux paramétres secondaires, I’un servant a fixer le vec-

teur e, lui-méme, le second a fixer la direction du vecteur e, per-
—>
pendiculaire & e,. On a d’abord

w:— wt=—0.

Des quatre composantes qui restent, deux s'annulent si on laisse
fixe le point M, & savoir w' et w,?® : la différentielle a’Z du vec-
1;eur79)1 doit en effet étre un vecteur porté sur la tangente fixe i la

. . b1 AY _>
courbe et ne doit pas avoir de composante paralléle a e,. Quant
aux deux autres composantes w,' et w,?, elles dépendent linéaire-
ment des différentielles des deux parameétres secondaires. On aura
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done, en faisant varier le paramétre principal ¢ et les deux para-
métres secondaires,

o' = p'dt, w?=p,’dt.

Les coefficients p' et p,’ dépendent a priori des paramétres
secondaires. Pour voir de quelle maniére ils en dépendent, sub-

. . —> > > . .
stituons au triedre (e, €,, €,) un autre triedre du premier ordre
e e

(M1, Ms Ms). On a facilement

- - -> -

- - {1~
Ny == hey, Ny = € - pey, s =y ¢

I*:

— 2 —
— = ey — €.

Y

>~|=®
re
b

Les nouvelles valeurs des composantes w' et w,® se calculent
alors sans difficulté, et on trouve

- 1 —
w =5, w," = w2,
d’ou

-1__ 1 T N,
P ——Tp y Pi = APy
On peut alors disposer de A de maniére  réduire a une valeur

numeérique fixe, par exemple & 1, le r':-,tppori;—i;#‘2 . On obtient ainsi

la famille des triédres du second ordre, qui ne dépend plus que
d'un parameétre secondaire, et pour laquelle on a

w'=0, w=0 o02=ow.
Si maintenant on fait varier le triédre du second ordre en lais-

sant fixe le point M, les deux composantes v, et w,® ne sont plus
indépendantes; elles sont liées par une relation. On I'obtient

facilement en remarquant que le vecteur Z étant maintenant fixé,
sa différentielle est nulle et que par suite la composante w,* s’an-
nule avec d¢. En faisant varier M, on a donc

w,' = p,'dt.
Pour voir comment p,' dépend du paramétre secondaire des

. ) - > -
triedres du second ordre, substituons au triédre (e,, e, e;) le

. - > -
triedre (n,, ns, M,) avec »

e -> - — - 1,
Ny =€, Ny =€y} pey, Ny == € — P& — 5 [+ 64,
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On trouve, en remarquant que w,' n'est autre que le produit

. > -
scalaire e, de,,

w, = w,! — pow,®=(p,' — pp!)dt.
On peut donc disposer de . de maniére & annuler p,'. On arrive
ainsi & un triédre déterminé du troisiéme ordre, pour lequel on a

we_—_ws-_:w,’-—-w‘_—_w,':();

la composante w,?® est alors de la forme fw!, et le coefficient £ est
un invariant différentiel de la courbe ; c’est sa pseudo-courbure.

Du reste I'expression ', qui était indéterminée quand on se ser-
vait des triédres du premier ordre, a pris une valeur déterminée
dés quon est arrivé aux triédres du second ordre. C'est le pseudo-
arc élémentaire ds de la courbe minima.

On peut alors maintenant écrire les formules de Frenet des
courbes minima, & savoir

dM —>
s = v
de, _ —
W—ez’

3

*) Z__ @z 7
T = — he, — e,
—>
d(.’a___ >
W—ke?"

Deux courbes minima sont égales si la pseudo-courbure est
pour ces deux courbes la méme fonction du pseudo-arc s, ou plu-

tot si %{‘i est la méme fonction de £.

9. — Remarquons que nous avons fait, chemin faisant, une
hypothése implicite, c’est lorsque nous avons réduit 4 1 le rapport

_li_i_____.)\zf_ii.

’
Dy D

cela suppose que le coefficient p,* n’est pas nul; c’est-a-dire,
géométriquement, qu'on n’a pas affaire & une droite. Si la ligne
donnée était une droite, on n’aurait aucun moyen de différen-
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ciér les uns des autres les triedres d’ordre 1, et on n’aurait non
plus aucun moyen de définir sur la droite un paramétre naturel s,
ce qui est du reste évident géométriquement.

Remarquons en outre que nous nous sommes servis de consi-
dérations géométriques pour prévoir, dans le passage des trié-
dres d’un ordre donné aux triédres de l'ordre supérieur, quelles
étaient les composantes nouvelles du déplacement infinitésimal
qui ne devaient plus dépendre des différentielles des paramétres
secondaires. La méthode dont nous nous sommes servis, si elle
donne la forme des équations de Frenet, ce qui est du reste la
seule chose intéressante dans les recherches théoriques, ne nous
donne explicitement ni 1'expression de do, ni I'expression de 4.

On peut obvier a ces différents inconvénients en calculant expli-
citement dés le début les composantes du déplacement infinité-
simal pour un triedre d'ordre zéro. C'est ce que nous allons faire
dans le cas d’une courbe minima.

10. — Définissons, avec Weierstrass (*), la courbe minima par
les équations en coordonnées rectangulaires
x——/d—l §(t)d¢ _fz-l——tt—ﬁ(l)dt z:ftj(t)dt

ou x, y et z désignent les coordonnées rectangulaires d'un point
de la courbe, ¥(¢) une fonction analytique de ¢. Désignons par «;,

@i, y: les projections sur les axes rectangulaires fixes du vecteur

-
e;. On a

w! :—ZJM = o, dz + Q,dy —+ Y,a’o,
w? a’M = wydx + Bydy + v.dz,
?dM — a,dz + B,dy 4 vidz,

- -—>
w,! = eyde, = ayda, 4 B,dB, + YsdY 1,
- >
e,

w,? = e,de, = aydo, - By + 'de'vn
-
wy' = — eyde; = — oyday — BdB; — iy,

On peut prendre, pour définir un triédre du premier ordre,

(2) WeiersTrAss, Ueber die Fldichen deren mittlere Kriimmung iiberall
gleich Null ist (Sitzungsb. Berlin, 1866).
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{1 —2 1 t2
@, = A T B, =1\ ; , Te = M,
e . | 2
a2=—t+{-’~'—'§—’, ,@»,:2[-{—2}1—-;—, Ta =1 e,
1 — u2 . 4+ u?
% = p—3—, pazzp 5 > Ys = pU,
avec les conditions
2 1
U'—t-:‘;, )\P:—'§|U-2.

Le calcul donne alors
W =1 F(Od, =10, o =0,

A
w,! :-d)‘—— pdt, ©f =2\, v’ =2

On voit que le rapport

wy? )2
w! T %
peut étre réduit & 1 en posant
R = $(¢).
On a alors
(5) w! = do = \/575(1[,
(L3
ol = (35— #) %
et on peut réduire o,' & zéro en posant
_1 j'(t) 1 s _ 1 5?2
F=ggy o0 P="3g3m
On a enfin
5 92 — 4 33" B 52— 4 53
2= . lt — -
Wy 83 ot § 5 ds,
ce qui donne la courbure
5 32— 459"
(6) k=—"%n

On voit que do n’est défini qu’au signe prés, mais que % est

défini rationnellement au moyen des dérivées des deux premiers
REPERE MOBILE. GROUPES CONTINUS. ESPACES GENERALISES. 2
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- : .
ordres de §(¢). Les deux vecteurs—e,r1 et e, sont également définis
au signe prés (le second étant complétement déterminé quand on

* . 3 e ’
fixe le premier) ; quant au vecteur e, il est défini sans ambiguité.

Une fois le triedre de Frenet déterminé, ce sera au géomeétre
1 4 3 s ’ ’ . - = > .
a préciser la signification géométrique des vecteurs ey, e,;, e; qui

le déterminent, ainsi que celle du pseudo-arc et de la courbure.
Mais il est clair que la connaissance préalable des formules de
Frenet est d'une aide puissante dans cette étude purement géomé-
trique et qu’elle suggeére des interprétations auxquelles on aurait
pu ne pas songer a priori.

II1

11. — Avant d’aborder une étude systématique de la méthode
du repére mobile, examinons encore quelques exemples sortant
du cadre de la géométrie euclidienne proprement dite.

On peut se proposer d’étudier les propriétés des courbes qui ne
sont pas seulement indépendantes de leur position particuliére
dans l'espace, mais ui ne changent pas par une homothétie.
A ce point de vue, deux figures semblables doivent étre regar-
dées comme égales. Il est clair que deux triédres trirectangles
construits sur trois vecteurs de méme longueur doivent étre
regardés comme égaux, méme si la longueur commune des vec-
teurs du premier triedre n’est pas la méme que celle des vecteurs
du second. Le passage d’un triédre trirectangle 4 un autre infi-
niment voisin se fait alors par une translation et une rotation
infinitésimales, accompagnées d'une homothétie de rapport infi-
niment voisin de 1. Il faudra sept quantités au lieu de six pour
définir analytiquement cettc nouvelle espéce de déplacement, et
on aura des formules

— -

—_

dM pr— 0)181 -l" (1)283 + waes,
—> - - ->
de, = we, + wye; | W4ty

- —- - -
dey, = wye, + wey 4+ wye,

- - - -
de, =— wye; + wy.ey - wes,
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dans lesquelles v,, w,, w,; sont les composantes de la translation,
Wyy == —— Wy, Wy, == — Wy, W, = — w, les composantes de la
rotation et 1 + w le rapport d’homothétie.

Etant donnée une courbe gauche, on n’apercoit pas immeédia-

tement quel est le vecteur e, qu’il convient de choisir tangent &
la courbe, et en effet, i s’en tenir aux éléments du premier ordre
de la courbe, il n'y a aucune raison de choisir un vecteur plutot
qu'un autre. Il y a cependant une unité de longueur qu'on peut
attacher d’'une maniére intrinséque & chaque point M de la courbe,
c¢’est la longueur du rayon de courbure relatif & ce point; le trie-
dre cherché est ainsi complétement déterminé par des considéra-
— = =
tions géométriques. En désignant par T, N, B les vecteurs uni-
taires du tri¢dre de Frenet ordinaire, par %et -3— la courbure et la
torsion, on prendra done

- > >

Z: pTI‘>, e, —=pN, e, = p_ﬁ,

et les formules de Frenet deviendront

—
dh{— T 81,
- de = ds =
de, :Tpei + 3 €3,
—> ds —> do —> -
dez:-"""?s‘en —Pees +'d_sea;
—> ds —> -
d83= ——seg-l_iii'ea-
T P
Le nouveau parametre naturel est défini par
(7) do = s
P
et 'ona
dM —>

(8)

ds

d—)'

- = /fb’i + 6’:,
des

dic.: — e, -+ /tea + bea,
—>

g —  — hey + ke,
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avec les deux tnvariants fondamentaux

(9) k=% p=2.

ds ? T

Deux courbes pour lesquelles 4 et 4 sont les mémes fonctions
de ¢ sont égales, au sens de la géométrie des similitudes, c’est-a-
dire qu’au sens vulgaire du mot, elles sont semblables.

12. — Prenons maintenant un exemple encore plus éloigné de
la géométrie euclidienne ordinaire. Proposons-nous d’étudier les
propriétés d’'une courbe plane qui sont invariantes par une trans-
formation affine unimodulaire, c’est-a-dire par une transformation
définie, dans un systéme de coordonnées cartésiennes, par des
formules de la forme

' =az 4+ by + ¢,
y’:a’x-—l—b’y—f—c’,
avec la condition

ab’ — ba' = 1.

Les systémes de référence, ou repéres, qui vont remplacer les
triedres trirectangles sont les systémes de coordonnées carté-

siennes définis par deux vecteurs Z , ? assujettis & I'unique con-
dition que le parallélogramme construit sur ces deux vecteurs ait
une aire donnée, qui sera l'unité d’aire.

Donnons encore le nom de déplacement & une transformation
affine unimodulaire. Pour un déplacement infinitésimal du repére,
supposé d'origine M, on aura les formules

/ —> >
dM = w'e, + w’e,,

—> - —>
(10) de, = w,le, + w,’e,,
—> — —
de; = wy'e; + wyle,;

. oge . . . ’ -> =
mais la condition relative a l'aire du parallélogramme (e, e,)
donne

(11) w,' 4 w2 = 0.
Le déplaecement infinitésimal considéré a done, par rapport au
repére mobile, cinq composantes w!, ©?, w,!, w2, w,'.

On peut démontrer que si I'on a deux familles de repéres
mobiles se correspondant avec égalité des composantes v’ et v/,
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on peut passer de 'une des familles & 1'autre par une transforma-
tion affine unimodulaire déterminée.

Cela posé, supposons choisi un systétme de référence fixe;
soient = et y les coordonnées d'un point d'une courbe plane sup-
posée, pour simplifier, donnée par son équation y = f(z). Atta-
chons a chaque point un repére du premier ordre pour lequel le

—_>
vecteur e, sera tangent & la courbe. Les composantes des deux
— -
vecteurs e, et e, seront alors de la forme

-

pour e, : a, ay;
—_> ’ :1
pour e, : B By +-—.

Le calcul des composantes v’ et w;/ se fait sans difficulté en se
servant des équations (10), et il donne

dx
¢ J— t— * — oy
w! =0, w'=—, w,* = a'y"dz,

ot =28 ofydr, ot =22 1 g2 __pgydr.

Nous aurons les repéres du second ordre en égalanta 1 le rap-
port%‘;(ce qui suppose y" = 0). Ces repéres dépendent d'un seul

paramétre 3 ; on a
-1
a=1y" 3;
de plus, w! étant parfaitement déterminé, définit la différentielle

do de l'arc affine
1

(12) do =" 3 dx.

Pour les repéres du second ordre, la composante w,' ne
dépend pas de la différentielle du paramétre secondaire unique § ;
on a

1 z/III 2_>
—— — e s " 3
w,! __< 5y By dx.
On aura un repére du troisiéme ordre en annulant w,!, ce qui
donne

5
-3 ,m Y

2
1 144 ‘» ’
P=—3Y" *y zg(?/' 3)’~
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Pour le repére du troisiéme ordre, qui est le repére définitif
cherché, on a, en posant

w19

y" -

:2,

R 1
wz‘ e 3 z 2z"dr = 3 3"'de — fkds.

Les formules de Frenet sont done

dM -
’a';zé’n
| de, =
(13) -a?::e,,
dey _ >
@ ke

L’invariant différentiel 4 est la courbure affine. Les coniques
sont caractérisées par la propriété d'étre & courbure affine cons-
tante, conformément a I'équation différentielle des coniques

/g
(=0
due, 4 la forme pres, & Monge.

En réalité, il y a trois choix possibles pour le repére ; sij dési-
gne une racine cubique quelconque de I'unité, on peut rempla-
cer respectivement

-> —
dc’ el, ee, k

par
. -9 -9 .
jdo, jiey, jes, jk.
Pour que deux courbes soient égales, c'est-a-dire ne different

que par une transformation affine unimodulaire, il faut et il suffit,
ou bien que A* ait la méme valeur constante pour les deux cour-

bes, ou bien que % soit la méme fonction de %’ pour les deux

courbes.

Iv

13. — Nous allons maintenant signaler une autre méthode,
assez rapide dans certains cas, sinon pour obtenir explicitement
les invariants différentiels et le repére mobile a attacher a la
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variété étudiée, du moins pour obtenir les formules de Frenet.
Cette nouvelle méthode utilise la méthode des éguations réduites,
développée systématiquement par M. Tresse (*) pour la recherche
des invariants différentiels. Nous nous contenterons de l'exposer
sur deux exemples particuliers.

Le premier est celui que nous venons de traiter dans le numéro
précédent. Nous allons attacher & un point M d'une courbe plane
un systéme de coordonnées cartésiennes d'origine M tel que
I'équation de la courbe au voisinage du point M soit aussi simple

. -
que possible. Nous astreindrons les vecteurs de coordonnées e, et

e—: & la condition que le parallélogramme qu'’ils déterminent soit
d’aire égale a4 1. En choisissant le premier axe tangent a la
courbe, 1'équation de la courbe, supposée analytique, sera de la
forme

y :%agx’ —f—-é a,z® 4 ...,

on pourra maultiplier r et ¥ par deux facteurs A et% , ce qui cor-

respond 4 un changement de coordonnées permis, de maniére a
donner au coefficient a, la valeur 1. En posant ensuite

.T:X—'—[J.Y, ?/:Ya

ce qui est encore permis, on constate facilement qu'on pourra
annuler le coefficient a;. On arrive ainsi a I'dquation réduite, que
nous écrirons sous la forme

(14) y=gat—ghs* 4 ...

Si nous considérons un point M infiniment voisin de M, I'abs-
cisse = de ce point est une quantité liée d’'une maniére intrinséque
a l'arc de courbe MM'; nous pouvons I'appeler I'arc affine é1é-
mentaire. En prenant sur la courbe un point origine, on pourra
attribuer & chaque point M de la courbe une abscisse curviligne
affine o, et les coefficients £, ... de I'équation réduite seront des
fonctions déterminées de l'abscisse ¢ du point ‘M correspondant.

Cela posé, on aura manifestement, en se déplacant sur la
courbe,

(®) A. Tresse, Sur les invariants différentiels des groupes continus de
transformations (Acta Math., 18, 1894).
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dM -

Te =t

d_)
e

7{?1 :]71131 -+ Pi €,
-

d?g ‘-> —>

dr — D31 P16

Tout revient & déterminer les coefficients inconnus p,', p.?, ps'.
Considérons pour cela sur la courbe un point fize P ; désignons
par x, y ses coordonnées relatives au repére attaché au point M
d’abscisse o; ce sont des fonctions de o satisfaisant a certaines
équations différentielles faciles a former. Il suffit en effet d’expri-

. » —} .
mer que le point M 4 ze, 4 ye, est fixe, ce qui donne

S %f_'l' 1+ pi'z+ pty =0,

(15)
? :% + pilr —ply =0.

Les coordonnées = et y satisfont d’autre part, quel que soit o,
a la relation

(14) y =5 — g ket + ... = (2, ).

On en déduit, par différentiation et utilisation des formules (15),
(16) — piz + p/f(2,5) = [— 1 — p/'z — pfiz.e)] + f .

Cette relation doit avoir lieu quel que soit &, mais aussi quel
que soit le point P qu'on a fixé sur la courbe; c’est donc une
tdentité en x et o. Nous allons alors égaler les coefficients des
différentes puissances de z dans les deux membres de l'iden-
tité (16), qui s'écrit, en développant,

(16") —psix + p! (—;- z* — %—/cx‘ + ) :( —%/c:z:’ + ) <

_pie: - 1)
1 1
gP: = — D1,
1
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d’ou
pEi=1, p'=0, p' ==k
On retrouve ainsi les formules de Frenet (13) déja obtenues.
Mais en poursuivant l'identification on aurait, en fonction de la
courbure affine et de ses dérivées successives, les coefficients du
développement de y en fonction de z. Cela confirme bien ce que
nous avons déja dit, que la courbe est complétement déterminée,
a une affinité unimodulaire prés, par la connaissance de 4 en
fonction de & (*).

14. — Nous allons encore appliquer la méme méthode & un
probléme de géométrie euclidienne. Nous allons considérer une
surface imaginaire, analytique, qui ne soit pas une développable
minima, mais telle que sa seconde forme fondamentale ait un fac-
teur linéaire commun et un seul avec la premiére forme fonda-
mentale, de sorte que la surface admette une famille double de

lignes de courbure minima. Nous utiliserons ici les mémes triédres

- [ - _>
que dans la théorie des courbes minima, les vecteurs isotropes e,

s o
et Zétant tangents & la surface, le vecteur unitaire e, lui étant
normal. L'équation réduite de la surface sera de la forme

y:% azx® + bxz + ...
Comme on peut multiplier respectivement x et z par A et—;- , on

pourra réduire a I'unité la valeur du coefficient a, et nous écrirons

1 1 1 1 ° 1
(17) y =5 2* + kzz 4 5 a2’ + 5 B’z + g yzet + 5ot + ...

Sil'on considére un point M’ infiniment voisin de M, les quan-
tités infiniment petites x et z sont intrinséquement liées au couple
de ces deux points : ce sont les composantes w' et w’ du déplace-
ment infinitésimal du triédre mobile. Posons alors, comme au n°8,

- —
dM = w'e, + w’e,,

—> - -
de, = w,'e; + v,
de, = — wy’e; — w e,

- - -
dea = w3282 o wileao

(¥) Voir, pour la méme méthode appliquée 4 la géométrie projective plane,
E. CarTAN, Sur un probléme du calcul des variations (Recueil Soc. Math.
Moscou, 34, 1927).
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Les coordonnées z, y, z, d'un point fixe P de la surface rap-
porté au triedre d'origine M satisfont & I'équation (17), ol %, a, B, ...
dépendent de M, et aux équations différentielles qui expriment
que le point P est fixe, & savoir

dz + o' 4 zw,! — Yy = 0,
(19) dy + zw,? 4 2w =0,

ds 4 0 — yu* — zu,! =

On en déduit, comme dans ’exemple précédent,

— Fw,? — s, = (x + ks +-%- 0x® + Pzzs 4 ;—7z2+ ) ><
> [— w! — zw,' + (-;— z* + kxz + ...)ma’]
- (/f.’l‘ —}—%ﬁx‘* + yr3 +—; 6z’—§—...>><
><[— w® 4 zw,! 4 (% x4 kxz + ...)wﬁ]
+ zzdk + %—x’a’a -+ % x*zdB +-;—xz2dy —|—% 2ds + ...
Par identification, on trouve successivement
— 20,2 — s’ = — (2 4 kz) ' — Lzw?,
1 . 1 o
0=—2z(x 4 £z)w,' — (—2- ar® 4 PBxz —}-?-fz-)m’
+ hzzw' — (% Bt + vaz + % 3;:.2) w® 4 zzdk,
d’ou
. , 1 g,
(20) 3 0= 0!+ Lk, o =/Lo!, o!= —gow —g Pwd,
y=06=0, di=_0w.

On voit que les termes du troisieme ordre dans le développe-
ment de ¥ ne sont pas arbitraires. Cela tient a ce que les lignes
de courbure minima, qui sont en méme temps des lignes asymp-
totiques, sont des droites. On les obtient en effet en faisant w'=0;

le vecteur ;: leur est tangent et, en se déplacant le long d’une

de ces lignes, on voit que d—ez est encore tangent 4 cette ligne, ce
qui prouve que la ligne a une tangente fixe.

L'invariant différentiel 4 (du second ordre) est la courbure
principale unique de la surface, dont la courbure totale est A*.
Des invariants différentiels « et £ on peut déduire par différentia-
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tions successives tous les autres invariants différentiels de la sur-
face en posant

de = a0’ + oy,
df = B! + B0°,

les coefficients «,, @5, 8, B;, ..., sont les invariants différentiels
cherchés.

Malgré les résultats que nous avons obtenus par cette méthode,
nous voyons bien qu’il nous manque encore quelque chose d’es-
sentiel. Nous ne savons pas par exemple s’il n'y a pas des rela-
tions nécessaires entre les invariants différentiels trouvés; si
nous pouvons nous donner arbitrairement la relation qui doit
exister certainement entre o, 8 et %, etc. Pour résoudre tous ces
problémes, il faut tenir compte des conditions de compatibilité
auxquelles doivent satisfaire les composantes du déplacement
infinitésimal d’un tri¢dre mobile dépendant de plusieurs parame-
tres. Nous retrouverons bientét ces conditions sous une forme
tout & fait générale et, comme nous le verrons, elles contiennent
en elles-mémes toute 1'essence de la géométrie différentielle.

Contentons-nous de remarquer pour le moment que les expres-
sions o' et w’ ne sont pas en général des différentielles exactes et
qu’on ne peut donc attacher a la surface un systéme de deux para-
meétres naturels o, et o, analogues au paramétre naturel ¢ qui s’est
introduit toutes les fois que nous avons eu affaire & une courbe.

\'

15. — Il est temps maintenant d’aborder la théorie générale
du repére mobile, en la rattachant aux principes fondamentaux
de la théorie des groupes continus. On sait que, d'apres
F. Klein (*), & tout groupe continu G & n variables z,, z., ..., Zx
correspond dans l'espace a n dimensions une géométrie ayant
pour objet I’étude des propriétés des figures invariantes par les
transformations du groupe ; c’est ainsi que la géométrie élémen-
taire correspond au groupe des déplacements, la géométrie affine
au groupe des transformations affines, la géométrie projective au

(°) F. Kvein, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Fors-
chungen (connu sous le nom de Programme d’Erlangen, 1872).
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groupe des transformations projectives. Le groupe G est appelé
quelquefois le groupe fondamental de la géométrie, ou le groupe
fondamental de I’espace dans lequel on étudie les propriétés des
figures invariantes par le groupe.

Nous supposerons dans ce qui suit que le groupe est finz, c’est-
d-dire que sa transformation générale dépend d’'un nombre fini
de paramétres. Nous supposerons aussi, pour simplifier, que les
variables transformées z',, z's, ..., 2', sont des fonctions analyti-
ques des variables primitives z,, x,, ..., z, et des paramétres a;,
a,, ..., ar. Enfin nous supposerons le groupe transitif, ce qui
signifie qu’'il existe toujours au moins une transformation du
groupe amenant en coincidence deux points arbitrairement donnés
de 'espace. Nous donnerons, par extension, le nom de déplace-
ments aux transformations du groupe et nous désignerons par
Sq le déplacement de paramétres (a,, a,, ..., @, ).

16. — La premiére question que nous devons nous poser est la
suivante : Qu’est-ce qui va remplacer, dans une géométrie de Klein
quelconque, la notion de triédrve trirectangle en géométrie ordi-
naire ? Rappelons-nous que I'ensemble des triédres trirectangles
Jouit de la propriété suivante: deuz triédres trirectangles quel-
conques peuvent élre amenés en coincidence par un déplacement et
un seul. On se rend bien compte que c'est 1a la propriété qui joue
le role essentiel dans l'application de la méthode du triédre
mobile.

Cela posé, nous dirons qu’une famille de figures constituera un
systéme de repéres s: deuz figures quelconques de la famille peu-
vent étre amenées en coincidence par une transformation et une
seule du groupe G.

Il est clair que si on peut trouver une figure particuliére (R,)
telle que toute transformation non identique de G transforme
(Ro) en une figure distincte de (R,), 1'ensemble de la figure (R,) et
des figures (R,) qui s’en déduisent par les différentes transfor-
mations S, de G constituent un systéme de repéres. En effet pour
amener (R;) en (R), il suffit d’appliquer a (R,) successivement la
transformation S;! qui améne (R,) en (R,), puis la transforma-
tion S, qui ameéne R, en R,. La transformation résultante

S,,.:SbS,;“
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sera encore une transformation S, de G et cette transformation
S. améne (R;) en (Rp). Réciproquement si Sy améne (R;) en (Ry),
la transformation S; ! S, S, améne successivement (R,) en (R,),
puis en (R;), puis en (R,) ; ¢’est donc la transformation identique,
ce qui donne

Se Sa=18,, ou Sy =38,S;!'=8,.

La recherche d'un systéme de repéres revient donc i la
recherche d’une figure particuliére (R,) qui ne soit invariante
par aucune transformation de G distincte de la transformation
identique.

17. — Il est des cas ou les repéres se présentent tout naturel-
lement. Par exemple, en géométrie affine générale & n dimen-
sions, il est naturel de prendre comme repére la figure formée
par un point et n vecteurs issus de ce point, mais non situés dans
un méme hyperplan. En géométrie projective & n dimensions, la
figure formée de n | 2 points peut également servir de repeére;
mais il est plus commode de prendre la figure formée de n + 1
points analytiques, un point analytique étant ’ensemble de n - 1
nombres non tous nuls. Etant donnés n + 1 points analytiques A,,
A, ..., Ay linéairement indépendants, tout point analytique
peut, d'une maniére et d'une seule, étre mis sous la forme

M= .’L‘iA, + .Z‘._,A2 + .es —|— .I‘,,.}.1A,l+1,

et les coefficients z,, z,, ..., r, + 1 peuvent étre regardés comme
les coordonnées homogeénes du point géométrique qu'on peut asso-
cier & M et a tous les points analytiques de la forme AM. Mais il
faut remarquer que, comme repére proprement dit, l'ensemble
ordonné des n -+ 1 points analytiques (A,, A,, ..., A, 4 1) ne doit
pas étre regardé comme distinct de I'ensemble des n - 1 points
analytiques (mA,, mA,, ..., mA, ;1).

18. — Revenons a un groupe G quelconque. Sile groupe est sim-
plement transitif, c’est-a-dire s'il existe une seule transformation
du groupe amenant en coincidence deux points arbitrairement
donnés, les points de 1'espace constituent un ensemble de repéres.

Supposons le groupe non simplement transitif, ce qui revient a
dire que 'ordre » du groupe est supérieur au nombre n des varia-
bles. Partons d’un point arbitraire A, ; il existe par hypothése une
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infinité de transformations de G laissant fixe ce point; elles forment
un sous-groupe ¢, 4 r, = r — n paramétres. Il existe certainement
des points non invariants par g¢,; soit B, un de ces points. Les
transformations de ¢, qui laissent fixe le point B, forment un sous-
groupe ¢, d’ordre r, < . Si r, est positif, il existe certainement
des points non invariants par g,; soit G, un de ces points. Les
transformations de ¢, qui laissent fixe le point G, forment un sous-
groupe ¢, d’ordre r, < r,. Si 7, est nul, c'est-d-dire si ¢, se réduit
a la transformation identique, la figure formée par les trois points
Ao, B,, G, peut servir de repére initial (R,) ; sinon on continuera par
le méme procédé, qui aura certainement une fin, puisque les
ordres des sous-groupes successifs ¢,, 9., ... vont constamment en
décroissant.

On peut donc toujours trouver un systéme de repéres dont chacun
est formé d’un nombre fini de points rangés dans un certain ordre.

Il est inutile de faire remarquer qu’il existe une infinité d’au-
tres systémes possibles de repéres. On peut aussi observer qu’en
géométrie euclidienne, le triedre trirectangle peut étre assimilé a
une figure formée de quatre points, & savoir I'origine du triédre et
les extrémités des trois vecteurs unitaires portés sur les axes.

19. — En géométrie euclidienne, le triédre trirectangle sert de
systéme de coordonnées. Dans le cas général il en est de méme.
Associons en effet a un repére particulier (R,), que nous appelle-
rons repére initial, le systéme de coordonnées z,, z,, ..., z, ini-
tialement donné. Soit (R,) un repére quelconque, M un point quel-
conque de l'espace, et soit M' le point transformé de M par le
déplacement S; ! qui ameéne (R,) en (R,). Nous conviendrons de
dire que les coordonnées initiales de M’ sont les coordonnées de M
relatives au repére (R,). Nous voyons que la figure formée d’un
repére (R) et d'un point M et la figure formée d'un repére (R')
et d'un point N sont égales si les coordonnées de M rapportées
au repére (R) sont égales aux coordonnées de N rapportées au
repére (R').

Si nous utilisons, au lieu des coordonnées initiales z,, x., ..., x,,
les coordonnéesé,, &,, ..., £, relatives au repére (R,), les équations
qui définissent analytiquement les transformations du groupe G
ont exactement la méme forme qu’auparavant. En effet soit S, une
transformation quelconque de G, et soit M, le point transformé de
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M par S,. Soient d’autre part M' et M'; les points transformés de M
et de M, par S; . Les coordonnées initiales de M’ et de M, sont
les coordonnées & de M et de M,. Or on passe de M’ & M/, par
les transformations successives S,, Sy, S7*; on passe donc analy-
tiquement des coordonnées £ de M aux coordonnées &' du point
transformé M, par la transformation S; 'S, S,, qui est une trans-
formation du groupe. Mais il est & remarquer que les paramétres
qui figurent dans les équations de cette transformation (§; - £;) ne
sont pas les parameétres 6, de S;, mais sont les paramétres de la
transformation S; 'S, S,, dite transformée de S, par S,.

11 est donc indispensable de distinguer entre S,, considérée
comme opération géomélrique, et S, considérée comme opéra-~
tion analytique. La transformation géoméirigue S, n’est représentée
analytiquement par la transformation analytique S, que si I'on
adopte le systéme de coordonnées initiales attaché au repére (R,).

20. — Arrivons maintenant au déplacement infinitésimal qui
améne en coincidence deux repéres infiniment voisins (R;) et
(Rg + da)- On passe de (R,) & (Rq 4 40) par la transformation géo-
métrique S, 4 a0 S7 !, résultante dudéplacement S ! qui ameéne
(R;) en (R,), et du déplacement S, 4o qui améne (R,) en
(Ra + da). Mais si on veut exprimer analytiquement ce déplace-
ment infinitésimal & 'aide des coordonnées relatives au repére
(Ro), il faudra d’abord déplacer la figure formée des deux repéres
de maniére a amener (R,) en (R,); st (Re) est alors la position que
viendra occuper (Rq + 4), le déplacement infinitésimal considéré
s’exprimera analytiquement par la transformation analytique S..
Or on passe de (R,) a (Re) par les déplacements successifs S, 4 4
et S; 1. Par suite les paramétres relatifs du déplacement infini-
tésimal qui ameéne (R,) en (Rq + o) sont les paramétres de la trans-
formation analytique infinitésimale S; = S;1S, 4 da-

Si nous supposons que la transformation identique corresponde
aux valeurs nulles des parameétres, les composantes relatives ¢; du
déplacement infinitésimal du repére seront des quantités infini-
ment petites qui seront manifestement linéaires par rapport aux
da;, avec des coefficients fonctions des a;. Nous les désignerons
par la notation w;(a; da):

(21) wia; da) = a;(a)da, + wx(a)da, + ... + or(a)da.
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Envisagé sous un certain aspect, le résultat précédent constitue
le premier théoréme fondamental de la théorie des groupes de
Lie (°). Il exprime en effet que si les transformations S,, suppo-
sées dépendre de r paramétres, forment un groupe, la transfor-
mation infinitésimale S;! S, 4, ne dépend que de r parameé-
tres wi(a; da) et non de 2r. Ce théoréme admet une réciproque,
mais que nous laisserons de coté.

21. — Il est facile d’avoir les expressions w; si on connait les
équations finies
i = fi(z,a) (¢=1,2,...,n)

du groupe G. On pourra d'abord former les transformations infi-
nitésimales du groupe en donnant aux paramétres a; des valeurs
infiniment petites ¢;, ce qui donnera

ri=ux; + Z (%)o e — Zi -+ Z RINEIR
k k

en négligeant les infiniment petits du second ordre par rapport
aux ¢. Cela posé, pour obtenir la transformation analytique
87 1S, + da, nous voyons qu’'elle est la résultante des deux trans-
formations

¥y = fi(x; a + da),
et

.29'5 — i(x"; a)’

les 2"; étant les variables transformées des z; par la transforma-
tion cherchée. En posant

.Z‘",' =X —I— 8.2?,‘
et négligeant les infiniment petits du second ordre, on trouve
immédiatement
(2'2) D_/',_ dak e —Dﬁ— 8.1‘j,’

°ak -i 0.T;
J

0

ces équations, résolues par rapport aux oz;, doivent étre de la
forme

8(1)’; = Z wk(a; da)'ék,-(:c).
k

(¢) Voir S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, unler Mitwirkung
von F. Engel (Leipzig, Berlin ; réimprimé en 1930).
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Prenons 1'exemple du groupe des déplacements euclidiens. Les
équations d’un déplacement, en coordonnées rectangulaires, sont

z' =z, + ar + By + v5,
¥ =1y, + oz 4 By + 7'z,
Z’ = 3z, + d"{E + leﬂy + 'Y”Z-

I1 y a ici six transformations infinitésimales indépendantes, qu'on
peut exprimer par les formules

8z = & + &% — &5y,
Sy = & + £, — &3,

05 = g, + &, — &2,

Cela posé, nous avons a résoudre les équations (22), qui s’écri-
vent ici

adx + Boy + y65 = dx, + 2de + ydB + zdy,
dox 4 Loy + Y05 = dy, + xdd' + ydi' + zdY',
a6z 4 B"8y + "5 = d30 4 xdo” | yd3" 4 zdy".

Elles donnent, en se servant des relations entre les neuf cosinus
directeurs,

dz = (adz, + oddy, + «"dz,)

+ (ody + iy - o) — (Bla + el +- Ay,
8y = (Bdz, + R'dy, + ['dz,)

+ (B ~+ Bl + Bl — (1§ + P+ ')
6z = (ydz, + +'dy, + Y"dz,)

-+ (de -+ ]”dfa’ + T"dp")?/ - (a'dY + ald.),! + at"d*(").z'.

On trouve bien des équations de la forme prévue, avec

w, = adz, + o'dy, + o'dz,,
w, = fdz, + B'dy, + f"dz,,
Wy = ')'d*To + '}"dyo + {"dz,,
w, = ydB + Ydf + y'dR" = — (Bdy + Bldy' + B'dy"),
w; = ady + d'dy' 4 o"dy' = — (yda + y'do’ 4 y"do"),
w, = Bda + Bde! 4 B'de" = — (adf + o/dB' + o"d3").

Faisons ici la remarque importante que les » composantes
relatives w; du déplacement infinitésimal du repére ne sont défi-

nies qu'a une substitution linéaire prés a coefficients constants.
REPERE MOBILE, GROUPES CONTINUS. ESPACES GENERALISES. 3
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On démontre du reste facilement qu'elles sont linéairement indé-
pendantes, si du moins les » paramétres du groupe sont essentiels.

22. — Voici maintenant une remarque essentielle. Supposons
qu'on effectue sur les deux repéres (R,) et (Ro4q4) un méme
déplacement S;; les composantes relatives du déplacement infini-
tésimal qui améne en coincidence les deux repéres infiniment voi-
sins ne sont pas changées. Cela est facile a vérifier analytiquement,
car S, étant remplacé par S, S, et Sq i e par Se Sq 4+ da, la trans-
formation S; ' S, 4 4, est remplacée par

(Sc Sa)—i(Sc Sa-}-da):Sa_l Sc_i S.cSa—+-da:S;1 Sa+da;

elle n’est donc pas changée.

La réciproque est fondamentale. Supposons qu’on ait deux
familles continues de repéres (R,) et (R,) dépendant du méme
nombre p de paramétres w,, u,, ..., 1, et v, v,, ..., v,. Supposons
qu'on puisse établir une correspondance biunivoque entre les
repéres de ces deux familles telle que les composantes relatives
w;(u; du) dudéplacement infinitésimal d'un repére de la premiére
famille deviennent égales aux composantes analogues w;(v; dv)
relatives & la seconde famille. Je dis qu’alors il existe un dépla-
cement amenant simultanément tous les repéres de la premiére
famille en coincidence avec les repéres correspondants de la
seconde.

La démonstration est simple. Désignons en effet par S, et S, les
déplacements qui aménent respectivement (R,) en (R,) et (R,).
On a

Su_isu +du — S,,_isv+dv,
ou

-1 A -1
SD Su — bu—{-dv u+du’

Un raisonnement facile montre alors que la transformation
S,S; ! est une transformation fize S,de G. On a par suite

Sv = Sc Sm

ce qui prouve que le repére (R,) se déduit du repére (R,) par le
déplacement fixe S,.

Nous avons ainst la généralisation du théoréme fondamental de
la méthode du triédre mobile.
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VI

23. — Nous arrivons maintenant aux conditions de compatibi-
lit¢ auxquelles doivent satisfaire les composantes relatives du
déplacement infinitésimal d’un repére mobile dépendant de plu-
sieurs paramétres. Elles sont bien connues dans la théorie des
surfaces étudiées a I'aide d'un triédre mobile dépendant de deux
parameétres.

Faisons d’abord précéder la recherche de ces conditions d'une
remarque d’ordre analytique bien simple. Les formes w,, w,, ...,
w, étant linéairement indépendantes par rapport a da,, da,, ...,
da,, on peut réciproquement exprimer toute forme différentielle
linéaire en da,, da., ..., da,, comme une forme linéaire en w,,
Wsy ..., Wy,

Cela posé, considérons d’abord I'ensemble de tous les repéres
de l’espace, qui dépendent des r parameétres a;. Considérons deux
symboles de différentiation d et & échangeables entre eux et les
expressions

dwga; 8a) — cws(a; da),

qui ne sont autres que les covariants bilinéaires des formes wy; ce
sont, comme on sait, des expressions bilinéaires alternées par
rapport aux deux séries de variables da; et oa; :

dw,(8) — Swy(d) = Z (:’D"(‘Z L 2;:;;) da; da;.
iJ
Si nous substituons maintenant aux variables da; les variables
w,(d) et aux variables 3a; les variables w,(3), nous obtenons encore
une forme bilinéaire alternée par rapport aux deux nouvelles
séries de variables, de sorte qu’on peut écrire

(28)  duws(3) — Soog(d) = N cys wi(d)wi(3) (s + ¢jis = 0),

nJ R

les ¢;js étant a prior: des fonctions déterminées de a,, a,, ..., a,.

Nous avons a 'égard de ces coefficients ¢;j; le théoréme fonda-

mental suivant, qui n'est autre que le second théoréme fondamental

de la théorie des groupes, vu sous un certain aspect. Les coeffi-
cients c;js des relations (23) sont des constantes absolues.
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La démonstration est immédiate. Effectuons sur les différents
repéres (R;) un méme déplacement fixe S;; nous avons déja
observé que cela ne change pas les composantes relatives w; du
déplacement infinitésimal du repére. Dans les formules (23), les
premiers membres, ainsi que les quantités w;(d) et w;(3) du second
membre, ne sont donc pas changées. Cela n’est possible que si les
coefficients ¢;;; ont les mémes valeurs numériques pour le repére
(R.) et pour le repére (Ry) résultant de (R;) par le déplacement
(S¢). Mais comme on peut toujours passer d'un repére arbitraire
(Rz) & un repére arbitraire (Ry) par un déplacement convenable,
cela exige que les coefficients c;;; soient des constantes absolues.

Ces constantes portent le nom de constantes de structure ()
du groupe et les équations (23) sont les éguations de structure du
groupe.

On peut les écrire sous une forme moins condensée, en prenant
pour d le symbole de la différentiation par rapport & un des
paramétres a; et pour & le symbole de la différentiation par rap-
port & un autre des parameétres a,. Elles deviennent alors, en
introduisant les fonctions a;; des formules (21),

(24) Z;ZZ‘ - ’2_::_,15 = 2 Cijs %ifle %jhe
O“J

En donnant aux indices s, £, 4 toutes les valeurs possibles, on
obtient, sous forme explicite, les conditions de compatibilité cher-
chées.

On peut, en sens inverse, écrire les équations de structure (23)
sous une forme encore plus condensée. Remarquons en effet
qu'en réunissant dans le second membre les deux termes qui cor-
respondent & la méme combinaison (z, j) des deux indices 7 et j,
on obtient

(25) do(3) — duy(d) = ¥ e
i <Jj

wi(d) wd)

0i8)  w®) [’

(") Dans la théorie de Lie, ces constantes s’inlroduisent d'une maniére toute
différente. Si I'on désigne par &Xyf 4- ... + &Xrf la transformation infinitési-
male générale du groupe, on a

(XiXj) = Z cijs Xsf.

s
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ce qui peut s'écrire sous la forme symbolique suivante

(25) Wy = ¥ ey [0; )]
i<Jj
On remarquera que le symbole [w;w;] tient la place d'un
déterminant et que par suite le symbole [w;w;] doit étre regardé
comme égal et opposé a [w; w;] (°).

24. — Nous avons démontré a priori I'existence des équations
de structure, avec des cocfficients ¢;j; constants. Il est bien clair
quil ne peut exister qu'un seul systéme de relations de cette
nature. En géométrie euclidienne, on peut les obtenir sans former
effectivement, comme nous l’avons fait au n° 21, les expressions
w;. I1 suffit de partir des équations

— - -
(ll\l — wlei + wzeﬁ + wae:n
—> - g
db" T= 048y — Wy €5,
— > —>
a'eg T/ Wy — W46y,
—> - -
(16’3 —_— (1)3181 -_— (.!)2362’

oll Wy, Wy, ©,, sont les produits scalaires e,de;, e,de,, e,de,, par

suite sont identiques aux composantes que nous avions désignées
par wg, w;, ws.

. . ~ \-—) \-)' \_> .
Si nous exprimons que déM, doe,, doe,, doe, sont respectivement

LY N > \-\_-> N > . 3 y
égaux a odM, éde,, dde,, dde,, nous obtenons précisément les équa-

tions de struclure cherchées en égalant chacun a chacun les coef-

. - > -
ficients de e,, €., ¢;. Cela donne

(]) Voir sur le calcul extérieur et ses applications, E. CarraN, Sur certaines
expressions différentielles et le probléme de Pfaff (Ann. Ec.Norm.,16,1899) ;
Sur Uintégration des systémes d’équations aux différentielles totales (Ann.
Ec. Norm., 18, 1901) ; Lecons sur les invariants intégraux (Paris, Hermann,
1922) ; E. Goursat, Legons sur le probléme de Pfaff (Paris, Hermann, 1922),
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da =t = | Ly i | =1 ) L

i) =t =| 2 0 =120 S
o 00 =[S T =125 el

donlt) = donld) = [ 5] 015

don®) = bl = | L7

A b

" On retrouve les formules classiques de Darboux dans le cas
du mouvement & deux paramétres en posant

w, = Edu + E,dv,
w, = adu 4 1,dv,
w, = {du + C,dv,
W,y = pdu + p,dv,
Wy — l]dll -+ (]1d7/"
w,, = rdu 4 rdv,

(27)

et en prenant pour d et ¢ les symboles de la différentiation par
rapport & « et v. On obtient ainsi

28, of

50— o4t — 9% — i+,

o0, on

Sw 30— &y — rk — C]?i + ]):.n

hYe hisf "

2w '-";%:7‘1}71 —pn — ¢, + 95.,
(28)

D‘p’ Dp - ,

a1 U

294 09 .

T 5 =PI

ory or

S5 35 = I — P

Les équations (24) sont connues, dans la théoric des groupes,
sous le nom d’dquarions de Maurer ; M. Buhl a proposé¢ de les
appeler équations de Maurer-Cartan. 11 est juste de ne pas s’ar-
réter en si beau chemin et de les appeler équations de Darbouz-
Maurer-Cartan.
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25. — On obtient des généralisations immédiates des équa-
tions (26) en géométrie affine. En introduisant un repére formé
-> —> -, ]
d’un point M et de n vecteurs ey, ey, ..., e, issus de ce point, on a
dM — Z miz,
(17;[ — ¥y m,"P_;.

Le méme procédé qui vient d’étre-employé en géométrie eucli-
dienne donne ici les équations de structure du groupe affine géné-
ral sous la forme

dwi(8) — Swi(d) = ¥

Wi(d)  wi(d) l |

(29) e | f(8)  wil(6)
oot 3 R0 Y]

ou sous la forme encore plus condensée

wi) = Z [w*wd],
k
(wd) = Z [ww,d].

k

(30)

Les équations de structure du groupe projectif & n dimensions
sont de méme

(31) (o) = ¥ (o] (G j=1,2,..,n+ 1),

k
les composantes du déplacement infinitésimal étant les quantités
wi/ (1 #J) et wi— w;T1; elles sont au nombre de n (n 4 2), nom-
bre de parameétres du groupe projectif.

26. — Avant de passer aux applications, terminons par un
théoréme important, qui donne toute leur signification aux équa-
tions de structure.

St lon se donne arbitrairement r formes différentielles wi(u; du)
construites avec un nombre quelconque p de variables v, ..., u, et
leurs différentielles du,, ..., du,, et si ces formes satisfont aux
équations de structure (23), on peut faire correspondre & chague
systéme de valeurs des variables u; un repére (Ry) de telle sorte que
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les composantes relatives du de’placement‘z'n/im'tész'mal de ce repére
soient précisément les formes w; données (°).

Nous ne démontrerons pas ce théoréme pour n’avoir pas a
entrer dans la théorie des systémes d'équations aux dérivées par-
tielles complétement intégrables. Nous remarquerons seulement
que la détermination des repéres (R,) est possible d’'une infinité
de maniéres, car si on a une solution du probléme, on en aura
manifestement une autre en effectuant sur tous les repéres (R,) un
méme déplacement quelconque S.. La solution générale du pro-
bléme dépend donc de » constantes arbitraires.

Ce théoréme contient comme cas particulier le théoréme de
Darboux, d’aprés lequel il existe toujours pour un triédre un
mouvement & deux paramétres dans lequel les composantes du
déplacement infinitésimal sont des quantités données satisfaisant
aux équations (28). On voit en particulier que les équations de
Codazzi de la théorie des surfaces ne sont qu'un cas particulier
d’application des équations de structure du groupe des déplace-
ments euclidiens.

On peut se demander si on peut choisir arbitrairement les cons-
tantes de structure ¢;; d'un groupe. La réponse est négative ; il
existe des relations algébriques auxquelles doivent satisfaire ces
constantes pour qu'on puisse trouver r formes w; linéairement
indépendantes satisfaisant aux équations de structure. Nous
n’entrerons pas dans l'examen de cette question, ui fait I'objet
du troisiéme théoréme fondamental de la théorie des groupes de

Lie.
VIl

27. — Nous sommes maintenant en mesure d’exposer dans
toute sa généralité la méthode du repére mobile. Nous allons con-
sidérer dans un espace & n dimensions doué d’'un groupe fonda-
mental G une variété V 4 p dimensions, & chaque point de
laquelle nous allons essayer d’attacher un repére d'une maniére
intrinséque. Nous supposerons pour simplifier p = 3.

Remarquons avant tout que nous pouvons associer suivant une

(%) E. CarTaN, Legons sur la géomeétric des espaces de Riemann (Paris, Gau-
thier-Villars, 1929), nos 46-49.
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loi déterminée & chaque repére (R,) un point, que nous appelle-
rons origine du repére ; si le repére est formé, comme au n° 18,
d'un nombre fini de points A, B, C, ..., nous pourrons par exem-
ple associer le point A au repére. Si 'on considére alors la
famille des repéres ayant une origine commune A, elle peut étre
en un certain sens identifiée au point A, et réciproquement. Les
repéres de cette famille dépendent évidemment de » — n para-
meétres et, quand on passe d'un de ces repéres 4 un autre infini-
ment voisin, les composantes relatives w; du déplacement infinité-
simal subi sont liées par n relations linéaires, puisque les w; ne
dépendent que de » — n différentielles. Ces relations sont & coef-
[ficients constants. Supposons en effet que, résolues par rapport a
n des composantes w;, elles prennent la forme

W, = )\uwn—i-l + oo + Ay, 5 -0,
W, — )\nlwn—i- 1 + + )\n,r—-nwr-

Sil'on effectue sur les deux repéres infiniment voisins considé-
rés un déplacement quelconque, les quantités w; ne varient pas;
par suite les coefficients A;; ne dépendent ni du point A ni des
deux repéres considérés; ce sont donc des constantes absolues.
Comme les w; ne sont définies qu’a une substitution linéaire prés
4 coefficients constants, on peut donc supposer que pour tout
déplacement infinitésimal d'un repére laissant fixe son origine,
on a
(32) W =Wy = ... = w, = 0.

Les équations (32) peuvent étre considérées comme les égua-
tions différentielles des points de l'espace; elles sont compléte-
ment intégrables, puisque leur solution générale dépend de n
constantes arbitraires. On peut remarquer que sil’on désigne par
des lettres latines ¢, 7, ... les indices 1, 2, ..., n et par des lettres
grecques les indices n + 1, ..., r, les constantes capi sont toutes
nulles. En effet la famille des repéres d’origine donnée satisfait,
comme 1loutes les familles de repéres, aux équations de struc-
ture (23). Par suite, d et 6 désignant deux variations élémentaires
a l'intérieur de la famille, les w;(d) et w;(8) sont tous nuls, par
suite aussi dw;(8) — Sw;(d). 11 en résulte qu'on a

Z Capi wa(d) we(8) = 0,
a, B
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et cela, quels que soient les wa(d) et wp(d); cest ce qu'il fallait
démontrer.

Les transformations infinitésimales dont les n premiers para-
métres sont nuls sont celles qui laissent fixe le point origine du
repére (R,). Si I'on modifiait la loi qui associe un point & cha-
que repére, le sous-groupe engendré par les r — n derniéres
transformations infinitésimales du groupe serait changé dans le
sous-groupe qui laisse fixe le nouveau point associé 4 (R,); ces
deux sous-groupes seraient homologues dans le groupe G.

28. — Arrivons maintenant & la méthode du repére mobile.
Attachons a chaque point M de la variété donnée V, supposée a
3 dimensions, la famille des repéres d’origine M. Ces repéres, que
nous appellerons repéres d’ordre zéro, dépendent de » — n para-
métres secondaires. Comme w,, w,, ..., w, s'annulent lorsque le
point M reste fixe, ce sont, lorsque M se déplace sur V, des com-
binaisons linéaires des différentielles des trois paramétres prin-
cipauz t,, t,, t, qui fixent la position d'un point sur V. On aura
alors n — 3 relations linéaires entre les w;, relations que nous
pourrons écrire sous la forme

(33) w; = A, 4+ A, + aw, (=4, ..., n).

Les coefficients a;; peuvent dépendre a la fois de ¢,, ¢, ¢; et des
parameétres secondaires. On disposera de ces derniers de maniére
4 donner des valeurs numériques fixes au plus grand nombre
possible de coefficients. Les autres coefficients prendront alors des
valeurs qui seront des fonctions déterminées de ¢,, ¢, ¢, et qui
coustitueront des invariants différentiels du premier ordre de la
variété. Les repéres obtenus en particularisant comme il a été dit
les paramétres secondaires constituent la famille des repéres du
premier ordre.

Soit p; < 7 — n le nombre de paramétres dont dépendent les
repéres du premier ordre. Si p, est effectivement inférieur & » —n,
les composantes relatives w, 4 1, ..., w, du déplacement infinité-
simal d’un repére du premier ordre ne sont plus, lorsqu’on fixe le
point M, linéairement indépendantes, mais elles doivent étre
lies par » — n — p, relations linéaires indépendantes. Les coeffi-
cients de ces relations sont des fonctions déterminédes des inva-
riants différentiels du premier ordre.
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En effet, si on n’utilise que des repéres du premier ordre, les
coefficients des formules (33) sont tous, ou des constantes, ou
des fonctions des invariants différentiels du premier ordre ; ils ne
dépendent donc pas des paramétres secondaires du premier ordre.
Appliquons alors les équations de structure (23), le symbole 3 se
rapportant i une variation élémentaire du vepére du premier
ordre laissant fixe le point M, le symhole < & une variation quel-
conque. Posons pour abréger e; & la place de w,(3) et w; 4 la place
de w/{d). Comme e,, e, ..., €, sont tous nuls, on a

k é n
Bw; = anm‘ Cay ;
a>n
par suite, en remarquant que ca; = 0,
k é n
Z (Caki — @isCaey — QisCaps — QizCaly)Cay; = 0,
b 3 > n

ou, en remplacant les w; par leurs valeurs,

Z (Cairi — @isCaiey — QisCaks — GigCalks)@riciea = 0,
a, k

Z (ccllti = Qi1Cafgy — QjsCajas — aiaCaks)akiea =0,
a, k

Z (Cani = @isCaky — @isCaks — QisCates)Bicsa = 0.
a k
Ces équations, ou on fait successivement ¢ — 4, 3, ..., n, don-
nent les relations qui existent entre les e, c¢’est-a-dire entre les
wq, quand on laisse fixe le point M. On voit bien que les coeffi-
cients ne dépendent que des a;;, c’esl-d-dire des invariants diffé-
rentiels du premier ordre de V.

29. — Supposons qu’en effectuant au besoin une substitution
linéaire & coefficients fonctions des invariants différentiels du
premier ordre, les relations qui existent entre v, 4 4, ..., ., lors-
qu’on laisse fixe le point M, soient

Wy, 1= ... ::.m,“:O (n,—n—_—_-r——n--p,).

On aura alors, en faisant varier le point M sur V,

(34) Wy 4§ == Bp 4 i, 195 - Qp 4 i, 203 An 4 4,30
(t=1,2, ..., n —n),
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les coefficients des seconds membres dépendant des paramétres
principaux et des paramétres secondaires du premier ordre.

On aura alors deux moyens pour différencier certains repéres
du premier ordre des autres et pour arriver & la famille des
repéres du second ordre :

1° On cherchera & réduire a des valeurs numériques fixes le
plus grand nombre possible des coefficients @, 4, ;

2° §’il y a des invariants différentiels du premier ordre, s'il y en
a deux, par exemple, indépendants 1'un de I’autre, I et J, on for-
mera les différentielles d1 et dJ, qu'on exprimera linéairement au
moyen de w,, w,, w,:

dl = L, 4+ lw, 4 Luw,,

dl = Jyw; 4 Jy0, 4 Ty, ;

on établira encore entre les paramétres secondaires du premier
ordre et les paramétres principaux les relations permettant de
réduire 4 des valeurs numériques fixes le plus grand nombre pos-
sible des coefticients qui entrent dans les formules (35). Les repé-
res du premier ordre dont les parameétres satisfont a ces rela-
tions constituent la famille des repéres du second ordre. Quant aux
coefficients des équations (34) et (35) qui n'ont pas été réduits a
des valeurs numériques fixes, ils prendront des valeurs constan-
tes ou fonctions des seuls paramétres principaux ¢,, &4, ¢ ; ce
seront les tnvariants différentiels du second ordre.

Les composantes ®, 4, ..., w, du déplacement infinitésimal
d'un repére du second ordre sont maintenant liées par » — n — p,
relations, lorsqu’on laisse fixe le point M, p, étant le nombre des
paramétres secondaires du second ordre. On démontre, comme
tout & I’heure, que les coefficients de ces relations sont des fonc-
tions des invariants différentiels des deux premiers ordres. On
passera alors des repéres du second ordre aux repéres du troi-
sieme ordre comme on a fait pour passer des repéres du premier
ordre & ceux du second. Néanmoins on n'utilisera les relations
telles que (35) que s'il existe un invariant différentiel du second
ordre qui ne soit pas une fonction des deux invariants déja utili-
sés I et J. On poursuivra ainsi indéfiniment.

(35)

30. — Supposons que, les repéres d’ordre p étant obtenus :
1° les repéres d’ordre p 4- 1 soient confondus avec ceux d’or-
dre p ;
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2° les invariants différentiels d'ordre p -+ 1 soient fonctions des
invariants différentiels d’ordre inférieur ou égal a p.

On peut démontrer alors que M et M' étant deux points de la
variété pour lesquels tous les invariants différentiels d’ordre infé-
rieur ou égal 4 p ont les mémes valeurs numériques, (R) et (R')
étant d’autre part deux repéres d’ordre p d’origines respectives
M et M/, le déplacement qui améne (R) en (R') laisse invariante la
variété V. Il est clair alors qu'il est impossible de différencier
les uns des autres les repéres d’ordre p. La variété admet un
groupe de déplacements ¢ dont l'ordre est égal au nombre des
paramétres secondaires d’'ordre p augmenté de la différence entre
3 et le nombre des invariants différentiels indépendants. Si en
particulier il existe trois invariants différentiels indépendants
d’ordre inférieur ou égal 4 p, tout déplacement du groupe ¢ laisse
fixes tous les points de la variété ('°).

Si la circonstance qui vient d’'étre envisagée ne se présente
jamais, on arrivera 4 déterminer complétement le repére & atta-
cher & chaque point de la variété. En effet on ne sera arrété dans
les particularisations successives des repéres que si, & un moment
donné, les repéres d'ordre p 4 1 sont confondus avec ceux d’or-
dre p, un invariant différentiel au moins d’ordre p 4 1 étant
indépendant de ceux déja obtenus. Mais comme il ne peut pas y
avoir plus de trois invariants différentiels indépendants, cette
circonstance ne pourra se présenter qu'un nombre fini de fois, &
la suite de quoi le nombre des paramétres secondaires des repéres
d’ordres croissants ira toujours en décroissant jusqu'a s’annuler.

31. — Supposons qu'on soit dans le cas général et qu'on arrive
4 un repére déterminé, que nous supposerons d’ordre ¢. Les
invariants différentiels d’ordre inférieur ou égal a ¢ sont les
wnvariants fondamentauz.

Pour reconnaitre si deux variétés V et V' sont égales, on
forme les invariants différentiels d’ordre ¢ -+ 1. Si, pour la
variété V, ce sont des fonctions des invariants différentiels fonda-

(1°) Un exemple assez général de variétés dans lesquelles il est impossible de
déterminer intrinséquement un repére est fourni, en géométrie projective, par
les surfaces réglées admettant deux directrices rectilignes. Si on regarde ces
surfaces comme des lieux de droites, il existe manifestement un groupe de oot
transformations homographiques laissant fixes les deux directrices, ainsi que
chaque droite qui les rencontre.
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mentaux, il faudra et il suffira qu'il en soit de méme pour V' et
que les relations qui existent entre les invariants différentielsd’or-
dre £ ¢ + 1 soient les mémes pour les deux variétés.

Si I'un au moins des invariants différentiels d'ordre ¢ 4- 1 est
indépendant de ceux d’ordre inférieur, on formera les invariants
différentiels d'ordre ¢ +- 2. S'ils ne fournissent pas d’invariant
indépendant des précédents, il faudra et il suffira que les rela-
tions qui existent entre les invariants différentiels d’ordre £ q + 2
soient les mémes pour les deux variétés.

On continuera ainsi jusqu'a ce que les invariants différentiels
d’un certain ordre ¢ + 4 soient tous des fonctions des invariants
d’ordre inférieur, ce qui arrivera siirement au bout d’un nombre
fini d’opérations.

Nous remarquerons que, dans les exemples précédemment
traités, les invariants différentiels ne se présentent jamais qu'une
fois le repére complétement déterminé.

32. — Donnons un exemple du réle joué par les invariants
différentiels avant la particularisation définitive durepére.

Prenons pour G le groupe a trois parameétres des translations et
des homothéties dans le plan; prenons pour repére la figure

- —
formée d'un point M et de deux vecteurs rectangulaires e, et e,
de méme longueur et de directions fixes. On a, pour un déplace-
ment infinitésimal du repére,

- -
dM = w,e, + w,e,,

— -
de, = we,,

—
de, — we,.

Soit alors une courbe y = f (z); soient respectivement
X 0;
0, 2,

— —
les projections de e, et de e, sur les axes fixes. Les repéres d’or-

dre zéro sont ceux d’origine M (z, y); ils dépendent d'un para-
meétre secondaire ). On a du reste

__dx __Yydx dX
(Oi_T, W, — T 0.)::—)\—.
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Le rapport 'm—’f = y' étant indépendant de X, les repéres d'ordre 1

sont les mémes que ceux d'ordre zéro, et on a un invariant diffé-
rentiel du premier ordre 7'
Pour avoir les repéres du second ordre, on forme

dy' = hy". —%ﬁ = \''w,.

Le coefficient Ay" dépendant de X, on peut disposer de X de maniére
a le rendre égal a 1. On a ainsi un repére déterminé du second
ordre.

L’expression v — —()2- donne alors

?/I"
(0:——‘;-7—(1‘1':——72‘(01.
Yy Y

Par suite la courbe est déterminée, 4 une transformation prés du
groupe G, par la relation qui existe entre l'invariant différentiel

"t

du troisiéme ordre ZT et I'invariant différentiel ¥'.

Nous avonis supposé chemin faisant 3" = 0. Si on avait " =0
on ne pourrait pas différencier les uns des autres les repéres du
premier ordre ; la courbe serait une droite et admettrait un sous-
groupe a 2 paramétres de G.

VIII

33. — La méthode générale du repére mobile, telle qu’elle a
été exposée dans les numéros précédents, suppose la variété V
donnée effectivement et les calculs successifs effectués complete-
ment. Mais, comme nous I'avons déja fait remarquer, cela est
inutile dans les recherches théoriques, ou il s'agit seulement
d’arriver 4 la forme des formules de Frenet, en prévoyant les
différents cas qui peuvent se présenter. A ce point de vue, les
équations de structure jouent un role fondamental, méme dans la
théorie des courbes.

Revenons au probléme traité aux n°s 28 et suivants. On a attaché
4 chaque point M de la variété V a trois dimensions la famille des
repéres d'origine M; pour tout déplacement infinitésimal d'un tel
reptre, on a les relations (33)

(33) W = a;w, 4 Apw; + apw, (2 =14, ...,n).
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Il s’agit de prévoir de quelle maniére les coefficients a;; dépendent
des paramétres secondaires et & quelles valeurs numeériques on
pourra les réduire. Imaginons pour cela, le point M restant fize,
une variation élémentaire, représentée par le symbole 3, du
repére d'ordre zéro. On aura, d’apres les équations de structure,
et en désignant par 8a; la variation élémentaire subie par le
coefficient a;;,

~ ~ ~
0w, - 0@y - 0w, — dwi — @;H0W, — @iydWy; — 30y,
d’ot
a=r k=n

y
oai = Z Ca Z (Caki — Qi 1Caky — QisCafz — aiacaka)akn
a=n+1 k= ’

a=r k=n

San =3 €x X (Caki— @irCas — BisCaly — LisCais)Uhs
a=n-+1 k=4
a=r k=n

8aia = Z €a Z (Caki — QA Cafy — Qj3Cajs — aiscalca)alcr
a=n<1 k=4

Les seconds membres sont donc les variations élémentaires
subies par les coefficients a;;, ai, ai; par l'effet d'un groupe, dont
on connait ainsi les transformations infinitésimales; ce groupe
est du reste un groupe homographique. Si I'on sait remonter des
transformations infinitésimales aux transformations finies, ce qui
dans les applications courantes est facile, on sera ramené i cher-
cher & quelles valeurs numériques on peut réduire les a;; par une
transformation de ce groupe (''). On sait par exemple que par le
groupe orthogonal a trois variables, on peut réduire deux des
variables & 0, la troisiéme ayant alors une valeur déterminée, a
moins que l'on ne soit dans le domaine complexe, auquel cas il
peut arriver que l’on puisse réduire les trois variables aux valeurs
1, ¢, 0, & moins encore que les trois variables ne soient toutes
nulles.

Il est donc théoriquement possible, grice aux équations de
structure, de prévoir les différents cas irréductibles entre eux qui
peuvent se présenter et d’en déduire dans chaque cas la nature

(11) 11 est du reste théoriquement inutile de remonter aux transformations
finies du groupe. On doit a S. Lie une méthode permettant de trouver, sur la
seule donnée des transformalions infinitésimales, un point représentatif de
chaque famille de points homologues entre eux par le groupe considéré.
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des repéres du premier ordre. La méme méthode servira pour
le passage des repéres d'un ordre quelconque aux repéres de
I'ordre immédiatement supérieur.

34. — Appliquons ce qui vient d'étre dit 4 I'élude des courbes
planes en géométrie affine unimodulaire. Avec les notations du
n° 12, les composantes du déplacement infinitésimal du repére
étant désignées par o', 0?, w,', w5 w,', on a les équations de

structure
w(d)  w(d)

17 S _ (o’(d) w21((1)
dw'(8) — ow'(d) = w'(d) w,'(d) T l ,
wl(d m,2 ( u),’ {
dw*(3) — dwi(d) = wigg)) mf(@)) o l w*(8) ‘911(((8)) ,
w,*? d w,'(d
30 { do®)—toi@= | 238 2]

w,!(d) wd)
wti(a) Wy ‘8) ,
_ . ‘ w,! d) (1)‘1 d
dw,'(0) — Sw,!(d) =2 wﬂgga) wi,és))

dw*(8) — Sw,(d) =2

On peut tout de suite partir des repéres du premier ordre satis-
faisant & w?* = 0; on a alors, en remarquant que w!(8) = w*8) =0,
J— 1
bu? = — e, 'w’,
d’ou
e =0;
par suite, en faisant varier le point sur la courbe, on a une rela-

tion de la forme

'mﬁ = aw'.

D’autre part, par une variation des repéres du premier ordre,
le point M restant fixe, (¢! —e*—=¢,*=10), on a
ow,* = 2¢,'0?, v = —e¢,'v!,
d'out
S = 381'a
Cette relation prouve que, par une variation infinitésimale du
repére du premier ordre, le coefficient o est multiplié par la
constante 1 4 3e,' infiniment voisine de 1 ; par suite, par une
variation finie, il est multiplié par une constante arbitraire. Deux

cas sont alors possibles :
4
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1° Ou bien @ = 0 (cas d’une droite), et alors on ne peut plus
différencier les uns des autres les repéres du premier ordre ;

2° Qu bien o 3 0 et alors on peut choisir, parmi les repéres du
premier ordre, une famille partielle telle que o devienne égale
a 1: ce sont les repéres du second ordre.

Le coefficient o étant réduit a 1, Sa étant donc nul pour une
variation du repére du second ordre, on a e' — 0, ce qui
entraine

I - |
w, = pw.

Faisons varier le repére du second ordre, le point M restant

fixe (alorse' = e*—= ¢ =¢,'=0). On a
Sw,! = — e'w,} = — ¢,'w!, JSw'=10,
d’ou
68 = — e,

Par suite le coefficient £ est augmenté de la quantité infiniment
petite — e,' ; done, par une variation finie du repére, il est aug-
menté d'une quantité finie arbitraire. On peut donc s’arranger
pour le rendre nul. Le repére sera alors parfaitement déterminé
(repére du troisiéme ordre), et on aura

w,! = k!,

k étant le premier invariant différentiel (courbure affine), cqui est
du quatrieme ordre.

On retrouve les résultats déja obtenus par deux autres procé-
dés (n°s 12 et 13).

35. — Les considérations précédentes, appuyées des quelques
exemples par lesquels nous les avons illustrées, montrent bien
que les équations de structure du groupe G contiennent en elles
toute la géométrie différentielle de lespace doué du groupe fonda-
mental G, & la seule condition de connaitre les relations linéaires
a coefficients constants entre les w; qui définissent les points de
I'espace ; la classification des courbes, des surfaces et de toutes
les sortes de variétés ponctuelles pourra se faire en partant des
équations de structure, sans nécessiter logiquement aucune intui-
tion géométrique.

On sait qu'en géométrie projective, 1'étude de 'espace réglé,
c¢'est-d-dire considéré comme engendré par des droites, sest
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développée parallélement & I'étude de 1'espace ponctuel. On peut
naturellement, dans toute géométrie au sens de Klein, prendre
comme éléments générateurs de ’espace tout ensemble de figures
jouissant des deux propriétés caractéristiques suivantes :

1° Les figures considérées sont transformées entre elles transi-
tivement par le groupe fondamental G;

2¢ Il n’existe aucune transformation du groupe G laissant fixes
toutes les figures de 1’ensemble.

La méthode du repére mobile s’applique sans modification
quand on substitue aux points d'autres éléments générateurs.
Prenons par exemple la géométrie euclidienne & trois dimensions.
Si nous prenons la droite pour élément générateur, il suffira d’as-
socier a chaque repére une droite déterminée qui jouera le role
de droite-origine pour ce repére ; ce sera par exemple I'axe des z
du triédre trirectangle mobile. Quand le repére varie de maniére
que sa droite origine reste fixe, nous savons qu’il y a quatre rela-
tions linéaires & coefficients constants entre les composantes w,,
Wy, Wy, Woy, Wy, Wy, du déplacement infinitésimal du repére. En
remarquant que le point M se déplace alors sur I’axe des z et que
cet axe reste fixe, on trouve en effet

w,:wg—m%:wa,:(),

Ce sont les quatre €quations différentielles des droites de [es-
pace, ou plutdt les équations définissant les familles de repéres
ayant méme droite origine. Les composantes w,, w,, wg, w,, sont
celles qui joueront, dans I'application de la méthode du repére
mobile, le role que jouaient, dans l'exposé fait au parag. VII, les
n composantes w,, w,, ..., W,

D’une maniére générale, a tout choix d'un élément générateur
correspond un systéme complétement intégrable d’équations aux
différentielles totales établissant des relations linéaires & coeffi-
cients constants entre w,, w,, ..., w,. La réciproque est facile a
démontrer (*).

Ce qui précede montre encore mieux qu’auparavant le role joué
par les équations de structure du groupe G.

(2) A un autre point de vue, tout choix d’éléments générateurs correspond
au choix d'un sous-groupe délerminé de G, celui qui laisse invariant I'élément
générateur origine. Réciproquement a lout sous-groupe correspond une famille
d’éléments générateurs.

REPENRE MOBILE. GROUPES CONTINUS. ESPACES GENERALISES, 5
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IX

36. — On peut encore envisager d'un autre point de vue les
équations de structure d'un groupe. Imaginons dans l'espace ordi-
naire un systéme quelconque de coordonnées curvilignes u,, us,, u,.
Supposons attaché a chaque point de I'espace un triédre trirec-
tangle déterminé. Si nous connaissons, en fonctions linéaires de
duy, du,, du,, les six composantes relatives w,, w,, w;, Wy, Wy,
w,, du déplacement infinitésimal de ce triédre, nous pourrons
reconstruire par voie différentielle tout I'espace euclidien, sous
la condition nécessaire et suffisante que les six formes données
satisfassent aux équations de structure de Darboux et que les trois
formes w,, w,, w; soient linéairement indépendantes. Si nous nous
donnons le point de I'espace euclidien qui correspond aux coor-
données (u,°, u,°, u,°) et si nous nous donnons en ce point un
triedre trirectangle, nous pourrons déterminer quel est le point
de I'espace qui correspond & des coordonnées arbitraires et quel
est le triédre trirectangle qu’il convient de lui attacher. On peut
done dire, & un autre point de vue, que la donnée, dans un conti-
nwwm a trois dimensions, de six formes différentielles v, wy, wy, Wy,
Wy, Wy Salisfaisant aux équations de structure du groupe eucli-
dien permet d'organiser euclidiennement ce continuum (et méme
d'une infinité de maniéres), et d’en faire en quelque sorte un
espace euclidien a chaque point duquel on a attaché un triedre
trirectangle déterminé.

Sc donner les six formes considérées, c’est aussi, sil’on veut,
associer a chaque couple de points infiniment voisins du conti-
nuum un déplacement euclidien infinitésimal, celui dont les para-
métres sont précisément w,, w,, wy, Wy, Wy, ©,. En ce sens un
continuum organisé euclidiennement est un support de déplacements
euclidiens infinitésimaux. Mais il faut bien remarquer que ces
déplacements associés aux différents couples de points infiniment
voisins ne sont pas arbitraires, puisque leurs composantes doivent
satisfaire aux équations de structure.

La donnée des six composantes w;, w;;correspond & un choix des
triedres associés aux différents points de l'espace; elle est done
arbitraire jusqu'd un certain point. Comme le déplacement infi-
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nitésimal associé & deux points infiniment voisins est de la forme
Sz ! Su+ du, en désignant par S, et S, ; 4, les déplacements qui
ameénent le repére origine en coincidence avec les repéres atta-
chés a ces deux points, on pourra substituer a S, tout autre dépla-
cement amenant l'origine au point considéré ; or ces déplacements
sont de la forme S,R, en désignant par R une rotation arbitraire
autour de lorigine. Il en résulte qu’en associant suivant une loi
quelconque a chaque point (%,, u,, %;) du continuum une rotation
euclidienne R, autour de l'origine, au déplacement infinitésimal
S ' Sutau sera substitué le déplacement infinitésimal R} '(S;*
Su—l— du) Ru+du-

Le résultat précédent peut s’énoncer de la maniére suivante.
St on substitue au déplacement infiniment petit T, 4 associé a
deux points infiniment voisins le déplacement

-1
T’u; du — Ru Tu; du Ru + duy

on aura la méme organisation euclidienne du continuum. Le chan=
gement des données correspond & un simple changement des trié-
dres attachés aux différents points de l’espace.

Plus généralement on pourrait, au lieu de R,, prendre une rota-
tion arbitraire dépendant de trois paramétres v,, v,, v;, et on aurait
ainsi doué le continuum d’'un systéme complet de repéres, dépen-
dant de six paramétres; on connaitrait les composantes linéaire-
ment indépendantes w;, w;; du déplacement infinitésimal de ce
repére et on pourrait par suite appliquer la méthode du repére
mobile avec les coordonnées curvilignes données.

37. — Eclaircissons ce qui précéde en indiquant explicitement
comment les choses se passeraient dans le plan. Nous avons done
un continuum 4 deux dimensions, défini au moyen de deux coor-
données u et v, et nous nous donnons un systéme de trois formes

w, = Edu + & dv, ©, = ndu + n,dv, w,, = rdu 4+ r.dv,

satisfaisant aux équations de structure

28 T
Yo on — Wi My,
on o

(37) Pyl -5'1-;': — gri -+ 7'Eu
oar

hib) ou
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Les quantités w,, w;, w, sont : les deux premiéres, les compo-
santes d’une translation paralléle aux axes (mobiles), et la der-
niére la composante d'une rotation autour de l'origine (mobile).

Si nous changeons l'orientation des axes, si par exemple nous
les faisons tourner d'un angle 6, nous obtenons les valeurs plus
générales

(38) ®w, —w, cos 8+ w,sinf, w,—=— w,sin 4 w, cos ,
Wys == Wyy - de:

qui permettent d’appliquer la méthode du repére mobile. Par

exemple les droites sont caractérisées par la propriété qu’on peut

leur attacher un repére dont le premier axe est fixe, ce qui donne
w, =0, w,=0;

on en déduit

tgh =22, dou w, -+ widoy — widuy _

)y wy? 4 wg?

On obtient ainsi I’équation différentielle des droites en remplacant
w,;, Wy, W, par leurs valeurs données.

Une circonférence de rayon a sera de méme caractérisée par
les équations

Wy = U, B = 70,

ete.
Tout cela s’appliquerait naturellement & n'importe quel espace
de Klein défini en coordonnées curvilignes quelconques.

38. — Il nous reste & montrer, pour préparer l'introduction
des espaces généralisés, quelle est la signification géométrique
profonde des équations de structure.

Prenons un espace de Klein et attachons & chaque couple de
points infiniment voisins (u;) et (2; 4 du;) un déplacement infini-
tésimal T,, ¢, satisfaisant aux équations de structure. Cela revient
a attacher & chaque point un repére (R,); si ce repére se déduit
du repére origine par le déplacement S,, on a

— Q-1
Tu;du —_— Su Su + due

Imaginons dans I'espace un circuit fermé, ou cycle, que nous par-
tagerons en un grand nombre d’arcs trés petits par des points de
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subdivision Mo, My, ..., M, _s. Appelons (R,) le repére attaché au
point M; et S; le déplacement qui améne le repére initial (R,) en
(R). Le déplacement qui améne (R,) en (R,) est S; 'S, ; celui qui
amene (R,) en (R;) est

S5 18, = (871 8,) (St Sy,
et ainsi de suite; le déplacement qui ameéne (R,) en (R,) est
(5518 =(8,"'8)(8,!8,) ... (85150);

tous ces déplacements sont rapportés ¢ (R,). Finalement, quand
on aura décrit le cycle, on sera revenu au repére (R,) par un
déplacement, nécessairement nul, qui sera le produit des dépla-
cements infiniment petits attachés aux arcs dans lesquels le cycle
a été décomposé.

St donc on appelle T; ;11 le déplacement infiniment petit, rap-
porté a (R;), qui améne (R;) en (Ri 4+ 1), on a

(39) TO,i Ti,?---Tn—fl,ll-—iTn—i,O:i-

39. — La relation précédente, supposée vraie pour tous les cycles
d'un continuum a n dimensions, suffit pour que les composantes du
déplacement infinitésimal Ty, 4y associ€ aux couples de points infi-
niment voisins de ce conlinuum salisfassent aux équations de
structure. En effet faisons correspondre a un point particulier (u°)
du continuum un point déterminé A, de l’espace de Klein et un
repére déterminé (R,) d’origiie A,. Soit maintenant (x;) un point
quelconque du continuum ; joignons par un chemin continu (%)
a (w;) et partageons ce chemin en un grand nombre d’arcs par-
tiels. A chacun de ces arcs est attaché un déplacement infinité-
simal Ty, 4, ; construisons alors, en partant de (R,), les repéres
successifs qui se déduisent les uns des autres par le déplacement
infinitésimal donné correspondant, ce déplacement étant toujours
supposé défini. analytiquement par rapport au repére qu’on
déplace. On arrivera ainsi & un repére final (R,), qui sera bien
déterminé lorsque, a la limite, on aura augmenté indéfiniment Ie
nombre des arcs partiels, chacun d’eux tendant vers zéro. Le
repére (R,) ainsi attaché au point (#;) du continuum ne dépend
pas du chemin suivi dans le continuum pour aller du point (u.°)
au point {(%;), et cela précisément & cause de I'hypothése, traduite
par la relation (39), qui a été faite sur les cycles du continuum.
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On montre ensuite facilement que le déplacement qui améne (R,)
en (R, q4.) est précisément, si on le rapporte a (R,), le dépla-
cement donné T, ; 4,. Cela suffit évidemment pour que les compo-
santes de T, 4, satisfassent aux équations de structure. ‘

40. — Il semblerait, d’aprés ce qui préceéde, qu’il y ait équi-
valence absolue entre les équations de structure et les rela-
tions (39). En réalité les équations de structure ne sont autres
que les relations (39) appliquées @ un cycle infiniment petit arbi-
trawre. Un examen plus approfondi montre que si on se donne
arbitrairement le déplacement T,; s, de composantes w;, et si on
considére un parallélogramme élémentaire de sommets

(u0) = (i), (wi') = (wi + duy),
(u) = (u; + du; 4 Su; + dow;), (') = (u; + ou;),

ou d et ¢ sont deux symboles de différentiation échangeables
entre eux, les composantes du déplacement

TonTiazTaraTaao

sont précisément les quantités

Q; = dowy(8) — Sw{d) — Y, ejmi w;(d) wil3).
Jy i

Il est & peu prés évident que les relations (39), supposées vraies
pour les cycles infiniment petits, sont encore vraies pour les
cycles finis, mais & condition que ces cycles soient réductibles a
un point par déformation continue. Les équations de structure
nwentrainent donc pas nécessarrement les relations (39) pour les
cycles qui ne satisfont pas a cette condition.

X

41. — Nous sommes maintenanl en mesure de comprendre
comment on peut généraliser la notion d’espace de Klein.

La premiére généralisation de ce genre remonte a Gauss, qui
naturellement ne pouvait se placer au méme point de vue que
nous. Reprenons les équations de Darboux (37) relatives au plan.
La connaissance en fonction de deux paramétres u et v des com-
posantes ¢, &, m, 1y, 7, 7, d’'un déplacement dans le plan suffit
pour retrouver l'organisation euclidienne du plan. Mais nous
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pouvons remarquer que la connaissance de &, &,, 7, %, suffit, car
les deux premiéres équations (37) permettent d’en déduire les
valeurs de r et »,. D’autre part, au lieu de se donner les deux
formes w, et w, que définissent &, &, , #,, on peut se donner aussi
bien, comme nous l'avons vu au n° 37, les deux formes

w —=w, cos 4+ w,sinf, w, = — w, sin § 4 w, cos §;

cela revient i dire que la seule connaissance de la forme quadra-
tique ©,* 4 w,” suffit pour retrouver I'organisation euclidienne du
plan. Cette forme quadratique n’est autre que le ds* du plan,
carré de la distance de deux points infiniment Voisins. C'est un
résultat bien connu, dont la raison profonde est qu’on peut fonder
la géométrie euclidienne sur la seule notion de distance.

Le ds* ne peut pas étre donné arbitrairement, sil’on veut que
les équations de structure soient vérifiées. Donnons-nous cepen-
dant un ds* arbitraire, c¢’est-d-dire donnons-nous pour &, &, n, 1,
des fonctions arbitraires de « et v ; nous pourrons encore‘tirer r
et 7, des deux premiéres équations de structure, mais la troisiéme
ne sera plus vérifiée. Le continuum & deux dimensions doué du
ds* donné pourra, nous le savons, étre assimilé i une surface et
jouira de toutes les propriétés géométriques des surfaces qui
sont attachées a leur s®. Sur une telle surface, la théorie des
courbes sera identiquement la méme que dans le plan et rien ne
sera changé a lapplication de la méthode du repére mobile. En
introduisant le repére le plus général avec les composantes ,,
w,, @, du déplacement infinitésimal, on attachera a une courbe
un repére mobile avec la condition w, — 0, qui nous fournira la
courbure (courbure géodésique au sens de Gauss)

l . Wy

p Ty
La différence entre la surface et le plan se marquera par le
fait que la troisiéme équation de structure (37) ne sera plus véri-
fiée ; on aura

or or
3 a—ui = K(E"li - "Agx);

ou, avec nos notations,

dw,(6) — 6w(d) = — K I 0(3)  wild) R
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le coefficient K est la courbure totale. On peut l'interpréter en ima-
ginant un cycle infiniment petit et un repére attaché aux différents
points du cycle et se déplacant de proche en proche sans rota-
tion ; en revenant au point de départ, il prendra une position dif-
férente de la position initiale et qui s’en déduit par la rotation
Kds, ol do désigne I'aire limitée par le cycle.

On pourrait imaginer d'autres généralisations du plan eucli-
dien en associant a tout couple de points infiniment voisins d'un
continuum & deux dimensions un déplacement euclidien infinité-
simal T, ; 4, pour lequel les deux premiéres équations de structure
ne seraient pas vérifiées. Par exemple on pourrait se donner arbi-
trairement les fonctions &, &,, n, n, en prenant » = r, = 0. Les
repéres euclidiens attachés aux différents points du continuum se
déduiraient donc les uns des autres par une simple translation ;
on aurait un espace @ connexion euclidienne doué d'un parallé-
lisme absolu. Dans cet espace la théorie des courbes est encore la
méme que dans le plan euclidien. En introduisant les repéres les
plus généraux, on aurait

®; —w, 08 § 4 w,8inh, wmy—=—w,sinb 4-w,cos b, wm,=db;
les droites seraient définies par
W, = w3 — 0,

ou
dv dv
Yl +n‘ii—u=c(£+£‘_d_u'>’
C étant une constante arbitraire, définissant la direction de la
droite. Sur une surface donnée par son ds?, on peut définir une
connexion euclidienne a parallélisme absolu en décomposant son
ds® en une somme de deux carrés w,? + w,’ et prenant w,, = 0;
par exemple, pour une sphére rapportée a sa longitude, et a sa
colatitude 9, on pourrait prendre
w; — de’ Wy —= Siﬂ ed' 3 Wi — 0;

les droites seraient les loxodromies admettant pour poles les deux
poles de la sphére et définies par I'équation

. dgo__
smOEB—_C.

Dans cette généralisation, distincte de celle de Gauss, le dépla-
cement Ty T,; ... associé & un cycle n’est pas une simple rotation,
mais est une translation de composantes
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wy(d)  wy4(d)
w;(3)  ©42(8)
w,(d)  w,(d)
w,(8)  wy4(0)
c'est la torsion de l'espace, opposée a la courbure de Gauss (**).

Enfin I'espace & deux dimensions le plus général 4 connexion
euclidienne s'obtiendrait en prenant pour &, &,, n, =, », r, des
fonctions absolument arbitraires de u, v; il aurait alors courbure
et torsion. Mais 1a encore la théorie des courbes et ’application de
la méthode du repére mobile seraient identiquement les mémes
que dans le plan euclidien.

Q, = dw,(8) — dw,(d) -+

)

)

0, = duoy(8) — Beoy(d) — l

42. — Si T'on passe du plan euclidien a I'espace euclidien 4 un
nombre quelconque de dimensions, on retrouve en particulier la
géométrie riemannienne classique. Les équations de structure de
I'espace euclidien peuvent étre partagées en deux :

1° les équations, écrites sous forme condensée,

(40) (0’,‘ = -?‘ [(okwhi] 3
20 les équations

(41) Wy = ; [w,-,,w;,j] .

Sil’on se donne dans un continuum 4 n dimensions les n formes
w; (composantes de la translation), supposées linéairement indé-
pendantes en du,, ..., du,, les équations (40) permettent d’en
déduire sans ambiguité les formes w;; (composantes de la rotation
du repére mobile). D’autre part, par un changement du repére
attaché & un point, les w; subissent une substitution orthogonale
arbitraire, de sorte que la donnée du

ds® = w,* + 0l + ... + w,?

de ’espace suffit pour l'organiser euclidiennement, i condition
bien entendu que les équations de structure (41) soient vérifiées.

(13) Avec les notations de Darboux, la torsion est définie analytiquement par
les deux coefficients a et b des équations

B afem — g,
2 2 p(gny — nEy).

o ou
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Si Yon se donne arbitrairement le ds?, on obtient un espace de
Riemann; on peut encore s'arranger pour satisfaire aux équations
de structure (40), ce qui permet, suivant une loi intrinséquement
liée au ds® donné, de définir le déplacement euclidien infinitési-
mal qui améne en coincidence deux repéres rectangulaires infi-
niment voisins ou, ce qui revient au méme, de définir I’angle de
deux directions issues de deux points infiniment voisins de
Pespace. On arrive ainsi 4 la notion du parallélisme de proche en
proche de M. Levi-Civita (**). Les équations de structure (41) ne
sont plus en général vérifiées; il faut ajouter au second membre
des termes complémentaires qui définissent la courbure rieman-
nienne de 1'espace.

Dans 'espace riemannien, l'application de la méthode du repére
mobile & la théorie des courbes est identiquement la méme que
dans D'espace euclidien ; la classification des courbes, la mnotion
de courbure et de torsion sont les mémes. Autrement dit toutes
les opérations de la géométrie différenticlle euclidienne qui se
rapportent & ['étude des courbes gardent leur signification en
géométrie riemannienne. L’application de la méthode du repére
mobile & la théorie des surfaces se fera aussi de la méme maniere
qu'en géométrie euclidienne, mais les résultats ne seront pas les
mémes, en ce sens qu'en géométrie euclidienne comme en géomé-
trie riemannienne, on doit tenir compte des valeurs des covariants
bilinéaires w'; et w';; et que ces expressions ne sont pas les mémes
dés que le nombre des variables dépasse 'unité. C'est ainsi que
les notions de droite, de circonférence, d’hélice, etc., se généra-
lisent automatiquement en passant de la géométrie euclidienne a
la géométrie riemannienne, mais que la notion de plan n’existe
pas en général en géométrie riemannienne, si du moins on veut
définir le plan par les mémes propriétés différentielles qu’en
géométrie euclidienne. Ces propriétés différentielles se traduisent
en effet, dans I'espace a trois dimensions, par les équations

wy =0, w,;=0, wy;=0,

et ces équations ne sont plus complétement intégrables si les
équations de structure cessent d’étre vérifiées.

(**) T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una varieta 'qualunque
(Rendiconti Circ. mat. Palermo, 42, 1917).
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On pourra naturellement envisager des espaces a connexion
euclidienne plus généraux que les espaces riemanniens, les pre-
miéres équations de structure (40) cessant d'étre vérifiées. Les
espaces riemanniens d parallélisme absolu retrouvés par M. Einstein
sont ceux pour lesquels les derniéres équations de structure (41)
sont vérifiées, mais non les premiéres (40). Ils ne comportent pas
de courbure, mais ils ont une torsion.

43. — On voit facilement maintenant comment a chaque
groupe G a n variables on peut attacher une infinité d’espaces
généralisés admettant G pour groupe fondamental; ces espaces
peuvent étre regardés comme des continuums & n dimensions
dans lesquels on a attaché & chaque couple de points infiniment
voisins (u;) et (u; + du;) une transformation infinitésimale déter-
minée T,.q, du groupe G, de maniére que les équations de
structure cessent d'étre vérifiées (**). Dans ces espaces les opéra-
tions de la géométrie différentielle de l'espace de Klein de
groupe G continuent & garder leur signification; la théorie des
courbes y est la méme que dans l'espace de Klein; la méthode
du repére mobile s’y applique aussi de la méme maniére. Mais la
classification des surfaces n’y est pas la méme, ainsi que certaines
de leurs propriétés.

A tout cycle de I'espace généralisé dont on se donne le point
initial A, est associée une transformation du groupe G. On peut
se la représenter de la maniére suivante. Imaginons une suite
d’observateurs échelonnés le long du cycle, se figurant tous étre
dans un espace de Klein et adoptant chacun un repére déterminé.
L’observateur placé en A, pourra essayer de se représenter, dans
I’espace de Klein auquel il croit appartenir, la suite des positions
des reperes de ses collégues, pourvu que chacun d’eux lui trans-
mette la position, par rapport a son propre repére, du repére infi-
niment voisin. Quand l'observateur placé en A arrivera a la fin
du cycle, il constatera qu’il devrait attribuer & son propre repére
une position différente de celle qu'il a réellement ; le déplacement

(%) On pourrail plus généralement, dans un continuum & m % n dimensions
dont chaque point serait défini par un systétme quelconque de coordonnées
Uy, ..., Um, attacher & chaque couple de points infiniment voisins un déplace-
ment infinitésimal Tu;du du groupe G; on aurait un espace qui garderait
encore quelques-unes des notions de la géométrie différentielle de I'espace de
Klein dont G est le groupe fondamental.
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nécessaire pour revenir i cette position initiale est le déplace-
ment associé au cycle doué de l'origine A,. Il est évident que ce
déplacement, considéré au point de vue purement géométrique
par l'observateur placé en A,, ne dépend pas de la suite des repé-
res choisis par les observateurs intermédiaires, mais son expres-
sion analytique dépend .du choix du repére d’origine A,. On peut
fonder sur la considération des déplacements associés aux diffé-
rents cycles d’origine donnée A,, unc notion importante, celle du
groupe d holonomie de I’espace. Mais nous n’entrerons pas dans
ce sujet.

Si le cycle est un parallélogramme élémentaire, les composan-
tes du déplacement infinitésimal associé au cycle sont les termes
complémentaires qu’il faut ajouter aux seconds membres des
équations de structure pour que ces équations deviennent exactes.
Ce sont des expressions bilinéaires alternées par rapport aux deux
séries de différentielles dw; et du;, ou encore par rapport aux
deux séries de composantes w;(d) et wy(8) (¢ =1, 2, ..., n), silon
suppose que les équations différentielles des points s’obtiennent
en annulant les n premiéres formes w; (*°). L’espace est sans tor-
ston si les termes complémentaires relatifs aux n premiéres
équations sont tous nuls; c’est ce qui se passe pour les espaces
riemanniens classiques, le déplacement associé & un cycle élémen-
taire d’origine A, étant une rotation autour de son origine du
repére attaché a A,.

44. — La géométrie kleinéenne de groupe fondamental G peut
revétir plusieurs aspects différents suivant /’élément générateur
choisi. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que c’était le
point. Avec un choix différent de 1'é¢lément générateur, on aura
des géométries généralisées essentiellement différentes des précé-
dentes. Si, dans la géométrie ordinaire, on regarde l'espace
comme un licu de plans, la notion de point subsiste, le point
étant regardé comme une famille particuliére de plans dépendant
de trois parametres; mais, de méme que dans un espace de
Riemann, qui est un espace ponctue! a connexion euclidienne, la
notion de plan disparait;de méme dans un espace de plans a con-

(%) Ces expressions bilinéaires ne sont pas quelconques: elles satisfont & des
identités (identités de Bianchi en géométrie riemannienne) qui constituent le
theoréme de la conservation de la courbure et de la torsion.
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nexion euclidienne, la notion de point disparaitra, et la géomé-
trie dans un tel espace sera tout 4 fait différente de la géométrie
riemannienne.

Il est intéressant, pour ne pas rester dans ces généralités, de
voir comment on pourrait concevoir analytiquement un espace
réglé a connexion euclidienne. Si dans 1'espace euclidien on asso-
cie & chaque triédre trirectangle le 3° axe comme droite origine,
les composantes du déplacement infinitésimal du tri¢dre qui s’an-
nulent lorsque la droite origine reste fixe sont, comme nous I’avons
vu (n° 35),

Wy, Wy, Wiy Wgy.

On définira un espace réglé i connexion euclidienne en se
donnant six formes différentielles & 4 variables wu,, wu,, us, u,, les
quatre formes w,, w,, w;,, w, étant linéairement indépendantes.
On peut remarquer ici que la connaissance, dans 'espace eucli-
dien, de ces quatre formes entraine celle des deux autres. Avec
les notations de Darboux, on se donne &, n;, piy ¢: (=1, 2, 3,
4); les équations

L= may — ey — Ly + 0%

_;g — ;a)_zj,’ = Lpj — pi&j — §ry + 7‘zEj,
. °le' 2pj

g w97 T M0

S — 3= gy —

déterminent sans ambiguité les {; et les 7;.

Pour avoir un espace réglé a connexion euclidienne sans torsion,
il faudra se donner des fonctions &;, =i, pi, ¢iy G i satisfaisant
aux 24 équations précédentes. Mais nous savons qu'il y a une
infinité de maniéres de choisir les fonctions pour un méme
espace, suivant le choix particulier qu'on a fait des repéres. En
ce qui concerne les formes w,, w,, wy, vy, on constate que ce qui
ne varie pas avec le choix du repére, ce sont les deux formes qua-
dratiques

9
2 2
W" + Wy et Wy — Wy,

dont la premiére représente le carré de I’angle de deux droites
infiniment voisines et la seconde le produit de cet angle par la
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plus courte distance. Mais ces deux formes différentielles quadra-
tiques ne peuvent pas étre choisies arbitrairement, si 1'on veut
que les équations (42) soient vérifites par un choix convenable
des & et des 7. En particulier il faut que la premiére forme
w2 -+ w,,? puisse s’exprimer comme forme différentielle quadra-
tique & deux variables seulement. Une maniére particuliérement
simple de choisir les deux formes quadratiques fondamentales
consiste a prendre
(43) Wy + Wy = du® 4 du,?,
W Wy — W3 = du,diy — du,du,.

Les variables u, et u, définissent la direction de la droite. On
verrait que dans la géométrie réglée correspondante, la notion de
point (considéré comme centre d'une gerbe de droites) et la
notion de plan (considéré comme réseau de droites) subsistent (*7).
La condition pour que deux droites (u;) et («';) appartiennent @
un méme point ou pour que deux droites (u;) et u';) appartiennent
a un méme plan est la méme, a savoir

(uy — wy) (U — uy) — (), — wy) (0, — w)) =0 (*).

45. — 1l est clair qu'un grand nombre de géométries généra-
lisées ne sont jusqu'a présent que des curiosités géométricques.
Elles ont cependant le double avantage de jeter une vive lumiére
sur les fondements mémes de la géomeétrie différentielle, et de
fournir un réservoir de schémas géométriques dans lequel les
Mathématiques et la Physique mathématique pourront venir
puiser un jour. C'est ainsi du reste que la géométrie riemannienne
a parallélisme absolu, qui est & la base des récentes recherches
de M. Einstein, entre dans le schéma général que nous avons
exposé. De méme les .espaces de Weyl sont des espaces sans
torsion admettant pour groupe fondamental le groupe des simili-
tudes ; la théorie des courbes, dans ces espaces, est donnée par
les formules de Frenet (8). Jusqu'a présent ce sont surtout, en
dehors des espaces riemanniens et des espaces de Weyl, les
espaces & connexion affine, & connexion projective et & connexion

(*7) Si I'espace est sans torsion, la notion de plan subsisie nécessairement,
mais il n’en est pas de méme en général de la notion de point.

('8) Cette géométrie réglée est liée d’'une maniére trés étroite & la cinématique
classique du plan, la droiie représentant un mouvement rectiligne et uniforme.
Voir E. CArTAN, La cinématique newtonienne et les espaces a connexion eucli-
dienne (Bull. math. Soc. roumaine des Sciences, 33, 1933).
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conforme qui ont été étudiés. Les deux derniéres catégories peu-
vent étre rattachées & des problémes d’Analyse qui sont trés
anciens, mais qu'on peut ainsi revétir d'une forme géométrique
suggestive. Etant donné par exemple un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires du second ordre & n variables, dont » — 1
dépendantes et une indépendante, peut-on regarder les courbes
intégrales de ce systétme comme jouant, dans un continuum doué
d’une connexion projective, le role des droites ? On voit immé-
diatement que cela n’est possible que si les équations ont une
forme particuliére, par exemple, dans le cas n — 2, si I'équation
différentielle donnée est de la forme

d?y dy \3 dy \2 v di
(44) Th=A(Z)+B () +CE+D,
avec des coefficients A, B, G, D, fonctions données de z, y. Le
probléme comporte alors une infinité de solutions; mais, parmi
toutes les connexions projectives répondant a la question, il en
existe une et une seule liée d’une maniére intrinséque a I'équation
donnée ; cela veut dire que la loi suivant laquelle on associe cette
connexion projective & l’équation différentielle reste invariante
par un changement de variables quelconque (**). La géométrie de
Pespace 4 deux dimensions (z, ) & connexion projective, dite
normale, ainsi définie, fournit toutes les propriétés de I’équation
(44) qui ne dépendent pas du choix des variables z, ¥.

Si l’équation différentielle n’est pas de la forme particu-
liere (44), mais est quelconque, on peut encore en regarder les
courbes intégrales comme jouant le role de droites dans un
espace d connexion projective, mais 4 condition de prendre
comme élément générateur de la géométrie non le point, mais
I'élément linéaire (ensemble d’'un point et d’une droite passant
par ce point), le groupe fondamental étant toujours le groupe
projectif du plan; la encore, parmi toutes les connexions projec-
tives faisant des intégrales de I’équation différentielle des droites,
une est privilégiée, et la géométrie correspondante fournit toutes
les propriétés de 1’équation différentielle qui ne dépendent pas du
choix des variables z, y.

(19) La déterminatlion de celte connexion projective inirinséque rentre dans
la méthode générale du repére mobile, mais appliquée ici au cas d'un groupe G
infini, 4 savoir le groupe de toutes les transformations ponctuelles & deux
variables.
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On pourrait de méme regarder les courbes intégrales d’une
équation différentielle arbitraire du 3° ordre comme les circonfé-
rences d’'un plan, en regardant le continuum des points (z, ¥)
comme un espace généralisé dont le groupe fondamental serait le
groupe des transformations de contact qui changent un cercle
orienté en un cercle orienté. 11 existe encore une connexion privi-
légiée et la géométrie correspondante fournit toutes les propriétés
de I'équation différentielle invariantes par une transformation de
contact arbitraire.

46. — Un dernier exemple va nous ramener a la géométrie
euclidienne. On sait que Riemann a envisagé, pour définir la dis-
tance de deux points infiniment voisins, des expressions plus
générales que la racine carrée d'une forme différentielle quadra-
tique. Dans le cas de deux dimensions, on pourrait prendre une
fonction quelconque homogéne et du premier degré en dx, dy,

qu’on peut toujours écrire F(z, v, y')dx, en posant y' —= -Z—% . D’au-

tre part, le calcul des variations, dans le cas le plus simple d'une
intégrale [F(z, y, ¥')dz, conduit & des notions, qui sont trés ana-
logues 3 des notions de géométrie élémentaire ; la transversalité
par exemple a une grande analogie avec la perpendicularité. Cer-
tains auteurs ont développé une généralisation de la géomeétrie
riemannienne fondée sur des considérations de cette nature.
Cette généralisation rentre dans notre schéma général. On peut
faire des extrémales de l'intégrale fF(z, y, ¥')dz des droites eucli-
diennes en introduisant une connexion euclidienne, mais il faut
prendre alors comme élément générateur, non le point, mais
I'élément linéaire. Cela tient & ce que c’est au voisinage d’un élé-
ment linéaire, considéré comme élément d’extrémale, que l'es-
pace a les caractéres d’un plan euclidien, mais ce caractére se
perd si on considére le voisinage d’un point, c’est-a-dire 1’ensem-
ble des éléments linéaires dont le centre est voisin d'un point
donné. On peut donc définir euclidiennement 'angle de deux
éléments linéaires infiniment voisins, la distance de leurs cen-
tres, etc. ; mais il importe de remarquer que la distance des cen-
tres pourra varier si on fait tourner les deux éléments linéaires
autour de leurs centres fixes ().

(*0) Voir Euie CARTAN, Les espaces de Finsler (Exposés de Géométrie, 11, 1934).



GROUPES CONTINUS — ESPACES GENERALISES 65

Le fait qu’on puisse fonder d’une maniére intrinséque une géo-
métrie & connexion euclidienne sur la donnée de l'expression
analytique de la distance de deux points infiniment voisins pose
la question de savoir si 'on ne pourrait pas réaliser quelque chose
d’analogue en se donnant, dans un continuum & trois dimen-
sions, 'expression analytique del’aire d’un élément de surface (*').
I est trés remarquable que cela est possible en général;
on peut associer, suivant une loi intrinséque, a4 une intégrale
SSF(z, y, 5, p, ¢)dzdy une connexion euclidienne dans laquelle
cette intégrale représenterait l’aire euclidienne d’une surface.
Mais il y a ici des cas d'exception ; je citerai seulement le cas de
I'intégrale [ [(p* + ¢*)dzdy. Comme cette intégrale est inva-
riante par le groupe infini de transformations ponctuelles

- o iy = [z + iy)
3 = z 4 a,

ou f(x -+ iy) désigne une fonction analytique arbitraire et a une
constante arbitraire, il est certain qu'il est impossible de lui asso-
cier suivant une loi intrinséque (c’est a-dire invariante par un
changement quelconque de variables) une connexion euclidienne,
car toute connexion euclidienne ne pecut rester invariante que
par un groupe & six paramétres au maximum, tandis qu'elle
devrait rester invariante par le groupe infini (45) (*2).

L’exemple précédent est assez suggestif. Il montre d’abord la
possibilité de fonder la géométrie différentielle euclidienne dans
I'espace sur la seule notion d’aire, de méme qu'’il est possible de la
fonder sur la seule notion de longueur. Mais il montre aussi que
si, en généralisant Pexpression analytique euclidienne de la /lon-
gqueur, on peut toujours fonder une géométrie conservant les
notions fondamentales de la géométrie euclidienne différentielle,
il n’en est pas toujours de méme en généralisant I'expression ana-
Iytique euclidienne de l'aire. Et cela méme n'est pas sans nous
ouvrir de nouveaux horizons sur les fondements mémes de la
géométrie élémentaire.

(2') Pendant la correction des épreuves, M. L. Koscumieber me signale des
mémoires (MNath. Ann., 9%, 1925 ; Math. Zeitsch., 24, 1925 ; Math. Zeitsch.,
25, 1926 ; Proc. Akad., Amsierdam, 31, 1928) dans lesquels il a abordé ce
probléme et obtenu d’intéressants résultats.

(2*) Voir E. Cartan, Les espaces métriques fondés sur la nolion d'aire
(Exposés de Géomélrie, I, 1933).
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