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Problémes dans les topos.

1. Quelqgues rappels.,

1.1. Un fopos elémentalre est une catégorhag vérifiant les

énoncés suivants
(i)‘g a des limites inductives et projectives finies ;

(ii}fg admet une expongntiation : pour tout A € |£ [, le
foncteur () x A 1 E—— € admet un adjoint & droite,
note ()7 ;

(iii]‘g possede une fléche v : 1—= 0 telle'que pour tout
X € |£ | les fliéches de X vers © donnent par produit

fibré avec v exactement les sous-objets de X.

On peut réduire cette axiomatigue, comme 1’ant moniré des
travaux récents de A. Kock et Ch. Miﬁkelsen-[S], et dé-

crire par exemple avec F.W. Lawvere [7] un topos élémen-
taire comme une catépgorie cartésisnne fermée ol la notion

de sous-objet est représentable.

1+2. 0On sait que pour un topaos 2 le foncteur de pleongemsnt dans
la catégorie 8 b des morphismes partiels admet un adjoint
4 droite. Cette propriété psut d’'ailleurs étre substituée

& 1l'axiome (iii}d.

Nous allens indiquer un autre plongement intéressant ci-

dessous.,




On sait auss i gue pour tout chjet X d'un topos ? , la
catégorie'ﬁ/x des Dbjsts au~dessus de X gst encore un
topos et gue toute fléche f ! Xe——»Y détermine un fonc-
tezur F* : ﬁ,/y——mwﬁ?%/x lequel admet & la fols un ad-

Joint &8 wpeuche [(noté EF) et un adioint a droite {(noté

Hf).

51 on se limite aux sous-ohiets de ¥, an obtien* une al-
gabre de Heyting G?[XJ et le foncteur £ induit

fbj )@ (x), lequel admet €gelement un adjoint

& droite (¥F, induit par .} et & gavche (noté JF, défini

en prenant 1l'imagel). Par 1'asdjonction cartfsienne les
objets de @ (X} reviennent aux points de QX et l'actien

des trols derniers foncteurs peut se décrire par des fléches
du topos. Ainsi prendre 1l'image par A x f d'un scus-objet
de A x X revient & faire suivre 1'adjointe cart sienne

de sa fonction caractéristique par la fléche

ER- Qx———«»ﬂy, laquelle correspond précisément & 1'image
par Q% « f da Ex~:~—~¢-ﬂx *x X [le scue-nbjet caractirissd

par l1'éveziuastion),

On peut définir la catéporie des relations dansg le tapos

€ (notée Re1(€ ) ¢

o

r
lg fagon suivante
on pose |Rel(%$ )| = ’ﬁ |

une fléche de X vers Y dans Re1(% ) st un sous-nhjst de
X x Y dans & - plus exactement une Fléche de X « Y vers
@ ; la composition de ¢ : ¥ X Yo 0 &t § 1 Y » 7—30
se fait ep prenant le produit flbré P au-dessus de Y des
sous-obijsts correspondant 3 ¢ e% ¢ et en prenant la fonc-

tion caractéristique de 1'imaze de P dans ¥ x 7,




La vérification du fafit que Rel{f } est une categorie est

laissée au lecteur.

On plonge ‘¢ dans Rel(i l en associant 8 f : X~——=Y la

fléche (1X, f) ¢+ X—»X x Y j ce plongement se factorise
3 travers celud r évident - de g dans Rel(% ).

Proposiidlon,

Le pLongement 1 de € dans Rel( € ) admet un adjoint &
arodte,

Puisque pour tous X, Y € €] on a

n

Rell€ ) [1(x}, Y1 Homg IX x Y, al

Y

m

Hom\g {x, &
on voit gue les foncteurs
Re1(€) [IC ), Y] sont représentables,

Il yv a done un adjoint, dent la valeur an Y est QY. Explicitons

sa valeur sur lgs morphismes : a ¢ : X--—-+Y correspondra
Q¢ : Q%————»QY définie gomme l'adjointe cartésienne de la fonco-

X

tion caractéristique du sous-objet de Q7 x Y obtenu en prenant

l'image du produit fibré de EX et de R¢ au-dessus de X.




Dans‘%/ns, on trouve gue Q¢ gnvoie chagque X' € X sur

{y |(3x) (x € x* et ${x, y} est vrai)},
Si ¢ correspond au graphe d'une application
Toi X———=Y, X' va sur {y | () (x € X' &t y = flx)},

Ceci suggére gu'en Ffaisant précéder l'adjoint en guestion du
Plongement I on trouve le foncteur "quantification existentiel-
ls” (qui envoie X sur 9° et f sur If) de g dans €, Effsctive-
ment, l'image du produit fibré de EX et de (1,, f) - donc de

EX - dans @° x Y est bien celle du composé vertical ci-dessous,

X
E><

1 |

Y g
/m X x\ X x Y\
x/ Y
X
& Qx * F
.F

X r
/Q ; Y\
ot Y

2. L'objet des Monos,

Soient X et Y deux objets du topos % .
dgefinir un sous-objet de YX

n se propose de

dont les points correspondent
exactement aux monomorphismes de X vers Y,




2-1-

2.2,

Un mono de X vers Y est caractérisé par le fait que son

éguivalence nucléaire est 1la diagonale de X,

Lta fonction caractéristique de Jla diagonale AX. fonctian
natée <=X>, @ pour adjointe cartésienne la fliche

=y ! ?—m&b@x X X.

L'application "équivalence nucléaire” de YX vers ﬂx X X
(notée §) peut s'obtenir comme adjointe de la flache de

Y>< X X x X vers Q caractérisant le soys-objet

Km&—wﬁ——m>Yx X X x X, noyau du couple

X
5} Yo o x X
ST N
X
Y© x ¥ x X & Y
FaY .
- pr, ev
Yr % x

(cest-a~dire, dans %/ns, l'ensemble des triples (¥, X4 xé]

tels gue f(x1] = F[xZJJ.

L'objet Mono (X, Y} est alors défini par 1le praoduit fibrsg

sggivant

Mono (X, Y}——————

Propos ition.

Pour tout objet T du Zopos % , on a une bifection
naturnelle




Hom_% [T, Mono (X, VI] = Mono,pc"/r [ X x7T, ¥ xT]

{le second membre représentant l'ensemble des monomor-

phismes de X x T vers Y x T dans %/TJ.

Par adjonction'cartésienne. les fleéches g : T—-—a¥x

correspondent bijectivement aux fléches g T % K—Y ;

ces derniéres sont en bijection avec les g' = (g, pl
T % X—T x ¥,

p désignant la projection T x X——T,

Nous allons montrer gue la condition “$g se faciorise a

travers =" équivaut & "g' est un monao", Cr la premiadre
X & P

revient a8 la commutativité du rectangle central ci-dessous.

T x X : - X
]
|\\T><A p.f. y/
| T % X X ' - )
\ X ST X x X
|
- { peta
g | @ g X X x X
1 <r >
| X X
f Y x X x X 3= 0}
|k ¢ ‘
LA .t v Y
K T T

Si ce rectangle commute, le composé (g x X x X}(T x A) se
factorise & travers K en kg et le carré (D est un produit

fibré {(tenant compte du Ffalt que T x A gst un menol ; ré=

ciproguement, si le prodult fibré de k et g x X »x X est




un carré du type(j, alors le rectangle central est commuy-

tatif (par 1'assoclativité des produits fibrés).

La conditicon sur C)se trouvera remplie si et seulement si

T x A est le noyau des composés

~

A
SV pr, (g x X x X) et ev pr, (g x X x X)

(d'aprés un lemme classique)

T x A g X X X X X

T x X =T X X x X =Y x X x X
A
T % X~ ‘ b= YX X X Y
x X ev

OU encore des composés

. A . A
g o prg et § o Pro.

Il reste & montrer gue cette propriété équivaut au fait
que (&, pJ soit un mono, c=s qui peut se vérifier dans les
ensembles : si nous désignons par (t, Xq s xz} un élément
guelconque de T x X x X, les deux propriétés se traduisent
par la condition

-

glt, x1J = glt, le entraine x, = x,",
Corcllaire.
Pour T = 1, on uvbtient 1la bijection naturelle

H{:nrn‘8 [1, Mono (X, Y)] = MGHD% (X, Y).




Les points de Mono (X, Y} correspondent donc exactement aux

monos de X vers Y dans'ﬁ . Mais ceux-ci ne déterminent pas

entiérement 1'objet Mono (X, Y).

2,3.1. Proposition,

Si X, ¥, I sont des objets du topos €, LL exisie
une {LZche unique de Mono (X, V) x Mono (Y, Z)
vers Mono (X, Z) factornisant La composdiiion C de

Zv X VX vers ZX.

Pour montrer cela, il suffit - compte tenu du lemme de

Yoneda - de décrire une application satisfaisante de
Hmm_%{T, Mono (Y, Z) x Mono (X, Y)) vers

Hom\%(T, Mono (X, Z)) pour tout objet T du topos.

Soit donc (g, f) un &€lément du premier ensemble, ou plus

Y X

exactement, 1'2lément de HDm,%[T, Z° % Y") gui lui cor-

respond canoniguement. A ces deux fl&ches sont associés

deux monos f' : T x X—=T x Y et g' : T x Y~———=T

(en utilisant les notations de la proposition précédente)

dont le composé est l'associé de C(g, f), comme il résulte

de la comparaison des diagrammes suivants, ol lesg

(g, F) x X Y X Z' x ev Y

X Z




Txxf'g[{’p]>TXY gXY%ZYXY)Z
g' = (g, p) T x Z &

composés horizontaux sont égaux.

Mais comme g'f' est un mono, Clg, f) se factorise & travers

Mono (X, ZJ), ce gui fournit 1’image cherchée du couple (g, ).
En remarquant que 1’application ainsi définie est bien natu-

relle, on acheéve l1a démonstration.

2.3,2. En utilisant une technigue semblahle on peut montrer par

exemple gue dans le preduit fibré suivant

P———s Mono (X, Z)
! i

I .
27w Y s

X
i est un sous-objet de ad x Mane (X, Y), ou encore que
si f : X—=Y est un mono, alors pour tout 7 la compo-

-

S5e

Mono (Z, X)) X ZA#YZ se factprise & travers
. ¥

Mono (Z, YJ~—-+YZ, de méme gue

travers

Cu#

Mono {vy, 2} 27 ;ZX se factorise

Mono (X, Z)———=7",




....']D._

2,4. Autre construction de 1’objet des Monos.

2.4.1. 5i ¢ est le topos des ensembles, une fLZche § : X—sV

2.4,2,

est un mono 44 et seulement 54 La formule sudlvante est
vhdde

(¢ X € Xy X € X]{(F[x1] = Flx,))=—===dlx, = xz}].
En fait, cetts propriété vaut pour un topos guelconqgue.

Oire gue ¥ est un monc, c'est dire gue sen équivalence

nucléaire {(notée R, avec les projsctions) est contenus

dens la diagonale de X, ou encore que le sous-objet de

X % X garactérisd par <=Y> (f % f) est contenu dans le

sous=-objet caractérisé par <=X>.
PR

v <= >
K f x ¥ Y

=

k4
}
< -
‘4

‘l?
_<
by
_<
¥ 7
0

A

1]
=

v

Mais ceci revisnt & 1'égalité de => (<=Y> (f x F), <=_>)
et Vy y x ©U au fait que 1'on obtienne ls vrai en quanti-
fiant universellement la premigre fléche le long de

X x X———=1, c'est-a~dire en formant la formule indiquée

dans 1°'&rnoncé.

ta remargue précedente suggdre la construction suivante

pour Manao {X, Y).

PR A A
bDésignons pear ¢1 et ¢2 les compoasés ev.pr., et ev.pr

3 2




m”|'1..

A
r

X i 3 A Coav

Yo ox X x X =Y % X e Y
I

et par g et f respectivement les composés supérisurs o=t

infériesurs ci-dessous

[¢1, Py ey <=y

><

Y& x X x X

or =X o X -

En guantifiant la flache o=———=p8 universellement le

leng de la projection YX x X % Xw_w—be, on détermine

X

un scus-objet m 1 M———wm¥" - défini par la fornule

(¥ x, € X)(¥ X S XI[[?(x1] = f[x23]====:$[x1 = x21].
C'est bien 1’cbjet Mono (X, Y) défini plus haut, car

pour tout T € |€% X

, une flaéche g : T——=Y" se facto-
rise 4 travers m si et ssulement si g x X x X suivie de

o===2>8 donne le vral, donc ssi alg x X x X} & B8(g x ¥ x X).

Mais comme l'on a toujours a » B (d'aprés la uafinition
de ces fléchas]) et comme a n’sst rien d'autra gue la fono-

tion caractéristigue de Ker (¢T, v,], c'est-a-dirs la

2
fléche ¢ définie en 2.2., on s'apercoit facilement gue

cette condition sguivaut & 1'Ggalité de

plp x % x X) et <=y> opr




3. L'aobjet des épis.

3.1. Une fléche de X vers Y est un épi si ot seulement si son

image est isomorphe & son but,

L'applicatian "image” de yX vers-QY peut s'ochternir camme
adjointe de la& fléche de YX x Y vers @ caractérisant le
Sous-objet image du couple

X

(n ev) Yx X X——=¥Y" % Y,

1]

L'objet épi est alors défini par le produit fibra

Epi (X, Y)w———mq
l

3.2, Proposdition,

Pour tout objet T du zopos % , on a une bifoction
nafurellfe

i

Epi,%/T [T x X, T x vI.

HO,‘FI% [T, Epd (X, v)1-

Nous allons voir que g : T ¥ varifie la condition
5 Cte

]

A . .
ou Im (g x Y) Vo y 51 et seulement si

X

g (B, P} ¢+ T.x Xe——3=T x v est un épi.




_:]3—

Or ceci résulte du fait que lss images sont universelles

et que le carré suivant est un produit fibré

Z;\ _ (f, x)
N %)
N X
T % X =Y % X
E X X
| - = £
(t, y) g (p, 8). (1. ev]
I PR
Ay
) v
Y \X(V Hn \
T x Y Y XY -5 .
g x Y

En effet, si (g x Y){t, y] = (H1, ev](f, x)
donc si {gt, y) = (F, evif, x1)
alors glt, x) = evig x XJ{t, x) = evigt, x)
= ev{f, x] ; y
et le couple (t, x] est bien une factorisation - nécessaire-

mant unique.

Corollaire.

Hom‘%[T, Epi (X, Y)] = Epi_% (X, Y.

3.3. Utilisant le résultat précédent, or peut démontrer des pror

positions analogues & celles énoncées en 2.3. Ainsi 1la




_14-—

compoesition induit une fléche

Epi (X, Y) x €pi (Y, Z)e—sEpi (X, 2}, etc.

3.4, Autre construction.

3.4.1. Dans les ensembles, § ¢ X—=sV st un epi $4L ot
seulement 54 La formufbe

(Fy € V) {3x € X){§({x) = y)

est vradle :

C'est encore vrai pour un topos guelcongue, camme le
montre le diagramme ci-dessous : f est un épi

T f — ']

[I, f1 p.f. ) Ay v | o

X x Yt X Ny oy g
:F\m
' Y
?e\” (¥y € YI(3x € XI(Fflx} = y)
ssi 1'image de p(X, ¥) = f n'est autre®que Ty
3,4.2, Pour construire'Epi {X, Y}, on peut former

A |
<=y> lev , P3» P3), que 1'on guantifie existentiellement |

le long ds 5%, puis universellement le long de Py ‘

La premigére quantification donne le sous-objet |




...'i 5_

K = Y o |
i i
k AY Y
(evS‘-p ) <=>
o z -
T2V SV 53 ey x v Y -0
A
p
2 ‘.
T e Y5 %Y ‘Lx
\M*Y

noté I en 3.2, En effet, k &tant 1'égalisatsur de

aVv . 53 et pg, le composé ﬁék = (pq, DSJK peut encore
stécrire [pq, BV o 33]K ou [H1: ev}ﬁgk et la thése ré-
sulte du fait que ﬁBk est un épi (par exemple, parce

que le couple (1 . ev) se factorise & travers kJ},

Yx ¥ X

ta seconde gquentification fournit alors le sous-objet
E'u—vax, lequel coincide bilen avec l'objet des épis
défini plus haut car une fleche g de T vers YX se fapg-
torise & travers E si et seulement si g x Y se factorise
& travers I, ce qul rejoint la condition "g' est un épi”

du 3.2,

4. L'ocbjet des isos.,

4.4, Dans toute catégorie cartésienne fermée 3 limites finiles

on pesut définir 1l'objet Iso (X, Y) par le produit fibré

Iso (X, Y) - - =]
.

En>< ; hY)




...’lB_.

ol ¢ est la symétrie sur Yx b XY, C la composition, Ny

2t Ny les fléches neutres,

4.2. Une technigue voisine de celle utilisée pour la praopo-
sition Z.3.1. permet de montrer gque 1’'on a une bijec-

tion naturelle pour tout T € If s

Hmn€ (T, ¥Isao (X, YY) = Iso,_g/T (T x X, T x Y.

4»3. lLa propriété précédente, jointe au fait que tout topos
est balancé (toute fléche qui est & la fois épi et mono

est i1so) donne immédiatement 1'égelitsé

Iso {X, Y} = Mono (X, Y) @™ Epi (X, Y.

5. Les sup et les inf internes.

Si 1'con se donne dans %}ns une famille indexée par T de par-
ties de X, on peut former la réunion et l'intersection de 1la

famille en suivant deux idées différentes : on peut dire gue

Uooox

{x | (3t1(x € Xt]} et
t{t

M X = o] (¥t € x0}
tét

ou bien décrire une opération "réunion” ou "intersection”
de 3 (3 (X)) vers G2(X) et l'appliquer & 1'objet image de
la famille donnée, Nous suivrons ces deux pistes pour un

topos guelcongue et montrerons gu'elles donnent des défi-

nitions équivalentes,




...‘17_.

5,1. Une famille de sous-objets de X index&e par T, c'est une
fléche de T vers ﬂx ou un sous-ohjet F de T %x X caracté-

risé par ¢ ¢ T X X— Q.

Pour obtenir la réunion de la famille, on gquantifie ¢ exisw
tentiellement 1le long de la projention p : T X XX, |

autrement dit, on prend 1'image p(F).

ﬂ?//////fi o Cette deéfinition, suggérée par q
p{F) I lg formule rappelée ci-dessus '
| Ty E v pour %.ns, s'sxplique par la
bijeetion naturelle
N\
h\ TRX Koo {)

o
A{//,?r,/ Hom.%/T « x LF, P (x")]

z Hom,%/x [p(F3}, x"1.

Pour obtenir 1'intersection, on guantifie ¢ universellement .

le lohg de p, donc on prend I (F).

p
| W
' Cette définition se justifie
I(F) v par la bijectien naturelle
ool TxX"
!‘b * " ’
Tox X Q Hom 9 /¢ o «x [p tx"), Fl
/ X
A,Ef’/4 = Hl:!m‘%/T [x*, T (F)].

2

5.2, Dans'gms, ei 1'on se donne une partie ¢ de &(X), on peut

définir ¥ ¢ par la relation

x € W¢ ssi (IAI(x € A et A € ¢)

et de méme § ¢ par

x € f ¢ s51 (YAJ(A € d=—=ax € A},




-"IB_

DaQS.un topos quelcongue, on considére les sous-objets de

QQ X ﬂx x X caractérisés d’'une part par
av
X X
2
; QQ X 9%,~a”"’#’ﬂ?g
M
P
X (ev, x 6\, v 5‘] ‘
2% x oX x x LI A S N R DA

et d'autre part par

A
X EevQ X Pgs @Vy p1] =>
Y; x 87 x X w0 X Qe [

Quantifiant la premiére fonction ﬁaractéristique existen-
tiellement le long de HE fvers RQ x X1, on obtient l'aQ*
2

jointe cartésienne d'une fléche appelée "réunion de D

A
VETS Qx ; par quantification universelle le long de Ps
de la seconde, Qn obtient 1'adjointe de la fléche "inter-
section” de 99 VEers Qx.

. A
Partant alors d'une flache ¢ : T—-—4~QX, on prend son

. : P . X - . s
image, caracteéerilse ar i : ' w30 et donc déterminée
g § P ‘

par i 1*——~—4PHQ {adjointe cartésienne de i}. En
faisant suivre 1 de la fléche U (réunion), ou de 1la o
fléche N {intersection), on détermine reéspectivement des

sous—abjets de X isamorphes aux p(F)] et [I(F) indigqués

précédemment. ?
Vérifions ceci pour la réunion, par exemple. I1 s'agit de
voir que p(F) est caractérisé par ev, [(U 1) x X1.

X




Considérons & cet effet le diagramme ci-dessous,

31 I est 1’image de 3 : Tw-m—wax, alors ¥ x X est 1'image

‘de $ x X, Soit G 1’intersection de cette image avec EX'
La projection p se factorise 3 travers P, : Q% X XX
et l'image de F par p coincide avec celle de G (image de
F par $ x X) par Po-

D'auytre part, le sous-objet K, caractérisé par

X
= A (av 3 ) est 1'int t 1
u = @ gx Pas evy p,) e&s intersection
. QX A
de £ ¥ X X et de @ X GX. L'image de Ky par p, aura
Y -
image réciprogue par i x X le sous-objet p(F) si 1’on peut

montrer que 1'image réciproque de KX par i x QX X X




25t exactement G ; ceci & cause de 1'universalité des
images et du fait que 5E(§ X QX x X1 = (i X'X]p2 est

le contour d'un produit fibré. Or- le hachuré vertical
28t clairement un produit fibré et pour le hachuré hori-
zontal, il est également clair que I est 1'image réci-

proque de € y le long de I x k.

2

Soit M un objet du topos f aveg une multiplication u et une
unité n qui en fassent un monoide. On peut définir & 1'inté-

rieur du topos "le sous-monocide de M engendré par une partise

X de - M" en prenant l'intersection de la famille S(X, M) des
sous-monoldes de M contenant X, Celle-ci est formée des saous-
cbjets M'e—s M contenant X et {n} et dans lesquels p induit
une multiplication ', Si on prend pour ¢1 le composé hori=-

zantal

8 x M x M o 0 X G —— )
A
\ R
2 QM X\;\\\;:\\\\
\- Q

et pour ¢5 le composé

Q' x M ox 2d x v ooy ev

k4
o]

et si 1’on quantifie ¢1====>¢2 universellement le long de 1la

M
projection sur QM, on détermine un sous-objet g {S) s D

‘ 1
dont les points correspondent exactement aux M '€ 1 véri-

fiant la derniére condition indiguée
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-y

2

En effet, l'adjointe ¢ de ¢ : M—»R (caractérisant M g 113

se factorise par g1{S] si =2t seulement si

¢1[$ x M x M) g evig x nilg x M x M)

ce qui éguiveut au fait que 1'image par ¢ X U da M' x M' est

contenue dans €M ou encore - pulsque

EQM x ui(d x M x M) = (6 x My - au fait que o

induit p' : M’ ¥ M'e—em—nM"',

D'autre part, si 2% est la foncticn caractéristique d'une partie
Xé—= M donnée, on obtiendre i‘'cbjet des parties de 1 contenant
% en formant le composé

PULIV™ P2 _ . N % __ .0

et en quantifiant Xp2=——Sev universellement le long de

p1 : RM X Mo M,

Opérant de mé&me pour {n} - caractérisé par l'adjointe de

M

{.}M n ¢ 11— @ - et imposant les 3 conditions & la fois, on

~

obtient facilement le sous-gbjet correspondant & S(X, MJ}.
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B. Univers dans un topos.

B.1.

On dit qu'une classe P, de Fldches d'yn topos‘g est univer-

selle si elle vérifie les propriétés suivantes

a. % est stable pour la compesition et pour le passage aux

images réciproques ;

b. Pour tout objet A du topos, la famille ZLA des flé&ches
de but A contenues dans % contient les fli@ches 0 ——A

8t A ——m— A
1A

c. La somme et le produit dans %/A de deux flaches de ?CA

sont dans ZGA 3
de ?GA est stable pour 1'exponentiation dans “£/A : done
sip s X—=A et g : Y——A en font partie, alors

*
g p (g) également ;

g. %GA contient le classifiant 2 x A———E§—¢-A da topos
é/a,

f. Sim X! m—— % ot Q ¢ X" ——— X sont donnés, on

aura pour e : X——= A les relatiocns
e € ZCAzg-Em € ZKA et
eq € 24 ==>e € 26,

{C'est la stabllité par "sous-trucs” et par "trucs

gquotients?],




Pour tout A € ]E
pleine de 2/ engendrée par la classe %A'

., désignons par"ﬁ‘A la gous-catégorie

Proposd ition.

Pour tout A € %], & i o4t un sous-topos de 4/a.

C'est dimmédiat & partir de la défindition donnée. L'inclu-
sion canonigue préserve toute la structure de topos - c'est

un morphisme logique.
Un objet du topos f,est dit ﬂl*petit sl 1'unigue fléche
vers 1'objet final 1 est dans % . Les objets U -petits

déterminent un sous-topos ¢ ', du topos donné [%‘a ‘%/1].
1

Proposition.

Si § : X—V est une §Leche du topos &, Le foncteun
§% ¢ € /Y —8/X induit un foncteur de ‘?,'v vens § 'y S4
est dansd 06, alons Les foncteuns zé_et Hﬁ en indud-

sent ggalement de &', ueu‘&'y.

feci est une conséquence alisée de la propriété a,, du lien

entre II1c et l'exponentiation dans‘%/v et de la proposition

nrécédente.

Une famille % de fléches d'un topos, stable par passage

aux images réciprogues, est dite représentable s'il

existe une fleéche f ¢ G-——F de la famille telle que
pour tout x : B——>A dans ¥, il existe uns unique

. .
fléche ¢x : A F donnant ¢Xf¥] = X,

o
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O
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[fu}
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La famille des monos dans un topos est représentée par la

fléche v 2 1—= [(vrail.

Si’% “~£ﬂ5, la famille des fléches X : Be——=A teolles
que pour tout a € A 1°image reéciproque x"1t{a}3 ait un

cardinal fini est représentée par la fléche K de N x N

vers N gui au couple {p, q) associe (p + g) + 1 ; 1la
fibre de cette fléche au-dessus de l'entier n est en

bijection aveec }'ensemble {0, 1, «ae, n-1}.

On dit gu'une fléche V—= U d'un topos st un univers a

si elle représente une classe universelle 6.

iy}
I
10
i3
[1u]
bt
10

i.a fléeche O~ est un univers dans tout topos. 51 |
‘% = gms, la fléche K indiquée ci-dessus est un univers,
L'axiome des univers peut s’énoncer dans le cadre des

topos : "pour tout obiet X du topos %, il existe un uni-

vers contenant la fléche X-——= 1",

7. L'objet des entiers. . n

7.1.a. On dit gu'un topos‘% vérifie 1'axiome de 1'infini s'il

existe un objet N dans‘%, muni de fléches 0 1 1o N
et 8 ¢+ N—N telles gue pour tout objet X de‘g muni
de fleéches x : 1—=X eth : X—=X, 11 existe une

flache unique r ; N—= X rendant commutatif le diagram-

me




- h -

1 Y S e N
X r r
t
P

b. 31 1'an désigné par ge la catégorie dont les objets sant
les couples formés d'un objet defg et d'un erdomorphisme
de cet objet, st dont les fléches sont celles de % qui
commutent avec ces endomorphismes, 1'axiome nrécédent
revient & dire gue le fancteur Homgp [1, U (-1} est re-
présentable par HomgB[N, -] 1'@lément universel corres-
pondant &tant 1_f__2__4_w (U désigne le foncteur d’oubli
des endomorphismes). En fait, 1le foncteur W a un adjoint al
& gauche F donné par

s x 1
FEA) = N x A A e n x A pourac€|d

En effet, si (X, t) € | € _|, on a les bijections naturel-

les

m

Hom% (A, X) Hém% {1, xA]

A, tA)]

HH

Hum_%e[{N, 1), (X

1Y =

n

fﬂmhge[(N x A, s ox 1), (X, )],
-,
L'objet N est appelé 1'objet des entiers, les fléches

s et 0O sont les fléches successeur et zérao.

7.2, Axdiomes de Plano.

a, Proposition.

N oz 14b oy,
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Désignons par jN et j1 les injections canoniques de
N et 1 dans leur somme. Par la propriété universelle
de N, il existe une fléche unigue ¢ rendant commuta=

tive la partie supérieure du diagramme ci-dessous :

=
A 4
=

la partie inférieurs commute trivialement de sorte que

: g - . 0 .
l17on a (S)¢ = 1N. Pour voir que ¢(S) = 11ll e 11 suffit
d'observer que

Gy . _ . 0y, _ _ . {0 o
¢(S)J1 = %5 = Jq et gue ¢(S)JN ¢SC JN(S)¢ Jpye

- Conollaine,

La fLeche successeur est un monomorphisme,
En effet, le composé ¢s = jN en est un.

b. Proposition,

S4 un sous-objet N' de N'" contient 0" ot est
"stable pour 8", alorns N' = N,

;al
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En effet, si 0' désigne la factorisation de 0 & travers
l1’inclusion i ¢ N'e=——nsN Bt 5' la factorisation de
si, 11 leur correspond par la propriété universellé de
N une fléche unique r : N——»N' telle que la partie

supérieure du diagramme suivant commute. En composant

avec i, on trouve ir = 1N s d'olt N' = N.
5
N 3 N
G
r
) Y
5
N
]
i
Y
S = N

7+3. Suilt Kk un entier naturel. On définit un systéme de k fléches

5? : Nk-———»Nk, notées aussi 8y (pour k fix8), par les condi—'
tions prj s, = 1N si 1 # j et pry; S; = 5 ; ces fléches
vérifient la propriété 55 Sy = 8; 84 (1 ¢ i, j &kK}. on
considére aussi la (Pléche O, = (0, O, ..., 0O) T N

kK

Théonéme,

Pour toul objet X, muni d'une §Liche xo : 1——>X et d'un
sdysteme de h §Leches §; i X——mX felles que

i 5j = 5j §; (1 s 4, § € k),

f

AL exisite une fLeche unique ¢y ¢ M X (notte aussd

dplxo 5 £1, vuu, §3)) nendant commutatif Le diagramme
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Y ST,

b/

1 Ok P

::\\& i Y pour tout 1 £ i g k
X 3 X N o

La proposition étant vérifiée trivialement pour k = 0 et
k = 1 fc'est 1'axiome de 1'infini), on va montrer par ré-
currence gu'elle s'étend & toute valeur entiire de k, en

faisant usage du lemme suivant.

Lemme.,

Dans toute catégorie cartésienne fermée, la commutativité

du diagramme (1) égquivaut & celle du diagramme (2}.

frox f

X - ' Y

x
J ¥
8

(1) X!

X
¢ '
A

& S

.F
e Y N
N)k
BY
] [) ]
AT

(2] X
A
¢
AX——H-———»B
. X'a C s P ]
Il est clair que g ¢ est l'adjolnte cartésienns de g .
0'autre part, ¢(Y' x f) a pour adjointe ﬁf, et faire pré-
céder 1la premiéré de f' x X revient & faire suivre 1la se-

¥
conde de B? .

al
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Suppesons donc le théoréme vral pour k 8t montrons comment

1'étendre 8 kK + 1 en construisant 1la fléchse

¢k . 1" ¢k N 1fx° ; ?1 v e fk Fk 1).

Ce sera 1’'adjointe de l'unique fli&che rendant commutatif

le diagramme

Le lemme appliqué au carréd de droite donne de suite

o 1 Sk e 1 T e g B ge

La commutativité du trianmgle de gauche entraine celle du

carré de droite ci-dessous, ce gui joint &

B S
TR Nox 8 on® xon
(UK,/
L ¢k ¢k + 1
' 1
KX X X
l'hypothése de récurrence donne ¢ 0 ‘ T Koo

Tk o+ 1 Tk o+ 1

Reste & vérifier que ¢k , o si = fi ¢k . q Pour 1 ¢ 1 € K,

ou, d'aprés le lemme, que le dliagramme




commute pour 1 § 1 £ k. Compte tenu du caractaére (bi)fonc-

toriel de l'exponentiation, gqui assure la commutativité des

rectangles inférieurs ci-dessoks,_et de l'universalité de

LR PN NTOA
N, on aura fini si X ¢k = Fi ¢k pour 1t £ i £ k.
1 T > > N
A A
$ ¢
k + 1 k + 1
Al
¢k )
LS L
XN ko+ 1 >*XN |
k K
£ e
i i
k
N
Yk o f ¥ ok
k + 1
XN o XN
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5 3= N
A
1 P
k
N
f LI
Kk o+ 1 :*XN
s S
X X
k
LIS
Yol
K N
X" MR
Mais - par le lemme - cette condition équivaut & la com-

mutativité pour 1 € i € k des diagrammes

s, x 1
k k 1 i >.Nk X 1 =

NK
¢ ) L
..F
X

3
rn

ce gui est v%ﬁi par l'hypothése de récurrence.

Corollaires,

1. 31 un sous-wobjet M de Nk est stable poaour les s? et tel
que Ok se factorise 2 travers M, alors M = Nko
La démonstration est la m8me gue pour k = 1,

2. 5i un objet X' est muni de fléches f{ Kot K7

£ 1 X X

(1€ 1€ k) et x¢& i le—m X' 2t 51
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est telle que gfi = ¥ig pour chague 1 et gxe = x¢,
alors g o ¢k{xc A PR ?K] = ¢k[xé ; F% . Fél. ’

7+.4. Addition deans N.

a. Appliguant le théoréme précédent au cas al k = 2,
X = N, %o = 0 et F1 = fz = 5, on obtient une fléche
notée + de N? dans N, L’adjointe % de cette flache
est l'unique flache de N dans NN rendant commuytatif

le diagramme

& . 5
1 - N g N al
Y ¥ ¥
ldN
N
N 5 M

Nous allons montrer que N, muni de 1l'opération d'addition

+, a une structurse de monolde ahbélien.

b. La théorie des monoides abéliens {au sens des théoriss
algébriques de:Lawvere] a pour objets les entiers natu-
rels et pour fléches les matrices & coefficients entigrs.
Plus précisément, une fléche de p vers g est une matrice . n-
de genre (g, p), décrivant un homomorphisme du monoide
abélien 1libre & gq générateurs vers celui & p générafeurs
la composition des fléches est donnée par la multiplica-

tion matricielle.

Considérons alors le fancteur N, défini sur cette théorie,

a valeurs dans le topos donné, spécifié par les clauses

suivantes :




O
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M(p) = NP pour tout entier p ;

si v est une fléche de p vers g, on prend Kl{v) égal &
l1'unique fléche de NP vers NY rendant commutatif 1le

diagramme suivant

0 53
1 = NP ~ NP (1 ¢ i ¢ p)
h fCv) lmm
o
¥,
N N
X 1 ' '
ol Fi = Efi, e, fgl avec Fi = fs 6 5 o ss1: o %L o prj
AYJ
v fois

(en convenant gque O fols s vaut 1N).

Soit alors p une fléche de g vers r, Mlu) la flaéche de

N9 vers NF correspondante et

1 r k
gj = [fj, cans fj] avec gj = fs 6. 8 ov... 0 s]’o PT
J .
" fois
La fléche M(u), précédée de fi - c'est-a~dire du composé.
{Sq o w s o Sq] O a2 o 551 O oo o 51’} - ESt égﬂle au
N v - ' 7
v fois V1 fois
COmposeé

{gq o sas o gq] o s+x o qu o esn o g13 précédé de Mlul.

- i -, r

A4 b

vo fois vl fais
g 1

(82}

ral




..34....

5
Or ce dernier composé, vu comme
B 1 r
hi - (hi' LI ] hi)
a pour k-iéme composante la fléche
(8 6 8 6 sss o S} o pT,
. v rl
[v. T T T B u1] fois ;
k e 1 k ’
c'est donc la fl&che correspondant & 84 dans la définition
de Hlg.v). Le corollaire 7.3, 2 donne alors 1'égalité
sal
Mlud) o #{v) = Hlu.vl. ]
On achéve facilement de prouver lg caractére fonctoriel
de M et le fait gque ce foncteur commute aux praduits
finis.
lLa fléche ¥ n'est rien d'autre que H{01, 1¥¥. Et (1, 1)
est 1l'opération a 2 arguments de la théorie des monociIdes
abéliens correspondant & 1'homomorphisme du monolde libre
a4 1 générateur vers celul & 2 générateurs gquli factorise
le couple (id, id} {od id désigne l'identité sur ce der- e

nier monolde].

7.5, Relation d’'ordre dans N. |

a. Lemme,

La §LEche (pry, +} + N x N——H x ¥ 24t un
monomoaphisme,
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D'aprés la propesition 2.2., 11 suffit, pour le voir,
de maontrer que ¥ : de—q-NN se factorise & travers

l'objet EEQE[N. NI

N N :
Comme s =2st un mono, la fléche s 1induyit un monomor-

phisme de Mono(N, NJ) vers Mono(N, NJ, soit Mcno(N, s)

Fa)
(cf. 2.3.2.} ; d'autre part idN se factoriss égale-

ment 4 travers MonciN, NI,

I1 existe une fléche unigue f : N— MonolN, N} telle

que le rectangle superieur cl-~dessous commute,

5
(i e 1

R

M) > ono (N, N
Mono(N, s)

e i

=
W

| 3
5 N a

Les composés verticaux sont égaux & %,

Ramardue. 51 N est 1l'ensemble dos entiers habituels,.

le lemme revient & dire que

[(a, a + x) = (b, b + y)lee=la = b et x = v],

Il impligue en particulier gue {a + x = a + ylo====P (x

al
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b. Proposilion.

Le sous-objet (pnT, +) neprisente upe rnelafilon
d'ondre sun Y.

Ceci résulte essentiellement du fait gue N, muni de
l'addition + gst un monoide abé&lien - la fléche neutre

étant 0. De fagon détaillée :

la réflexivite - c'est~-a~dire le fTait que la diagonale

de A se factorise & travers (pr +)] - résulte de 1'é&-

1’

galité idN =+ LidN. DN], mise en évidence par le dia-
al
gramme sulvant
N = NN
{1dN, DN] {1dN, DN)
Y
g X N
N ox N =
[DN Nm¢-1—UbN)
+
5 Y
> N
-
l'antisymétrie ~ c'est~a-dire 1le fait que le diagram-
me ci-dessous soit un produit fibré - résults du carac-

tére neutre de 0 et du lemme précédent ;

{(id.., 0O,)
N NN e N ox N
[DN, ldN] (pr1. +]
l [+, prq)
N x N N X N
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la trangitivité résulte essentiellement de l'asseocia-
tivité de 1'addition, laquelle assure la commutativi-
t2 du diagramme suivant - o0 1le carré extérisur est

un produit fTibreé

["'{D,]; DZ}I DB}

N x N x M » N ox N
Pqs *lps, padl
+
N X N——— N
{D1 :Dz] L D1
71
. N
D/'
¥ {
fox N N

Problémes dans des topos vérifiant 1'axiome de 1'infini,

a. Etudier la catégorie des msonoides abhélisns internes
& un tel topos. Construire explicitemant le monoide

abé&lien libre sur un objet donng.

h. Etudier la fléche K = 8 5 + : N x N—=>=N dans un tel
topos. Représente-t-elle un univers, comme c'est le

cas pour le topos des ensembles 7

al
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