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§ 1 : Notion de triple.

00000 OROADOCQONO

Un moncide peut se décrire comme étant un triplet (M, e, u)

N il

cu

1] M est un ensemble

2) ¢ :+ 1——2=M egst une application, appelée unité du monolde

3 p ¢+ M x M——=M est une applicatipn, appelée multiplication

du momoide

4) les deux diagrammes suivants commutent

M = 1 x ™ B_imﬁ% M x M M x M x M M x u =M x M
N
1T x M \\\R m u x M U
M x e l \§§h
\\\ 1?‘ b4 '1[
M x M u SPOA Y M2 M " 3 M

{axiomes du neutre} (axiome d'associativité).




Remplacgant l'egnsemble M par un foncteur et les applications
£, v par des transformations naturelles, nous obtenons la

notion de triple :

pefinition 1

Un thiple est un triplet (T, e, n) ol

1} T ¢+ X =% e84 un foncleur

2) e : 1x==x==$T est une transfoamation natunelle
3) 0p ¢ T o T==—=T est une transformation naturelle

4) Les deux diagrammes sudivanis commutent

T
T BT T o T TooT o Tommba T o1
Te U uT lu
T o T:::ﬁzmq?T T o T === Sms = T
Par analogie avac l'exemple des monoldes, p est appelée
"multiplication du triple” et e "neutre du triple”.
§ 2 ¢+ Triple engendré par une adjonction.
OODODOOOOOOOOODOODDODOD00000000000; f}

Soient F et ) deux fancteurs tels gue F soit adjoint & gauche
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de V . Ce fait peut s'exprimer par l'existence de deux trans-
formations naturelles n et & rendant commutatifs les deux dia-

grammes ci-dessous - ;

e
: ] == ) F
€ I..‘:—“_zﬂpt
E O
§ ¢ FU s
7 a
X

F ~5—1 U

Nous définissons alors

13

2} u = US F i1 T o T = VMFU Fememlf = T,

Il est z2isé de remarqguer que'le triplet (T, e, vl ainsi obtenu

est un triple sur la catégorie X .

L'adjonction (F,U , €, 8) déterminant entiegrement le triple

(T, e, u), aon peut se poser la gquestion de savoir si la réci-
proque est vraie : la connalssance du triple (T, ¢, n) permet-
elle de reconstruire la situation initiale d'adjeonction ? l.a
réponse est négative comme le prouvent les exemples suivants

le triple identigue sur la cetégorie des ensembles peut bien

sir &tre obtenu & partir de l'adjonction triviale (1En5—~—11En5] ;
il peut aussil &tre obtenu & partir de l'adjonction entre le
foncteur d'oubli de Top vers Ensg et le fancteur "topologie dis-

créte” de Ens vers Top. Citons un autre exemple : le foncieur

‘d'oubli de la catégorie des groupes vers celle des ensembles




admet comme adjoint le foncteur "groupe libre” et 11 en est
de mé8me si on se restreint & la catégorie des groupss libreg
les deux situations d'adjonction engendrent le méme triple g

Ens.

5 3:: Catégbrie'dé-Kleisli d'un triple.

CQO0C00O000O0O0QOO0O0POORUOOROCOCOOC00D

Si (T, e, u) est un triple sur une catégorie 3, 1l est toujy
possible de le décrire comme le triple associé 3 une certaing
situation d'adjonection. Il n'y a bien silr pas uniqité, COommg
le proyvent les remarques précédentes : nous allons en fait
présenter deux solutions 3 ce probléme, celle de Kleisli et
celle d'Ellenberg -~ Moore, gui seront, en un sens & préciser,

montrées 8tre "les solutions extrémales”.

Si (T, €, 1) st un triple sur la catégorie X , sa catégorie _ §

de Kleisli, notée X est définie comme suit

TJ
{1) les objets de &:T sont les objets de %

{2} un morphisme de X vers Y dans 3 T est un morphisme de ¥

de la Torme
K—TY . ‘ _ 7
£3) Y'identité sur I'objet X de 3{T est le morphisme

Ey ¥ Koo T X

{4) 81 x :+ X—2TY et y i Ym—=T7 sont deux morphismes de
3 T leur CcOmposé y o X § X—T7 est défini par

X U

X TV Y TT7 —HZ 17
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st un autre fTonctour

\‘_; x _}:"T.__.__._.*..-:E

XWT“'

FaN

i

“; AL TY

lLe premier axiome des triples indicgue aussitdt que 7 = |

En ocutire, FT st adjecint & gauche da U

{11 -e .z %£=m====#»lfT §fTr== T
£2 : FoW =
(23 48 T T—?T?“ ;

T)
tions naturelles décrivant cette adjoncition &tant les sulvantes

1

les deux transforma-

C*est alors un calcul aisé de vérifier gue 1'adjoncticn

(Fro U,

£, 6?} engendra le triple (7, &, wul.

e théoréme suivant va indiguer en guel sens la catégorie de

Kleisli peut &ire considérée comme la soclution minimalis dans

le probléme de la génération du triple.




““Théoreme 1

Sokent (T, e, u) un thiple sun X et (F,U, e, &)

~a

une adjonction engendrant ce thiple,
IL existe un unique foncteur o : x = & tel que

51 X est un objet de ‘xT’ orn a nécessairement
a{x) (¢ , FTJEXJ = F(X}).
X———»Y est un morphisme de )eT. on 3 nécessairement

P(x) d(x) , & o Fe

FX X

¢lx) o & o Fe

X X

o(x) q:m;) o Fe,

@[63,—} o (% FT OUT)[x) o

T
dé[\” o (F o4 )1(x) o Fe

X




(1)

(2}

(3)

~d

= 6FY a FEUY s Tx) o Fe

= 6FY o F[].IY ) ETY o X}

= GFY o F¥a

Citons trois exemples de catégories de Kleisli

le foncteur T ! ENge—wnbEns défini par

H

TEX) X o {k} et T(x) = x & 1., s'3gence

de manisre évidente en un triple ; comme 1l existe une
bijection entre les aepplications de X vers TY et les
fonetions de X wvers Y, la catégorie de Kleisli de ce

triple est la catégorie des fonctiaons.

le foncteur T : Ens———3Ens défini par TX = Fx)

{(ensemble des parties de X) devient un triple si 1'on prend
pour unité la fonction "singleton" et pour mﬁltiplication
la fonction ”unimn“ : comme 11 existe une bijection entre
les applications des X vers %% (Y) et les relations de X

vers Y, la catégorie de Kleisli de ce triple est la caté-

gorie des relations.

Notons (T, €, u) le triple engendré par l'adjonction entre
le foncteur d'oubli de la catégoris des groupes vers celle
des ensembles et le fonctsur groupe libre. La catégorie
de Kleisli correspondante est celle des groupes libres.

£n effet, il y a une correspondance biunivogue entre les
ensembles et 1les groupes libres, un groupe libre étant
identifié & son systéme fondamental de générateurs. [e

plus, si LA et LB sont les groupes libres engendrés par




les ensembles A et B, un homomorphisme de LA vers LB est
déterminé entieérement par son image sur les générateurs
faondamentaux de LA, d’'ol la bijectipn entre les homomor-

phismes de LA vers LB et les applications de A vers LB,

§ 4 ;: Catégorie d’'Eilenberg - Moore d’un triple.

COoODO0BCOOO0000000QO00RR000O0C0OC000QHDOODOQ00

S5i (T, €, p) est un triple sur la catédgorie »* , sa categorie

d'Eilenberg - Moore, notée x:T, est définie comme suit :

{1) les objets sont les couples (X, E£) o0 X est un objet de
X et £ : TX—X un morphisme de ¥ rendant commutatifs

les deux diagrammes suivants :

€y ‘ My
X————*—ﬁPTX T T X i T X

(2} un morphisme ¥ ; (X, E)—== (X', £') est un morphisme

f 1 X—X' de % rendant commutatif le diagramme suivent

TF




Un objet {X. £) de la catégorie 3£T est appelé "algébre sur

le triple T", £ étant la fléche structurelle de cette algébre.

Nous définissons un foncteur

Flor O i 3

{ '.9 Egijl

Il est immédiat que T = UT ° FTE En outre, FT est adjoint &

gauche de UT, les deux transformations naturelles décrivant

cette adjonction étant les suivantes

(1} e : EixzzzxzzbuT o FT = T

(2] 57 : FT o UTﬂ*’_‘.T"?"]

%.T
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C'est alors un calcuyl aisé de vérifier gque 1’adjonction

{FT,tJT, £, GT} engendre le triple (T, e, ul.

Le théoréme suivant va indiguer en guel sens la catégorie
d'Eilenberg - Moore peut &tre considérée comme la solution

maximale dans le probléme de la génération du triple.

Théoréme 2

Sodent (T, €, u} un friple sun2€ et (F,U, e, 6)

Q@

F ,__ﬂ 4

une adjonction engendrant ce trniple,
12 exdiste un undique foncfeun V¥ :él—-—~em3g tel que

’UT q}gu

A%
=
o]
-n
#
-

La condition VU o ¥ vV indique gue

(1) si a est un morphisme de &, ¥(a) = V a.

{2) si A est un objet de & , ¥(A) est de la forme (M A, £)

mais comme

°
Kl
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vu la troisidme condition sur ¥, on doit nécessairement poser :
Y(A) = (VAU GA]. .
Donnons deux exemples de catégories d'Eilenberg - Moore.

(1) Reprenant l'exemple du triple (T, e, 8} : Ens——Ens
décrit a partir de T{X) = X & {#}, une algébre est un
couple (X, £} o0t § = X & {d}=———ep=X @5t telie que sd
restriction & X est 1'identité ; £ est donc entiérement
définie par la donnée de E(*) d'al une algébre sur ce
triple est un couple (X, x) ol X est un ensemble et x
un £lément de X. Il est aisé alors de remarquer gque
la catégorie d'Eilenberg - Moore correspondante est

celle des ensembles pointés.

(2) Soit A un anneau commutatif avec €lément unité : notons
Mod (A) la catégorie des A-modules et Ab celle des groupes
abéliens. Le foncteur d'cocublil de Mod (A) vers Ab admet
comme adjoint & gauche le fonctsur A ® -. Cherchons &
caractériser les algébres sur le trip?e correspondant.
Une algébre est un couple (X, £) ol X est un groupe abélien

gt £ 1 A & X~———3X un homomorphisme de groupes abéliens ;
4

si 1'on considére E(a & x) comme la multiplication de a

et x, les deux axiomes cdes algébres expriment gue X muni
de cette multiplicetion est un A-module. On déduit aisé-
ment de ces considérations gque la catégqrie dtEilenberg -

Moore correspondante n'est autre que Mod [(A].

Le théoréme 3 précise le rapport existant entre les categories

de Kleisli =t d'Eilenberg - Moore d'un triple.




Sodt (T, e, u) un triple sun x .

La catégondie de Kleisld % . de ce triple est Equivalente
a La sous-catigornie pledine de La catiégonie d'Eilenbeng -
Moorne, ayant pour obfets fLes objets Libres,

Les théorames 2 ef 3 fournissent deux factorisations
¢, ¥ i X% T
’ : =% X .
En fait ¢ = ¥
o{X) = [TX, uX) = (U TX,U ST[X]]
5 (x) Flix) = py o T(x) = U _(x)
: o }JY o T

Nous noterons J=s & = V¥ : 3% T-v-—ﬁrlf.

(1) J est fidale.
Soient x, x' ¢ Xe——Y deux morphismes de 3¢ T tels

d(x) = &[x') ;

on a donc

HY Q T[X]

et a fortiori

HY o T[X)




ia naturalité de £ et 1le premi=se axiome des triples indi~

quent alors gue

IJY e Tix")

J est plein.
S Ff @ IX = (TX, ux]———%bJY = {TY, UY} est un morphisme

de %jT,

= J(F EX]

JIX) = J(¥dlem=a X = Y,
St (TX, UX} = {TY, ”Y]’ les isomorchismes antre X et Y

dans x’T sont décrits par

€x
X TX = TY

£
Lw IS (VO 3

(4} On appells cobjet libre de %.T un objet eppartenant & 1°image

de FT. I1 s*fensuit que le théoréme est démoentré.

Terminocns ce paragraphe en décrivant guelgues proprigtés impor-

tantes du foncteur U T.

p1 ; LT st fidele

car 11 admet un adjoint & gauche FT,
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Explicitons cette propriétée P3.

Un foncteur U ;: & —» X est dit créer les limites & gauche
si1 pour tout foncteur O : Ye—s @tel que YWD admette une limite
a gauche (L, (pi}iE|3[}’ il existe un gt un saul couple

(M, [qi}ié[ﬁl} gui soit tel que UYM = L et Lqu = p; pour tout
objet i de T si en outre ce couple est limite & gaueche de D,
Montrons gque { T vérifie cette propriété.

Soit D : J-———auaJ un foncteur tel gue UT o U admette une limitg
& gauche (L, [pi]iflil]' Notons (Xi, Ei)gg D{i) pour tout
objet i de 3. La famille {Ei o Tpi]i€|3| de morphismes de ¥

se facitorise de maniére unigque & travers la limite L en un

TL ; e L
ijj\\\Nh
TX
5N ¥
Xq

morphisme § gui est tel gue (L, &) soit une algdbre. Le couple

(L, g1, (p,). J est la limite c¢herchée du foncteur D.
1T4€17 |

P4 ;: U | crée les limites_a_droite préservées_par_T

____________________________________________ -

Spit D :W““““"_ﬁh3£T un foncteur tel que v’ o U admette une
limite & droite (L, (Si)if[3]] préservée par T. Notons tou-
jours {Xi, Ei)EE D(i). La famille [Si ° gi]iGI de morphismes

de X se factorise de maniére unique & travers la limite & droite

(TL, [Tsi)iGISI] gn un morphisme £




LLd

L2

It

yle
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TX,
i

qui est tel que (L, &) soit une algébre. Le couple

1L, g1, ‘513161313 est la limite cherchée du foncteur 0.




Les catégories algéhriques.

PSSR RS SREESRSRE S SRR AE S

§ 1 : Le critére de Beck.

V0090003000000 0000

Définition 2

S4L (T, e, u) est un triple sun %, une catigondie Q est
dite algibrique sun ce thiple 54 elle est Equivalente
a La cat@gonie‘x-rcﬂEiﬂenbeng ~ Moore de ce trniple,

-

Les propriétés P1 a8 P4 du fonciteur U T, Jointes & 1a con-

naissance de la catégorie ¥ , permettent donc de déduire
aussitdt des propriétés de toute catégorie algébrique & ,

notamment en ce gui concerne l'existence de limites.
Le but cu présent paragraphe est d'établir un critére, di 2a
Beck, permettant de décider si une catégorie @ est algébrigue

par rapport & un triple donné.

Définition 2

Seit (F,U, e, &) une situation d'adjonction.
Q.
F—-—lu
F [ v
X



....']?...

Le diagramme ci-dessous

FUO FU A Z T F U A~ A

est appelé pmé&eniaiéaﬁ cananigue de L'objet A de & .
On a blen entendu

GA o F U ¢ = § PR

vu La naturalitié de §.

En reprenant l'exgmple déja citeé de la catégorie des groupes,
on remarque que c'est précisément au moven de ce diagramme que

1’an montre gque tout groupe A est quotient d’'un groupe libre.

Propogition 1

Soit La situation sudlvante :

F Y ]
— Y

ok (E*, p', €', 8') et (F, U, e, 8) sont deux adjonctions
ef ¥ un foncteur,

1L existe une bijection du Zype

Nat (D', U o ¥) = Nat (F, ¥ o F")




i n : U'=p U, ¥ est une transformation naturelle, on lug

falt correspondre

{S¥F') o (FnF') o (Fe')

et sin' @ F===®V¥ , F' en est une autre, on lui associe

(U¥8') o (UN'P°) o e ")

Propesition 2

Soit La situation sudlvante

Fr— v
F“I‘U

o (F', ', &', 8") et (F,U, e, 8) sont deux adjonctions

el ¥ un fonctfeun tel que

QF'

¥ o §' = § s ¥

i)

Dés 20&4“22 goncteun ¥ transforme La présentation canoni-
que d'un objet A de @ ' en La présentation canonique de
L'objet vA de @ . '
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ia démonstration est un simple calcul de routine.

On remarquera en outre que

(1) O' F' = VY F’ = UF

]

(2Jyd F = @& ¥ F! VY §F' = g 6 F°

d’od0 les deux adjanctions engendrent le m8ms triple sur %%

dés gue g = €',

Définitian 4

Soit D 1 J—— & un foncfeun.

Ce foncteun est dit admettre une Limite & droite
absolue 3'LL admet une Limite & droiile qudi s04it
priservie par tout foncfeun de soukce @ .

Proposition 3

Soit Le diagramme sudivant dans une catdgorde ¥ :

do
Ay T AT A

1

Les conditions sulvantes soni Zoudvalenics

(1) e est Le cotgalisateur de d, et dy

(2) 4L exdiste deux mornphismes
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virnifiant Les quatre Egalitis sudlvantes

B o o = & o ci1
g o 5 = 1A°
dD o t = 1A
1
d1 ot = 8 5 &

On trouvera la démonstration de ce résultat dans [47]. Dans
la suite de ce texte, nous utiliserons uniguement 1'implica-

tion (2)j==—>(1)} dont la démonstration est aisée

bl si x o d_ = x o d la factorisation cherchée est x o, s

1]

c) cette factorisation est unique car si x' en est une autre :
X' = X' 5 BE g B8 = X o S

Le caractére équationnel de cette situation de coégalisateur

implique gu'elle est préservée par tout foncteur.

Citons deux exemples de coégalisateurs absolus déja rencontrés

dans ce texte

{1) Soit (F,VU, e, 8) une situation d'adjonction :

- F
Q@ = - %x: F—7 U,

U
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L*image par U de la présentation canpnigue d'un objet A

de @ est un diagramme de coégalisateur absolu

ugFUA UﬁA
vFu FU A U F WA = UA
CUFUA Cua

(23 Soit (T, e, u) un triple sur X.

Tout algébre (X, E)} sur ce triple admet une présentation
canonigue et le diagramme correspondant est un diagramme

de coégalisateur absolu :

( X ( e
TTX, u..) = (TX, U —— (X, E)
TX cad X
®Tx €y

Proposition 4

Sodent (F, W, ¢, 8) et [(F*, 1", ¢, &) doux Alfvations

d'adionction engendioni Le mdme Lfrnipfe (T, e, ul sut X .

&g - .

a )
W

N 7S

\\g ﬁﬁ?ﬁ

NN //‘1}
\\% /r

2
-

SL W cnBe Les coBgalisateuns des couples de {L3ches de &
dont Les profecitions pan U admeifent un colgalisctoun

ahsoly, alors LL existe un undique foncfeusr |

Yot Q) e 3, E0 L gue




v o F!

H
o
*
=

¥ ow 87
L

Pour tout objet X de ¥ nous sommes forcés de définir

Y(F’X) = FX.

Spit alors un objet guecongue A de &' : il admet une présen-

tation canonigue

F:l\)r 6'A 6';
FUU [} Fl u ’ A ,_;:FIU
8 F' o' A

51 le foncteur ¥ existe, il transforme cette présentation cano-
nigue en la présentation canonique de 1'objet Y(A), en vertu
de la praoposition 2. Mais alors la projection par V de la
présentation canonique de YA colncide avec la projection par

U ' de la présentation canonique de A, et nous savons gue
celle-ci admet un coégalisateur absolu [preﬁier example] gui
se relave donc le long de & en l'objet Y(A), d'ol l'unicité

de Y(A). .

Ce raisonnement nous oblige & poser la défihition suivante

si A est un objet de @ ', considérons les deux mprphismes

Fo' é, et ., , 5 de @ qui se projettent selon & en les
deux morphismes W' F' O ' 6;\ gt '’ G'F, U’ A de X ., puis-

que les deux adjonctions engendrent le méme triple ;3 nous




.,.-23.,

5avons que ces deux morphismes de ¥ admettent »° 6; comme

coégalisateur absolu et donc,

vy l'hypothese sur M, ce

coégalisateur absolu se rel2ve de maniére unigue selon Y

en un objet Y{A),

Fu! Fl

I
Fu F W’
Ul FIUD

S5i maintenant x

u ]

A

Fra?®

A

coégalisasteur de F §{J)°

Fowr §8!

M
= F L' A

/{/—rﬂ

forcés de définir

Spit alors a

Fu’

FFUI

A

5
Fu' A
U’Ffu’ L)
A B
-
AT TRV
e .
¥(F'x)} = Fx,

GA e

8

Fur A

A

—em Y (A]

Av————=A" un morphisme de & °.

gt

%A

&

Fu!

A

gst un morphisme de X ,

YA

ZE

20 A =1 VA

nous sommes
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5i le foncteur ¥ existe, Yp W[éA] puisgue ces deux morphisﬁ

se projettent par U sur le morphisme y° 5A, Comme
63, o F' 2" a = a , 6A,

¥{a) doit rendre comme commutatif ls carré de droite dens 19.
diagramme précédent, d'ol 1'unicité de ¥(al) puisgue Y, €5t

un épimorphisme. Par aillesurs fYAp e F {7 ' 8} &galisant

la factorisation ¥{a) cherchée existe pyg

F U §d? et %:U’

A A’

Thégréme 4 {critére de Beek).

Sodt (F,U, e, 8) une adfonction.

Q
F U , F __""4 v

3*

La condition nlcessairne et suffisante pour que & soit
Lsomonphe & La catigordle d'Edllenbeng - Moone du tniple
engendr? par ceite adjonction esl que Le foncfeur W
cnie fes colgaldsateuns des couples de §L2ches de @
dont Les projections parn U admeitent un coégalisateur
absolu dans X .

La condition est nécessaire en vertu de la propriété P4 de la

catégorie BQT d'Eilenberg ~ Moore du triple correspondant.

La condition est suffisante en vertu de la proposition 4 qui

fournit deux foncteurs

b &,*“mwf'xj

¥, 1% —s @,
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ces deux foncteurs £tant des isomorphismes réciprogues en verty

" toujours de cette méme proposition 4.

§ 2 1 Exemples de catégories algébriques,

VDOODOOCODO00OD0SCCoOD0O0CDOO0DROQODDD

(1) : Les catégories algdhrigues au sens .de Lawvare

Soient G une théorie algébrique au sens de Lawvere et & la caté-
gorie algébrique associée. Nous noterons (F, U, e, 6] 1'adjong-

tion entre le foneteur d’oubli {# et le foncteur "structure libra®

®

F U F - Hu

Ens

Pour prouver que @ est la catégoris d'Eilenberg - Moore associée

& l'adjonction, utiliscns le critére de Besck.

Soient ¢, ¢ : AZSTZE B deux morphismes de @ tels que Uf¢] et Uiyl

- admettent un couégalisateur absolu dans Ens, notée (R, gl.

Notons £°%, tl, ..., tnﬁ ..« lBs objetes de % et soit w o1 £ e )

une operation 3 1l faut définir

Qfw) @ 0= 00"} —s Q= 00t1)

o (t™ g" ,
Alt™) et : g
pet™) \\\f%“l n'
R Te LD
Alw] S{w) Giw)
: Plwl |
Y
1 ¥
prel) ARSI s O
it l) q
r{tl) Y n

=
i

@
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Mais q° est le conoyau de ¢[tn3 gt w(tn] car le foncteur

"puissance n" commute avec le conoyeu absolu g. Dés lors,

g o Bfwl)] égalisant ¢Etn] et ¢{tn3, nous obtenons l1'unigue

factorisation Q{w) cherchée.

Nous avons donc déjad obtenu un foncteur § objet de & et une
transformation naturells g= {ql}iém ggalisant ¢ et ¢. Si
maintenant = est un autre morphisme de & égalisant ¢ et W,

il existe dans Ens une unique application p telle que

i

P e g = r(tl) et donc pl e 4 = T(th) pour tout entier 1i.

Le falit gue p= [pi]

1€

ainsi

naturelle résulte du fait que

obtenue soit une transformation

i . s .
chague g~ est un épimorphisme,

en tant Que conoyau.

Finalement, &, est bien isomorphe & la catégorie d'Eilenberg -

Mogre associée & l'adjonction.

{21 Généralisation de 1'exemple précédent

Soient ¥ une catégorie avec produits finis etrz une théorie
Notons Alg (Z,€ ) la sous-
catégorie pleine de Nat (7,6 ) ayant pour objets les fonc-

algébrique au sens de Lawvere,
teure commutant aux produits. Il existe un foncteur d'oubli

égvident
U:Alg (3,.6) ———= F

gui est 1'évaluyation au point tl, Si ce foncteur admet un

-~

adjoint & gauche, la catégorie Alg E(z,ﬂ )] est algébrigue sur

le triple correspondant.
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{3) : La catégorie des espaces compacts

Seient ¥ la catégorie de; espaces compactsg séparés et Ens
cglle des ensembles. MNptons Llie foncteur d'oubli de K
vers Ens et F le foncteur associant & l'ensemble X le
campactifié de Stone - Chech de X considéré comme gspace
topologique discret. On sait que F est adjoint 3 gauche
de U ; vérifiens, au meyen duy critére de Beck, gque %

est algébrique sur le triple correspondant.

Je
F s F———-{U
Ens

Rappelons tout d'abard gqu'une topologie sur un ensemble X
est entiérement déterminé par la dennée de san application
de fermeture

Pixy — o)

Aw%ﬁ.

Soient aiors ?1 et fz deux applicetions continues entre les

et K,. telles que U'F1 et W FZ admettent un coég-

compacts K1 2

galisateur absolu Q dans Ens. Considérons alors la situation
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suivante, o0 1 et Tt représentent les opérations de fermeturg

1 2
sur K et K..

1 2
ey (¢
S U, ) o 3 q)
Puk,) o Pruk,) - , = §n)
! PS = . _
Pus,)
'l’,1 T'Z T
v Pe,) ¥ ¥
T ) /2 Pruky — e Cw
G ut,) q

C§°(q1 est le conoyau absoclu de §)(L!F1] et 3 (U f2] car
q est le conoyau absolu de { F1 et (J2 3y en ocutre, les

deux carrés de gauche commutent, c'est-a-dire
3
FWry o1 =1 . QU

1 2

car fi gtant continue entre deux compacts, est fermée :

pes lors, $tq) o 1 egalisant PrUr) et Prue,, 11
\ |

exlste une unigue aﬁplication t telle que
T . $q) = $q) o T,
Scit P une partie de § telle que T(P)] = P ; alors

TP) = (1t o @ ta))tq TPy

o
n

e

(P (a) ng(q'“gpza =g (g (p))

-1

- - -1
et donc q 1(P3 L q TP}, c'est-a-dire que g (P) =g (P}
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I1 suit aisément de cette remarque gue t est une opération de
fermeture sur § ei gue g st continue et fermée pour les deux
topologies associées A& T2 gt T.

En remarquéht que l’espace topologigue (R, 1) ainsi construit
est de maniére évidente le coépalisateur de F1 et FZ dans 1a
catégorie des espaces topologiques, il ne nous reste plus qu'a
vérifier que (@, 1) est en fait un compact. Mais [0, t©) est
1'image continue par la surjection ¢q du compact Kz, dong

{9, 1) est guasi-pompact. Il faut encore prouver que (Q, t)
eét séparé., Soient X et X deux points distincts de I X4
est image d’un point de K2 par la surjection fermée g, donc

{xi} est un fermé de Q. D&s lors qmq[qu et q_1(x2) sont deux

“fermés disjoints de K2, done ils sont contenus dans deux ouverts

01 et 02 disjoints.

|
|
|
3

Les ouverts 01 et 02 gtant disjeints, leurs complémentaires

sont fermés et recouvrent K2 3 dds lors, les deux fermés q [§ 0

gt g (f Dz) recouvrent (0 et leurs complémentaires sont deux

o

ouverts disioints séparant X4 gt P

{d, 1) est donc bien un compact et par le critére de Beck,

3 €té montrée &tre algébrigue.

e
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