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LES DISTRIBUTEURS

A N Lk T U A

1. Les Bicatégories.

Une bicatégorie A est déterminée par les données sulvantes :

- -

(i1 iUne classe Ub[ﬂ)'dont les &léments A, B, C, ... sant

eppelés les objets de M.

{11) Pour tout couple (A, D) d'objets, une catégorie A(A, B) ;

un objet f de M(A, B) est appelé une fléche 2t noté

A———£—+>B ; un morphisme o de la fléche f vers la fleche

E)

f' est appelé une 2-celluls et on écrira

{111} Paur tout trimliet (A, 2, C), un bifoncteur "de composition”

C(A, B, CY @ 0B, C!? = AfA, 2)— ATA, C)

ce“te composition sera notée brisvement @. 18 notation habi-

tuslle étant réservée pour la composition au sein de chacuns

des catégories citése en-(iil.




Pour le situation ci-dessous

¥ g
AR T
A ‘;E% 3 b3 "TJ} » C

ﬁw’ S gﬁ
W WL
.FH‘ g"

on adra donc

{BE@GF] =} (E @C‘-]=[B' g[’:)@((‘.’.' o():}n

(iv) Pour chaque objet A, une fléche notée EA’ nrise dans

MmIA, Al et appelée "fléche identigue sur A". L'identité

sur 1 sera notée 1
A n A

(¢) Pour chaque guadruplet (A, B, T, D), un isomorphisme netu=-

rel d’associativité, noté afA, B, C, D) de

ClA, B, D} o [C{B, €, D) x Id] vers

ClA, C, D) o [Id x ctA, B, C11.

Pour f : A~—38, g : B—=0C et h ¢ C—0, on 8crira
a(A, 3, C, DI(Ff, g, h) plus bridvement alf, =, h)! ou

méme a [si aucune confusion n'est & craindrel.

(vi} Pour chague couple (A, B), deux isomorphismes naturels

rlA, B} de C(A, A, B} o (Id x 1,) vers le foncteur canaonlgus

A




;Y]
AR, Y w0 1t ALA, B,

ot 10#, B) de oCA, B, BY o (1, x Id]

vers le foncteur canornigue

1 % P(A, O)—=5MA(A, Bl.

e r(A, BYLFY L 0f ﬁ’qum“;ww%F se note aussi
“

f s'éerit aussi

orff) ouor, et 1A, BI(f) 1, @ F

li?j ou .

O supposc gue 185 isomorphismes naturels cités en (v) et (vi)

cAangrents” - ca qui signifie en zros que tout diagramme

ol ne Fflgurant cus des 2-cellules de ce genre 8st commutatif.

. Cette eryigence se ram@éne & la commutativité des diagrammes oe

daux types (of. par exemple Jo Senabou [11, p. 8).

ggorie est une bicatégorie particuliére, ot les

isos inoiquée en (y) et (vi) sont des identités. En parti-

pulisr, fat - la 2-catégorie des petites catégories - est une

R
ceT i,

2. Ure catfgorie multiplicetivs €, ® I, a, 1, r) peut &tre

considérée cemma unz bicatégorie 2 un seul cbjet *. On pose

F‘-\‘{?ff *} = e » CE*P *; *] = @! 1* = IJ e‘tc!

»

canoniguement une catégories multiplicative. En particulier,

4 chagus ohist @& de Cat est associé la c.m, & des endo-

“onctaurs de &,




c. La situation oit une c.m. § opére a rdroite sur une catégorie

& peut &tre décrite par la donnée d'une hicsetégorie & 2

objets - 0 et 1. disons - telle gus
Ao, 0y =€ , pto, 1) =& , A(1, 1) =4, A{1, 0) = B

(la cetégorie vidsl ; C(O, 0, 0) est la multiplication et

C{0, G, 1) 1l'action de § sur & .

Réciproguement, si A et B sont deux objets d'une bicatégorie,

la c.m. associée a4 A op@re camoniguement & droite sur la ca-

tégorie ALA, Bl.

d. Un exemple important, parce gu'il servira de guide pouyr la
suite, est celul des bimodules, [La bicatégorie Bim a pour
objets les anneaux unitaires, pour fléches les himodules et
pour Z-cellules les homomorphismes de bimodules. La compo~
sition est le produit tensoriel : si M est un (A, Bl-bimodule

et N un (B, Cl-bimodule, alers M ® N est canoniguement muni
B

d'une structure de {A, Cl-bimodule. La fléche identique sur

A est A 1ui-m8me considéré comme (A, Al~bimodule.

e. S1 ¥ est une catégorie & produits fibrés cheoisis, on peut
géfinir la bicatégorie Span{ % ) dont les objets sgnt ceux
de € ., les fléches de A vers B les couples [a, B8) de flaches
de méme source et de buts respectifs A et B, et les Z2-cel-
lules de (o, B} vers (a', 8') les fleéches v talles que
a'y = o at By = B.
La composition se

fait par produit

. _ \

fibré. La fléche J;;x’/// \\\\\i\

identigque sur A : -
. A / =

gest le couple :

[1A, 1AJ. o 5




1.3. Morphismes de bicatégories.

Spient A et M' 2 bicatégories., Un morphisme (F, ¢} de A vers M’

consiste en la donnée

(i) d'une application F : Gh{A)——n0Ob({A']) ;

(1i) d’'une famille de foncteurs Fa AlAa, BY—=/AT{FA, FB)

, B

(1iii) d'une 2-cellule dans A'(FA, FA) pour tout A € 0b(A}, soit

ba ¢+ TEATT Faallald

(iv) d'une transformation naturells pour tout triple (A, B, C]

d'objets de A, soit

C'{FA, FB, FCJ) o, (F x F ]ﬂwmﬁwFA r oo cta, B, Cl ;

¢F\, B, C A, C

la composante correspondant au couple (g, ) sera notée

$lg, f) ou mBme ¢ - au licsu de ¢, clg, f).

B,

On suppose que ces données sont cohérentes au sens sulvant

(M1) pour tous f, g, h composables, le diagramme cili-dessgus ast

commutatif s

a'{Ff, Fg, Fh)

©

(Fh @ Fg) @' Ff > Fh @ (Fg @' Ff)

\r
Flalf, g, 0)) L rehg (g @ )

F{lth @ g) @ 1

gih, g)] @ Id Id @ olg, 3
3
Flh ® g) @' Ff Fh ® Flg @ 3
bCh @ g, *) blh, g @ F)




(M2) pour %tout ¥ pris dans ACA, B) on a la commutativité des

diagrammes

F (1)
Fli, ® %) A, B . FF
A
§ltg, Fi 1
fb% &' Id
:.'._qr t - - i ¥ ) =
tiy) e Ff 1o @ FF
F {r)
. A :
FIE @ 1,) . D » Ff
L A
i e {f, 11’7\} r'
Id e’ ¢,
L] f T ot E ’ '
FP @ F1,]= FEog' 11,

1.4, Exemples de morphismes.

a, Las 2-foncteours entre 2-catégories scnt des morphismes pour

lesquels les transformations naturelles indiquees en (iii)

gt {iv) sont des identitée.

b. Les morphismes de catégeries multiplicatives correspondent
exactement aux morphismes entre les bicatégories qui leur sontk

canaoniguement esssociées.

c. 51 9 désigne la bicatégorie 3 un objet % telle gue Wik, )

soit la catégorie finale O, on appelle monade dans la bica-

catégorie A tout morphisme de A vers A, La donnée d’une

morade dans A revient & la dornnée d’un moenoide dans la ca-

tégorie multiplicative RIF{*), F[#]],




d. Si f est une bicatégorie localement ponctuelle, c'est-a-dire
telle que pour tous A, B dans Oh(E), E(A, B) est la catégorie
finale 1, an appelle Egllggg'dans la bicatégorie A tout mor-
phisme de £ vers A. Si A est la bicatégorie & un objiet associée
& une c.m. 6, la donnée d'une polyade dans A revient & la '
donnée d'une catégorie relative 3 € (ayant pour ensemble d'ob-

jets Ob(F)}.

Pour les détails concernant ces exemples, on pourra se repsrter

a J, BENABOU [1], pp. 37 & 52,

1.5. Fléchee adjointes.

a. Solent f : A—=B8 et u : 3—+A deux fléches de 1a bicaté-

gorie A,

On dit que f est adjointe & gauche de u (et on écrit e u)

8'1l existe des Z-cellules n i 1A&==# u @ f et
e f @ u==2$1a

telles gue les diegrammes suivants (o0 les indices ont &té omis)

commutent

F._:L,1A Q@ u nou ~{u @ T)] ® u
. o ;
U e U 18 - e {f @ ul
P ® 1, fen . ® (u @ £
H | Is
fq_fm_1 O Ff ® f (f @ ul ©°F

B




b. Pour une fliéche donnée, 11 n'existe pas toujours d'adjointe -

11 suffit de penser & Cat. Mais la thécrie des catégaries
de fractions peut suggérer le probleme : "Peut-on plonger
la bicatégorie Cat dans une bicatégorie ol (1'image del tout

fonctour se verrait attribuer une fleche adjointe 7 ¥ a-t-il

[a}}

de tels plongements pour d’autres hicatégories que Cat 7" Lea

théonrie des distributeurs fournit une réponse a4 ce probleme.

Nous verrens dfabord comment il a &té résolu pour fTat et nous

indiquerons guslgues propriétés importantes de Jea hicatégorie

Dist wisse en &vidence dans cette voie.

B, Bicatégories frrmtes ol exactes.

an dit gu'une bicatégorie B est fermée 5 droite si pour tout

diagramme

~iy

A w [3
AN
N\
N

\\l.
. .
[#] \"

@,
C

i1 existe wune fléche unigque, notée HDmA{?, g}, de 8 vers C

telle gue pour tout k ¢ B—=0C on ait la bijection (naturelle)

Homg (g, cylk, Hom (F. m)] 2 Homgep oyl @ f.oel.

A

Autrement dit, on veut que pour tout f, le foncteur (=) & F

att un adjoint & droite.

Gn dit que $ sst fermée 3 gauche si pour tout diagramme

A B
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2CI

il existe une fléche unique, notée Homaff, h) de C vers A,
telle que pour tout 1 ¢ Cwwesw A on ait la biljection (natu-
relle)

8. .
Hom A][l’ Hom (f,h}] ~ Homm(c’ B][f & 1, nl.

B(C,
Autrement dit, on veut gue le foncteur f & (-) ait toujours

un adjoint & droite.

On dit que B =st fermée si elle est &8 la fois fermée & droite

et & gauche.

Om dit gu’'une bicatégorie B est exacte si elle est fermée et

51 pour tous objets A, B € 0b(®), la catégorie #(A, B) admet

des limites projectives et inductives finies,

Exemples.

Toute catégorie multiplicative ¢ symétrigue et fermée fournit
un exemples de bicatégorie fermée (& up seul objet). Celle-ci

est exacte si @ admet des limites finies,

Réciproguement, & tout objezt d'une bicatéporie exacte - nous
gn verrons plusisurs exemples importants dans la sulte - ast
associge uhe gatégorie multiplicative fermée, généralement

non symétrique.

ia bicatégorie Bim est fermée. Si M est un (A, B} - bimodule
et N un [A, C) - bimodule, l'ensemble des applicaticons A-1i-
néaires de M dans N se munit d'une structure de (B, C} =~ bi-

module, $1i P est un (C, B) - bimgdule, l’ensemble des appli-

cations B-~linéaires de P dans M se munit d'une structure de

(C, A) - bimodule,




mqg_

En outre Bim est iocalement complate, done an particulier

exacte.
Ceci s'ohtiendra plus loin comme cas particulier d’un résul-

tat plus pénéral [of. 4.3.1.

2, La bicatépgorie Dist.

- - Les objets de Bist sont les petites catégories Q ,8.8, ...

- Une fléche de & vers %y, appelée un distributeur, est un
B = ks

bifonctesur & @ 62 X & s B

des flaches o ¢ A—s A', o - At ———= A" dans

. B"——+B"' dans S .

Considérons

& , ot des fleches 2 : B'—=8, Bt

La fonotorialité dz & en la seconde variable s'édcrit

) fe) et (B, 1,00(4) = ¢

|
2
mand
-
i
=
—
o
2

[2(3, a') o ¢[&

L

nour tout ¢ € &(3, A}. Flus nridvement on pourrait ecrire

(en se rappelant les cpérations 5 pffectuer) o' (ag) = loa'old

méme la fonctorialitd par rapport & la premig-

)

et 1A¢ = g 0

re variable s'écrit en abregé (ople’ = (23" et 41, = &.
La reiation algelRl = fad IR achzve alars dl'exnrimer que @ ot

hifonchtauUr.

¥ ﬁbﬂ-%€ deur distribuieurs,

‘einir le composd on efinspire duw Falt suiwvant @ a &

-

correspond & @ G ——a 4y et A ¥ correspond ¥ o Bl 2




_.-1/]‘.,
ce dernier foncteur e'é&tend, par le théardme de Kan, en un
q". -~ - N .
foncteur ¥ de & dans $. On peut alors prendre le bifoncteur
# Y _
de 6 ¥ & vers ﬁms correspondant 3 ¥ o ¢ et l'appeler le
composd de ¥ st ¢.
©n faisant 1e calcul explicitement (& 1'aide de la cetigorie
de raprésentation da (-, A} st en gdvaluanrnt pour chague © la
Timite industive des Y-, ?i} - onour By ohint de QQ(_’ Ay
on Lrouve que
B (5 x ¥ 5 )
(Y @ &3{C, A) = ! l o (3, A) e, 53
€05 (% R
ol R désigne la relation d'éguivalence gngandrée par la re-
lation (46, ¢3 ~ (o, Ewl [é et ougsignant raspectivement
un &lément quolicongue de (787, A) at de YT, 31, & une fléche
de § vers A1,
5i an note ¢’ ® ¢ la classe d'un couple (¢!, '), 1’&guiva-
lence donne 48 @ % = ¢ B 2u.
La définition de ¥ @ ¢ se complate par las clauses o
ol @ ¢ = fadl @ W
et (6 @ viv = ¢ @ (bvl.
On vérifie trivialement gue cztite définition n'aest pas
ambigut.
Une 2-cellule » entre les distributeurs ¢ et ¥’ est une
transformation naturelle entre ces bifoncteurs.
La compositicn définie pour less distributeurs se nrolonge




aisément aux é;agilules (on obtient facilement une fléche

ontre sommes 3 le caractére naturel en B des Z-cellules
% . .permet dtassurer 1'indépendance vis-a-vis du choix du re-
présentant ; les auires naturalites se transportent au com-

posé pour en faire une Z2-cellulel.

=  Pnour chagus objet & . on choisit le distributeur particuliler

H (-, =1.
om@/_ ]

On peut alors vérifier gue ces €léments s’organisent bien en une

bicatégorie,

2.2, Morphisme canonique de Tat vers Eiét,

a. On envoie les cbjets sur eux-mémes.

Au foncteur ¥ : & —— % on associe le distributesur

1
‘ P Q~w-mp Gadéfini par 2.0-, =] = Hompﬁ(". FL{-11.
| pY
| :
] A 1a transformation a : f==—=f' on associe la Z2-cellule
b i i - — T T~
5 Humst fl )]—_:ﬁHomgs[ (-1

telle que ®a[5’ Al = Homﬁs[B, aA],

On vérifie Facilement, en utilisant le lemme de Yoneda, que

l'associationmfu—mﬂ»®F, o uhﬂm@ﬂ@a détermine un foncteur de

Tat (&, ©3) dans Dist( &, 3% qui est un plongement (donc

pleinement fidéle &t injectif sur les objets}.

Remarque : On aurait pu envoyer T sur ®{ = HDmS%[F(—], -] et

o i Tmmm—mf' sur Qa H ‘b‘fw'g#q)f: telle que

% (B, A} = Hom@[aA, B)
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et obtenir de Jle sorte un plongement ds
gat(@, )" dans mist (&, B3).

b. On veut monirer que le plongement défini localement ci-dessus
donne lieu & un morphisme de Oat vers Dist (en tant gue bicsa-

tégories].

Par définition on & Hom (-, =1 = & .
e el

On vérifie en outre gque ¢ @ . n O
g f = f‘;o‘F

En fait ce dernier point s’obtient aisément & partir de 1'€non-

cé suivant.

o

Lemme 1 : Dans La situation Q==TC o~ 4 R S
P 9
4

on a de facon naturelle
{¢ @ @é}(c, A) w o (C, fA)

Par définition de & composition on a

(e @ 6,)(C, A) = l l Hom(B, fA) x &(C, 8)

BEOL (TY R

Si a ¢, € ¢(C, fA) on fait correspondre Tpp ® ¢ et 51 3 8 © ¢
on fait correspondre B¢, il est facile de voir gue la deuxiéme
application gst bien définie et qu'elle détermine avec la pre-

migrs une bijsction.

On montrereit de la méme fagon 1'énoncé analogue

A

4
Lemme 2 : Dans La situaiion oo »@E- w0

: o4

on a de facon naturelle

4
(¢9 @ o) (A, B) ~ a(4A, Bl




c. Si on suppose £ = 14, on voit immédiatement gue le plonge-

. 3 )
ment de Gatiq, G3) o~ G dans

Dist(D, Ty 4 ot (D x 1, sl v 4

revient au plongement de Yoneda habituel.

2.3, Propriétés de Dist.

2.3.1. Phoposiiion.

Pourn fout foncefenn § ¢+ O ———p'&, Lo distnibuteur

z
o, + & ooy a un adjoint & dioitfe. C(lesit @8,
i

I1 faut définir

donc pour tous A, A' & |& ]

- B, fA"
5 ® v & Ham( £ JL ;
€ Hom(fa, B) j

onoENse LCOour o At A HAA,[m] = 1FA’ & flal,

On définit ensuilte

@F g:@fm“-%»%ﬁ , donmc pour tous B, BY € I€5|

¢ ¢ Hom(FA, B’ﬂ

€as ‘I¢ o

——awHomeiﬁ, B*)
l P & Hom(B, FA)

s e & @) = 4., Cette définition ne dépend pas

en posant EBB

du choix du représentant car
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i

eBB.[¢s ® V) (689 = (g.FIBII.Y

st eggr (6 ® BY) = 6.(8y) = ¢.(F(B).¥), pour B : A'——s A.

On vérifie sans peine gue ces Z-cellules satisfont les relations

voulues {cf. 4.5.).

Remargue : Si1 f admet un adjoint a droite g, alors @g est l'ad-
joint & droite de ®F'
En effet, dans ce cas
2 = Hom, (-, g(-)) % Homm (FL=), =) = ¢,
g a ' = 53

2.3.2. Propodition.

Pourn tout distnibuteun ¢© : Q ----+85, 1L existe des cati-
gornies % et % et des fomcteurs § : @——s 2, g ¢ Sl
4’ : —s e ef g' : F——a S tels que

e

@;@9®®6;¢9.@@9.

a. Construction de 3% .

On fait le somme des catégories
S et 5 et on ajoute comme flé-
ches pour chague couple (B, A)

l'ensemble ¢(B, A). Les compo-

sés d'un ¢ € o(B, A) avec

o : A——>»A' DU avec
B : B'™——® B8 sont respective-

ment les éléments wd et ¢R.

Les foncteurs T et g sant les plongements évidents de & et % dans
% . La relation ¢ n 98 ® ¢, résulte trivialement des lemmes

2-2, b, [1 et 2)-




h. Construction de % .

On prend pour % la catégorie comma

pour iss foncteurs g st £, munie de

ses foncteurs canonicues 1o B“ﬂ'&

Ly,
et g' 8 > .

De fagon explicite, un objet de %

est un triple forme d'un nbiet B de

@, d’un objet A de & ot d'un éiément y de a(k, AY ; une fléche-

&/

| [ f y ' "\;’ g 4 SRR
dans 7 de ,Bq, Aq, ;1] vEers [82, AZ’ i2] cat un couple (6, o)

1

tel Y © Y2B« Le foncteur T’ envele [Bi, AL, yi) sUT Ai

(g, ¢ + 3 le Ffoncieur g’ i

- 8suyr

Varifions par examnt que poutr A, B guelcongues on 4

n

gt

envoie [Bj, Ays Ty B et (8, ol

1)

P (B, Al N

_Hom@'[¥'(fiﬁ, AY % Hmmﬁ%(ﬁ, gl g

(8, Ay v oyl n

ou ¥ est la relatian d'éguivalence gngendroe par la relation
(ofp, al, 1 v {4, (g, oldl.

associe le couple (1., 1o 1
Réciproguement, & un couple (¢, ¥) = o0 & = J L S——— Y
y ¢ B—>3' - tel gu'll existe v' € @(B'. A'), ©on associe le

composé (dans X} oy ¥ Cette dernidre application ne dépend

Das

du choix du représentent. £n effet, si dens ¥ on a le diagramme

ci-dessous aveco Yzﬁ = 0,y
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donc {¢a, v} ~ [$, By)

ou encore (6{B, al, ¢) ~ (&, (B, aly])

on 8 aussi [¢a]y1¢ = ¢y2[8w}

(par assmciatiﬁité de la loi de composition dans 3£ 3.

Remarque : Le but visé en construisant Dist était d’ajouter des
adjoints pour tous les foncteurs {les fléches de Tat). Ce but

est atteint de 1a fagon la plus économigue possible : tout distri-
buteur peut 8tre représenté par un couple formé& d'un foncteur et
du distributeur adjoint d'un autre fonecteur. OCn a mé&me deux re-
présentations différentes. La situation =st analogue au cas ol

en théorie des fractions on peut dire qu’on a un calcul des frac-

tions & pauche et a droite.

2.3.3. Proposiifion,

Dist est une bAcatfigorie fermée.
Soient @, S5, € trois objets de Dist.

&
Pour le diagramme G&—-"--% 3
AN

¥ N
AN

e

lg distributeur Heméb[@, v) est défini par
Homéi[@, y){Cc, B) = natle(B, -), v{C, -)1.

Dans la situation 0]
a-—2_.®
E

s @
/

e’




..’} a.d.

ie distributeur Homqbié, @) ecst daéfini par
Gy,
Hom Y (e, @)(A, ©) = Natle{-, A), O0(-, C}].

Supposons en effet donnée une transfaormatiocn naturelle

A gt @L0, Bl Natle(B, -1, ¥(C, -1l
GMJ“’W}\C BE@] 1 Aw[¢_~m_§u5'£\£¢}}
fot GA[¢3 est une abréviation pour AC, 8[8] A(¢]] :

on lui associe les applications

he a4 ¢ (B @)C, A)E—sY¥IC, A)

e

On vérifie qus les e oa sont en définies {ce gui résulte de le
)

naturalité par rapport a B des AC B et gu’'elles sont natursiles

par rappart a C et A.

Réciproquement, si 1'on s’est donné une Tamille naturelle Heoope

on lui asscorpie la famillsa AC 5 telle gue

A (61

- (6] = ug ,l0 @ 0).

A

On montre ainsl pas & pas l'existence d'une hijection naturelle

entre les ensembles

HDmDist{@S, {33[@: Homéi{¢’ i1l et Homp . ot r @, \g}ﬁ@ @ o, Y1,
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Cas partileuliens.

a. Si ¢ = ¢p» ON voit facilement que HamGBE®. 21 o ®$ & 9,

car Hom (e, 0} (A, C)
e'"'gﬁ"‘@@ Nat[H {-, fA), 9(~, C1]
= a cm s PR T
o7 ona
\\\ // 9 o g (FA, T
G- v [of @ elta, T).
2" oo
De méme, si & = 6%, on voit que
o HomeLE®, ¥i(Cc, B)
G:ﬁ",.._‘ R = Nat{Hamg (gB, =), ¥(L, -)]
_g -
\ ® ! v oy{C, gB)
y N XX n
N /s ‘g AT I @EJIC, B).

ﬂﬁgﬂ
Donc Homg (&, ¥) ~ ¥ @ g

b. Dans la situation ci-~dessous

o ‘ Homﬁh(®, Tgn} est noté D¢ et on
@é-'—_""“}% * i
. f ltappells le dual de ¢. S1 @ =
.{'.'
/// ‘%ﬁ alors D®€ = 9,
&

: bx PR
51 de plus & = 1 et F : D ——e»ﬁns est le foncteur associé & 6,
trouve que D% correspond & un foncteur covariant de © dans €ns,
noté DF, et défini par

DF(B8) = Nat[F(-], Homi(-, B)].

2.3.4. Proposition,

Dist esi Localement complite.
Ceci signifie gue pour chaque couple (&, ) d'objets de Pist,
la catégorie Dist(&, ) est compléte. Cecil résulte du fait

gue Gns est compléte bien sir,.

Corollaire. Dist est une bicatégorie exacte.

@_Fs

on




Dans toute cette étude nous SUPpPOSerons quegﬂnest une catégorie

multiplicative bien compléte 3 dreita (on suppose donc gue W pos -

sdde dee limites inductives et que la multiplication commute &

ces limitesl.

3,1, 2b-foncteurs Vers;%i.

5i 2 est fermée, donc si elle est elle-méme une ~catégorie, on
sait ce gu'est un Q6 -foncteur. Sinon, on peut poser les d&fini-

tions suivantes.

a. On appelle e -Foncteur covariant de la P2L-catégorie &,versﬁé

un couple (f, ¢}, oU

$ gst une application de Ob{& ]} dans Op{%),

et ¢ une famille de fldches ¢, @ FA @ QlA, At ) A

indexég par les cpuples d’objets de & , telle que les diagram-

mes suivants commutent toujours

@A, A"l—=>fA @ [alA, A’) @ QA7 A"I]
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FA® I - - fA @ &lA, A)

£A A

Exemples.

10

20

30

Si%U = Ab et si @ a un seul obiet A (donc si & est un annsau)
un % ~foncteur de @ vers Ab est simplement un A-module & droi-

te.

Plus généralement, si @ est une 9 -catégorie & un seul objet
{ce gqui équivaut & un mancolde dans % ), un ™ -foncteur de &

vers % est un module & droite sur ce moncide.

Pour tout objst Ao de & on peut définir le 26 -foncteur
@ (Ag, =) par f :+: A——qlh,, A} et

Papr = Mo Q{Ao, A} ® 8I(A, A’)—= B (As, A').

gms, on retrouve les foncteurs de Yoneda covariants

si W

habituels.

n

La notion de % -foncteur contravariant de @ vers 16 peut se

définir de maniére analogue.

#e
Si 9 est symétrigue on peut parler de la lb -catégorie & , duale
de @, et dans ce cas définir un tel foncteur comme U -foncteur

e
covariant de @ vers 16 .

51Q et T sont deux % -catégories, un % -bifoncteur covariant

en Q& et contravariant en 9, vers % , est défini par la donnge

d'un triple @ = (f, o, £, od




£ st une appiication de 0b{9%) x Obl& ) wvers Ob (2

A A € Obi@)) aver ana, ¢ FIBAT @ O(AR e fIBAT
B ¢ an(E) ;

B, B' & 0On{%M] avsc Bg'B

A & Obl&)

ces daonnées étant btellas gue

pour tout 8 € 0 (%) 1'application fL8, -1 la familile afﬂyy

Iy . I3
forment un 6 -foncteur covariant de & vers :

pour taout A € 0b{& ) 1'application Fl-, A ot la famille BE’B

forment un 2b-foncteur contravariant de T vers PACI

pour tous f A', B, B' le diagramme suivant commute

f.\‘
Bogrg @1 :
(3, 8) o flBA) & @A, A‘]—m—wﬁ——mwwmwmnF[B:A} @ GlAART]

B
Shac

fip', B @ TigAT) —
Exemples.

1° 31 @ et @ sont deux Ab-catégories a un objet, identifiables &

des anneaux A e% B, un bifoncteur du type indigué est un (A, BI-

bimodule (& gauche sur A et & droite sur B).

2° 841 U = ~'g,ns, on retrouve les bifoncteurs habituels.

3.2. Définition de Mistl %},

Les objets sont les ¢6-catépgories & , TH, N L e

Une fiéche de & vers @Y, appelée un distributeur, est un

U -bifoncteur vers T, contrevarisnt en ' et covariant en &, .
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Une 2-cellule ) entre deux distributeurs &, v

consiste en la donnée d'une famille (A, | A € ohte),

B-—— 2>

BE Ob('H)

de fléches de %, donnée compatible avec les actions de &

et de %, c'est-&-dire telle gue les diagrammes suivants soient

commutatifs

Tan
(B, A) T QlA, A') » d(B, A”)
ABA & 1 ABA’
vy{B, A} ® &flA, A’} = y(B, A']
QB'B
RlB’', B) T (8, A) = &(B', A)
T @ Ag, ‘ ‘ara
l ‘{!B)B
Mmi(B’, Bl © wiB, Al = w(B', A)
p . 8
{on a écrit QAA' pour dag. . 2tc., en vue d'alléger leos nota-
CAA?
tions).
Soignt & : @ -——3 Tyet y : B5-— —»f deux distributeurs,

On se propose de définir leur composé de maniére & cbtenir

comme ca$ particuliers le produit tensoriel de bimodules ou

le compoeosé défini plus haut de bifoncteurs vers gms (cf. 2.1.).

On pose (y ® 923(C, A) égal au conoyeu de 2 fléches d,

de

y(C, B) @ S(B,

B, B'€0b0(%y]

|| vic, B) @ ©(8, A),
5l T

B') & #(B', A) vers

et d1
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de &tant la factorisation canonique des fliches

idmyﬁ’:y B3 o ’i}BB’“

Les fléches dénrivaent 1'action de @(A, A') et de ¥ (C, C')
sur ce conoyau s’'chtiennent & partir de 1'action de & (A, A
sur tes #(8. A) et de 1'acticn de % {C. C') sur les Y(C, B,
puisgue la multiplication commute aux sommes et aux conoyaux.
I1 faut montrer gu'on & bien défini de la sorte un bifoncteur.
La vérification des prapriétés (i}, {31} et (iii) ne pose

suGre de probl2me, bien gu’elle soit longue a éocrire,
(=4 ]

Pour étendre le composition aux 2-cellules, on obtient facil-
lement une fliéche sntrs les somnes, et les compatibilites

aveo les actions assurent 1'une la factorisation a fravers

les coanovaux, 1'autre ta compatibilitd de la fléche définie
¥ !

avec cette aection-1a.

Pour chaque objet € , on cholsit le distribvuteur particulier

défini par F(A', A") = &{a', A",
O:AFAU = ]—1 H @’[P\r F'\.} @ @tfp\’n A”J“—“_“"“—&" @(A, F\"l,
Bang = W 0 G lAY, A) @ 82 (A, A7) & (A", A",

On peut alors vérifier que ces €léments s'organisent bien en

une bicatégorie.




3.3, Merphisms canonique de Cat{ %) vers Mist(%%).

Qu

On envois les objets sur eux-mémes,

Si f § &——="D 5t un gé—Foncteur, on lui aessocie le distri-

buteur ®f défini par

2. (B, A} = BD(B, FA) ;

.,F
(I))F’ AA = B o £1®'FAA|J :G}[B, 'FA]@@;(A, At}

id @ f,,.

Y
BB, FA) oDFA, FAT)
U

1!’

dlB, FA")

d BB, B) @ BB, FA)——= DI(B’, FA).

£, B'g - H ¢

Si a ¢ fe=m——m g est une 2 -transformation naturelle, on lui

associe la 2-celluls @a définie par

; e
. 3a P DB, FA) & BB, fA) @ T . B, fA) @A, gh)

(g, gAl.

Les distributeurs de @ vers® et les 2-cellules entre ceux-ci
forment une catégorie Dist(26)(&, ). Si on désigne par
Cat(l) (@&, By ) 1a cédtégorie des % ~foncteurs et Ph-transforma-

tions naturelles de & vers €y, on peut vérifier que 1'associa-
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Lion fF e ®F’ m-~¢»®a décrite ci~dessus détermine un Tonchteur
de Gat(¥)(a , &) vers Dist{WI( @, & 1, lequel est pleinement

fidele et injectif sur les obhjets.

be Gn veut montrer que le plongement défini en a. donne lisu & un

morphisme de Cat(Uh) vers Dist{ %) {en tant que bicatégariesl,

Par définition on a @1 egal au distributeur identigue sur & .
&
On vérifie alors que pour deux 2% -Ffoncteurs composables T et g

on a la relation

© ;
by & ®F ~od

g o T

Cecl s'obtient comme conz2quence du lemme suivant

o

. . v

Lemme 1. Daps fa situation @f::i:%’@ﬁ""’h“”* h
4

on a de fncon naturelle
(¢ ® ®5}[C, AY nv o {C, 4A}.
lLa démonstration est analogue & celle ssquissés pour le cas W = gmaw

On définit une fléche ¢ de qu_ | oz, B) @ Tvin, A} vers
BeOb (%)

3{C, fA) : c'est celle déterminée par 1’'action de @ sur .

Elle égalise d, et d1 (1'action étant associative) ot se fsctorise

done a travers leur conovau ; soit ¢1 cebtte Ffactorisation.

Désignons d'autre part par ¢' le composé suivant

T

(T, FfA)

» 3{C, FA) ® I = G0, FAY @ IFA, TA)

.ﬂJM__JMM ${C, B) @ SR, FA).
BEln {55 )
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P ] -

En la faisant suivre de la projection sur le conoyau, on

obtient $oe
Vérifions que ¢4 et ¢, sont inverses 1'une de 1'autre.
¢ 0 42 7 T fAi car c'est le compasé

${C, FA)—> 3(C, FA) @ [ ——— = 3 (C, FA) ® D(FA, £A)
10,
YFA, A

o (C, TAL,

- [ P2 -y A
¢ o ¢1 1(® o thc’ Ay Cer ¢ et 1'identité sur la somme
sont égalisées par le conovau. En effet, ces deux fléehes
peuvent s'obtenir en faisant précéder de et d1 respectivement

de l'injection déterminée par les fléches composées

elC, B) @ (B, fFA)—»3(C, Bl @ (B, fA) @ I

id @ id ® 1,

¢{C, B) &HIB, FA) @ PFA, TA).

On aurait pu envoyer le % -foncteur ¥ : Q@ 2 sur le dis-
tributeur o1 : ®_—_»@ défini par ¢ (A, B) = GY(fA, B} sur
les objets, et ainsi de suite. A ce propos, aon notara le

lemme suivant

4

Lemme 2. Dans La sifuation ‘35“"5“*'* COSSN——— >}

X

on a de facon naturelle,

(o8 @ o) (A, B) ~ o(4A, B).




5i M est un (B, C)-bimodule et si f : A——=B8B est un
homomorphisme dfanneaux, auguesl on associs une structure de (A, Bl-
himodule sur B, alors le (A, Cl-bimodule ahtery en faisant le pro-
duit tensoriel sur B coincide avec le (A, C)l~-bimodule £%(M) obtenu
"par restriction de 1'anneau des scalairas” au moyen de f. 51 on
considare un (C, Al-bimodule N, le prodult rensoriel sur A de N
et du (A, Bl-himodule cité donne le (C, Bl-bimodule obtenu par

“axtension de 1’anneau des scalaires”.
La méme observation vaut "de l1l'autre catér fsituation du lemme 23.

3.4, Proprigtés de Dist( ).

3.4,1., Propobiiion,

Pour toul W -fonctourn § ¢ Q —— Co, Lo distaibuteur

4
@6 a un adfeint & droite, c'esl o°.

Tl faut définir une Z-cellule de

1@f::=:p¢f ©@ ¢., donc pour tous A, A €]

Manr P @ (A, AT)——= (0] ©® 0.1(A, A).

On prend la fléche composée suivante

Q(A, A')———— B(fA, TA') © I— » W (FA, FA'] @ DIFAT, FATD
id x 1FA'

Yep

— s a , NP
SeoRtnT DUfAL B @R(B,FAT)

gu'on fait suivre de la projecticn sur le canoyat.
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On définit ensuite
¥ '
£ !.Qf @ @_mmm;163, donc pour tous B, B € [65|

(2. @ @f][B, Bf)——a (B, B8')] comme factorisation & travers

Cppe ¢ £

le conoyau de la fléche

]__(L 2.(B, A) ® ¢
AEOBTET

induite par les fléches de composition dans 3

Frn, B )]s BB, B')

(B, fA) @ Gu(fA, B'I— (B, B").

Il faut alors vérifier que les Z-cellules satisfont bien les re-

. . _ ..F
lations voulues pour gque l'on ait Q{——ml@ »

Remargus. : Dans la définition de n on aurait pu prendre la fleche

composée
Qla, A'J—I @ DFA, FA')——= BIFA, FA) @ BFA, FA)

Tea

DFA, B) @ TH(B, FA’).
HORESY

Celie~ci et la fléche ci-dessus sont égalisées par le conoyau.

3.4.2. Proposiidion,

Pour fout distributeur o : Q-~——»%By, i exisife une catigerie
6 ot des U -foncteuns § : Q—-=> G, g :Do—>¢ tels que
R LY L

On prend Ob(€) = ob(@) -LbL on(®). o~~~ =%




Q(A, A'} (A, A' € 0b( @)

g(aa’) = s’ (B, B' € 0b(DH))

€ [qA] ¢ (BA)

€(AB)] = 0 (1'objet initial de ).

lLa composition comme dans @ ou comme dans Q3 gquand c'est possible.
Sinon elle est définie par l'action de & et % sur &, Le caractére

bifonctoriel de ¢ assure justement qu'on a bien une ¢6 -catégorie.

Les foncteurs f et g sont les plongements évidents de @ et dans

¥ . L'isomorphisme annoncé résulte aisément du lemme 3.,3., b, *T.

3.4.3., I1 n'est plus vrai que Pist(%U ) soit - en général - une bi-

catépgorie fermge. Nous verrens plus loin gu'on peut retreouver ce

résultat en mettant des hypothéses supplémentaires sur U . Il

pourra alors s'obtenir commsg cas particulier d'un théoréme plus

général sur les bicatégories exactes.

On exigera par exemple que U soit fermée., Cette condition paraitra

naturelle si 1'on se reporte ay cas de Ab : chague groups abélien

peut Btre considéré comme un £ =~ E-bimodule, donc si 1'on veut

pouvolr parler de 1l'objet des homomorphismes entre bimodules en

général, il faut au moins pouvolr parler de l'opjet dss homomor-

phismes entre deux groupes abéliens.

3.4.4. Proposition,

Pour toutes U -~catigondies @, 5, La catigonde Dist{a , &)
admet des Limites inductives.

Si on se donne un diagramme de distributeurs, ayant pour sommets

la famille [¢i | i € I), on peut définir la limite inductive @




en posant

¢(BA) = 1im 2, (BA).

L'action de @ et @ sur ¢ se définit aisément & partir de l'actilon
sur les @i, puisque la multiplication commute aux limites induc-

Lives.

3.4.5. Propoesificon.

Si W admet des Limites projectives, alons pourn toutes Vb -
catiqonies &, &, La catéigonie Distl &, T) adunet des
Limites projectives.

Pour un diagramme de sommets (&, | 4 € T) on définit la limite

projective 2 en posant

o(BA) = 1im ¢, {BA).

I1 est & noter que pour définir l’'action de @ et @ sur & 11 n'est
pas nécessaire de supposer que la multiplication commute aux 1li-
mites projectives (ce qui n'est d'ailleurs généralement pas le

cas) : pour obtenir une fléche de
(1im @i(B, A)) @ &(A, A’) vers 1im @i(a, A

il suffit de considérer 1le cdne projectif

(1im 0,(8, A)) @ @A, A')—o—0g> 0, (B, A} © &(a, A"l
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4., Distributeurs pour u4n COSMOS,

Nous supposerons maintenant que %6 est un ¢osmos c'est-a-dire uns

catégorie multiplicative symétrique fermée cempléte & gauche et

8 droita.

4.1. Proposition.

Pour toutes U -catigonies @ , B, 0isti@, TH) est une
U ~catéigornie,

&
a. Seient ¢ et ¢' deux distributeurs : &::::1@5-
@I

I1 faut définir un objet D(®, ¢')} de % qui représente 1l’en-

semble des 2-cellules de ¢ vers ¢'. Cet objet sera 1'égali-
sateur du coupls §,, 51
§o
TTuecs,a),07 (B,A)———2 TT%[$(8'.B) ® 2(B,A) @ &(A,A"],
8
(A,BYE0D (& xB) 1 A,B,A',B’

' (B',A"Y]
ot 8, est définie & partir du cdne suivant
on prend la pfujectinn d'indice (A', B') et on la fait suivre
de la fléche correspondant par adjonction (de fermeturel au
composé
U(e(B', A'), &' (B', A')) @ B(B', B) ® ¢(B, A) @ &(A, A’)

id & (@B, ]

8 ° Yan"

Wio(s', A'), ¢'(B', A')) @ ¢(B', A')

)
[

o'(B', A'],




et 0&-61 est définie par le cdne suivant

on prend la projection d'indice (A, B) et on la fait suivre
de la flBche . .correspondant par adjonction (de fermetursl ad
CoMmposeé

WUeelap), 6'(BA)) @ DB, B} 0 ¢(BAI @ &(A, A")

T
o © id ® id
{

(' , B) @ %(o(8A), o'(BA)) @ 0(B, A) @ &(A, A’)

id ® ev ® id

DB , Bl ® ¢'(BA) ® QLA, A')

b, I1 faut maintenant encore définir pour tout triple da distri-

buteurs &, &', ®"7une compaosition de
n(e, ') @ D(e’, @") vers D(o, ¢")

gt pour tout distributeur ¢ définir la 2-csllule identigue sur
¥ par une fléche de I vers 0(d, ¢3}. Cecit ne présente pas de
difficulté essentielle. Remarguons par axemple qu’on peut ob-
tenir une fléche "de composition” & partir d’une bonne fléche

dans le produit

TT2%e(B, A), &"(B, A))
A, B

et celle-~ci & partir d'un cdne convenable. On n'a pas besoin
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de la commutation de 1la multiplication aux noyaux {cette condi-

tion n'est d'ailleurs en géneéral pas verifiéel.

i1 faut ensuite montrer que les axiemes des U -catégories sant

bisn vérifiés.

4,2, Phoposddtion.

Dist{&, ) est W-compliie & droite et & gauche.

s sur W et les proposi-

On sait déja, d'apres 1es hypothéses failte
compléte & droite et

tions 3.4.4. et 3.4.5., que Dist(Q , T est
Conformément aux définitions de U -campliétude, 11 faut

¢ || et tont e€lpist(@, ]

a gauche.

encare montrer l'existence pour tout U
(i) d'un objet U @ ¢ de Dist(& , B%) tel que l'on ait

(U@?d, ¢') ~ Hom (U, D(2, @'J)

HOMp s st (e, ) o

pour tout ¢° € ]Bist[e”'%§1l ;
{ii) d'un objiet ®D de Dist(&, %) tel gue l'on ailt

' U '
HGmbist(QJﬁ}(@ , 071 Hom%b[u, n(o’, ¢}

nour tout @' € |Dist(@ , GRIE

Four cela on pose

(U @ ¢)(B, A) = U & ¢ (B, Al et

@U[B, Al

2y, (B, A,

ces définitions se complétant de manigre tr2s naturelle en ce gu il




't
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congerne les actions de & et de .

bes vérifications sant laissées au lecteur.

Cnrmllairg,

PR

Si on prend® = 14, on obtient en particulier le feait que la caté~
gorie & = MDist(W, & ) est une zﬂ—catégorie, U -compléte & droite

gt @ gauche.,

4,3. Proposition.

Dist( ) est une bicatigondie §eamie,

On peut mettre ce résultat en évidence de deux maniéres différentes,

selon l'usage que 1l'’on fait des hypothéses sur %.

o ke ke R em e e e e ik

Spoit la situation ci-dessous, ol 11 faut définir le distributeur
Hmn&(Q, ¥) tel que 1'an ait la bi-

~ jection naturslle

HDmDist[(s)),‘gl[p: Hﬁma(@, ‘y]] ;He%istfﬁ 'ﬂ] [@@@; ‘P}-

Homél(é, v)(C, B) est défini comme noyau des fleches suivantes
Jo ‘
TMTwle, A, viC, A])m““*‘“""ﬂuiéiB, AY ® @ (A, A'), v(C, A"
'3 .

A s ALAT

OU 3o s'obtient & partir des flaches correspondant par adjonction

de fermeture aux composés
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MUleiB, A), YIC., A)) @ (B, A @ @(A, A"]

ev & id

\i

Yo

¥
y{C, A™)

et ol 81 s'obtient & partir des corrsspondants des composés

Wlels, A*), wlC, A"} (B, A) @ & [A, A"}

i i

AN

wla(B, A"} A')) @ olB, A’)

} @
dElJ
, ¥ (e
vic,

Il faut définir 1'action de$ a droite et de ¥ & gauche,

v
At

Regardons comment on peut mettre en évidence la bijection indiguée.

Une 2-cellule A : @=_—.-=:>HomQ (¢, v) étant donnéae, on en déduit la

famille de fléches composées

‘e
H W—‘—l—‘-‘-—% i
Aepa ¢ @(C, B8) Homg (0. ¢)(C, B)

L

A
T wie (B, A), w(C, A))
A

Pa

k
e LBA), vIGA) T,




Celles-ni correspondent par adioncticn 3 des fléches
©IC, Bl O oin, Al (0, AY &
d'ol une femililc de fléches

e, 00 9 o, A)—— v, A)
)

se fectorisant & travers (0 & ®3{C, A) & cause de la naturalite
en B den AFR’ et naturelles par repport & C et A Vi gue chague ACE
cpalise un 2, et un 31 tels gur dofinis ci-dessus.

Récinroguement, si 1'on se donne une famille de fléches

“.RA : 6 o ai(c, Al——s ViC, A},

;inn en déduit la famille

oflC, B) @ 2(B, A)—nI(0 ® $3{C,A)

S

“gBA 2 efC, BY o ora, A i

e
o
-
pa—

torrcapondent par adjonction & la famille

~>3H(e (B, A), ¥(C, A)) : d'ol las

=10 Yierm, a), wic, A

Sui e factorisent bien 2 travers 1o novou Hﬁmg (e, WIiC, B) vy
"

Lo meturalive en A et sont naturciles cn € e+ B puisaue chague

3 - N P s oo -
“PA fgalise un dy et un &, +els gque définis plos T6L fof. 1a da-

1
Tinition cu componé de 2 distriboteurs).

ficetion se feait par un calcul sang difficults

Le reste dea le vérisi

iy p:‘.‘i.ﬂf}.‘i-f-_-’e"
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Spus les hypothises données sur 26 on peut definir un distribu-

e
teur ¢ de @ vers & (¥ de & vers ¥ ) camme b -foncteur de ST L
vers W , (de G * ® @& vers U} et prendre

Homg'[é, ¥)(c, 81 = Nat[a(B. -}, v(c, -1}

@»’
c'est-a-dire 1'objet des floches dans M de o(B, -} vers wig, -1.

D
Oe méma, dans la situation él—*—-—vﬂa———zﬁh
on peut définir le distributeur /
Hﬂmqal@. 0} par //O

Hom™ (8, 0) (A, C) = Natlal-, A), 3l-, C)1,

Cas particuliers.

a. 8i 1'eon & la situation ci-dessous, © et vy correspondant respec-

tivement aux 06 rfoncteurs

—————— R
1 P i .
// Fog Ry et U 8T G ,_/5,;-___,,%,
/¥
ﬂ// Homgbfé, ¥} = Mat(F, G).
b, Dans la situation tg.ﬂ____?__,_,?§5
A
2 Ve
Hom (&, 1@5} // 1@5

D

ast aussi noté D2 est appelg le distributeur dual {a droite)

de &¢.

Corollaire.

51 M est un cosmos, Dist(26) est une hicatéporie exacte. C'est

aussi vrai pourﬂﬂod(?é], 1a bicatégorie cohtenue en Ne retenant




jet, c'est-a-dire les

~catégaries a un ob

= Ab, o0OnN chtient 1= fait

comme objets qus les U
En particulisr pour 2 =

monoides de 6.

gue Bim est une bicatégorie exacte.

4,4, f@opoéition,

Le plongement de gat{@, ®} dans pist(©, §) est un -
idate en fant que W -fonctent.

fjoncteun pleinement §

g3 £ et T' sont deux % -foncteurs de & vers s,

F£') est isomorphe & 1'objet D{®f, R

jEt Nat(& (F, £

5

£') peut Btre défini comme le noyau des

R el N »
appelons que atqbff

fléches o 8% 34 du diagramme suivant

ao
TT RFA, FIAVTTTTE H uifr @ Qla, Aty, fPATT,
ik
1 A, A’

A

n, 6tant induite par les composés

Ao @la, AT @ BUFA, FrA)

fA @ SHIFA, fra) @ @A, A

£'A @ & (A, A Y)e—— FTAT,

3, par les COMPOSES

fA @ @IA, A') @ (FAT, F'AT)

l

3
FA' © THFAT, FIAN ) —FTAT

Pour D(@F. ¢f,}.'rappeloﬂs que c'est le noyau de fléches

au départ de

2t - .
: All wids, €A1, S, £l
, B

montrons gque 1'ob~-
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En vue deo montrer gue ces noyaux sant isomorphes, construilsons

une fléche o de

IA'@’)[FA, f'A)

vers

Al lp WD e, Fa), s, FAY]

]

on envaie & (fA, f'A) dans

W LD (B, FA), (B, £'A)]

gen transposant

D (B, FA) @ TEA, fIAJ——— (B, F'A)

construisons une flgche T dens l’autre sens

on prend la projection d'indice (A, fA) gt on fait suivre du

camposé

WULDIFA, FA), DieA, FrA)l—eT @ WM (EA, TA), BLFA, £'A)]

|

Tep @ 1
IEA, fA) @ WITHFA, FAY, BIFA, £7A]

(Sb[TCF‘(, "I:'IL‘\}.

Le reste de la démonstration est du calcul.

Remargue : La possibilitée de définir Dist (W] comme bicatégorile

o0 pour tout couple d'objets e , &, Rist(&, Ty soit une W -

catégorie dépend de l'exlstence dans U, de limites & gauche ei &




droite finies, de sommes et de praoduilts indexés par les objets

de & , B, ...

On pourrait améliorer la théorie précédente en prenant camme ob-
jets de Dist (W) non seulement les petites W -catégories, mais

celles qui sont raisonnablement petltes par rapport a WU au sens

suivant : & est raisonnablement petite par rapport & U si pour

toute application 1 de Ob{(& )} dans W la somme

__l_i__ 1(A) et le produit [ 1(A)
AtOD{®) T AEDB (€]

existent dans 76 .

5. La bicatégorie Dist( ).

Dans ce paragraphe, § désignera toujours une catégorie a limites
4 gauche finies et & limites & droite finies, préservées par les

foncteurs "image réciprogue”.

5.1, Définition de Dist( &),

- tes objets sont les catégories internes 2 €

@"=7{A11 AOJ aOJ 311 li. E}JKS‘):' (BA]FIIBDJ BO! a.T»' u! 8]1

(avec un abus de notations clairl.

- Une fleéche de® vers & , éppelée un distributeur, est un

objet ¢ de € muni de fléches

3o : Qe Ay, 8, 1 O——=B,,




¢'est donc un ohjet & la fois au-dessus de A, et de Bao,
sur leguel opérent a la fois @ et &, et muni de fleches

de structure (u, et u1) précisant ces operaticons. Elles

3
doivent Btre "associatives™ et présenter un caractére
"unitaire”, ce qui s'exprime par la commutativité des

diagrammes suivants

et deux diagrammes analogues pour l'action de N,

De plus, ces opéralions doivent ftre "compatibles”, Ge

sfécrit

[ns}

3=
s

-—
o
m X
o

=

-n
=
-

commu te,

>

-

B K e X e—p X
[+]
W

e




- Soient ¢ et ¥ deux distributeurs de D vers@ et de € vers B
respectivement..

Pour définir leur composé ¢ @ ¥ on prend le conoyau des

fléches guiventes

H x ¥
1 B,
®ox B, x ¥ "5 % Y—wd @ Y.
Ba Be D his Wa - Bs
. q,

On définit 1'actien de @ et de € sur cet objet & partir des
actions sur 9% et v rescectivement, ce qui est possible vu

las hypoth®ses générales sur §.

- Une 2-cellunle entre ces distributeurs ¢ et ' de ) vers &

. est une fleche a @ & ——— §°

\\\% nempatible avec les actions de &
Ao Ha et de Wy, cl'est-a-dire telle gue
\\\///ﬂ les diagrammes suivants commutent :
Mo
A1 X B D
Ag
A1 X o
Ao
¥ U; o
; —— e & B
Ay O 8 > @
P

et un diagramme anaslozue pour 1'action de T,

Pour tout couple (B, Q) de catégories internes 5 f , les distri-
buteurs de % vers €@ et les 2-casllules entre eux forment une caté-

gorie D‘%[@B, &, La composition d&finie pour 1ss distrihuytsurs
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s'étend facilement aux 2-celfiules de manidre a fournir pour

@ ., %%, % ., un bifoncteur

toites catfgories Internes
o : Dist® (B, @) x DG, ) —en E (6, &,

Avec caes ©léments on cbtient bien une hicatégorie (avec des 1s0-

morphismes A'associativite at das tgomorphismes concernant les

distributeurs identigues - definis de facon évidentel.

5.2, Nous pourrions entreprendre iri une &tude analogue a celle

faite & nropos de Dist(%61, mais nous ne le ferons pas gar les

‘ohienir — commeg CeUX de 1!'&tud

o

mrincipaux résultats peuvenT 8
F !

O

)

priocédente dlailleurs - COmAR cnrollaires de résultats pius g

TRCINS

o
l

naéraux sur les bhipatépories axaq

6. Distribufteurs pour une hicatégorie exacte.

5

6.1. La bicatégoris Dist(3€7.

Soit % une nicatégorie exacte. Jn va définir une nauvelle bica-

tégorie, Dist(3E), st montrer qu'elle est exacte ellg-aussi.

6.1.1. Les objets de Bist(3£] sont les monades de % , clest-a-

direz les marphismes de 18 hicatégorie T vers 3, ou encore 128

couples formés d'un objet A de % gt d'un triple (T, wu, n) sur

cet ochjest. On éorira plus hridvement (A, T1, (A", T'}, ...

Jns fleche de {A1, T1] vers (A, T?] - appelée un distrihuteur

gst une fléche de A2 VET S Aq, dans 2 , soit M, munie de 2-csl-

: M o, T,=—>M telles qus les

jules M, * T1 o M——s M 8t m 5

™

+

diagrammes suivants committent




1 1
H PO
L §
{
. )
T,E o M Tq A M [1*%--—T1 M

m
\ 4
m, \\\gx ‘ my
i

(on & deux diaegrammes analogues pour T2]

(T

1 2 z
-y e g e My
M n 72 Tr!! 4] M
m2 ) m1
N,
i

On appelle une telle fliéche également un [Aq, A.l-bimodule (en

sous—entendant les triples T1 et TPJ”

Une Z-cellule dans 23X de M vers M' -~ tous deux [Aq, Ayl-bimodulas,
sera une Z-celiule de Mist{®) si elle est compatible avec les
opérations m1 et Mo des triples.

17 A7] d'objets, fleches et nimodules forment
une catégorie Bim(A,, A?},

Pour chague couple [A

On veut définir une composition de

Bim(A,, Ag) x Bim(A,. Aj) vers BimiA,, Ag).

“ )
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- : e
% Au couple (N, M) on fait correspondre 1'objet N ® M défini comme
% conoyai dans Bim(ﬂ1, AS} des 2-cellules ci-dessous
| M s n2
- Mo T, o N =M o N N & M.
% m2 a N
-
L'action de T1 et de T, sur cg conoyau se dé+init aisément a
partir des actions respectives sur M et sur M : suyite aux hypo-
% ‘ theses d’exactitude falte =sur 22, la composition vy commuie aux
% .r cConoyaux.
§ Ainsi obtient-~on facilamant la factorisation de droite dans le
= diagramme ci-dessous
2 T,iam.on?
T.]UMOTzoN — ’:;T,iol"lol\i"—'———b]‘,]o[i\l & Ml
T.om,oN !
- e
| !
I
I
L[( Mbn,j ¥ ¥
MDT?oN e -l MEN e N M
- rﬁ?t)f‘? £

A tout objet (A, T) de MistliX¥ ] on associe le (A, Al-bimodule T

comme fléche identigue sur [A, Ti. On vérifie alprs que ces élé-

ments s'organisent bhien en 4ng hicatépgorle {isomorphismes cohérents

~

d’associativité et relstifs aux unitdsi,.

6.1.2. Phoposiiion.

Pourn touwt couple (A, A') dlobjets de 236, Bdn{A, A"} a des

Limdtes §indes,

L'existence de limites & droite résulte de leur existence dans

% (A', A) et du fait que 1ia composition dans % gommyte aux 1i-

mites dinductives : pour dé<vinir les opérations sur la limite

dans 3% (A', A), 11 suffit de prendre la limite inductive des

% fléches structurelles.
-
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L'existence de limites & gauche résulte de leur existence dans
% (A', A} ; on peut les obtenir de maniére analogue a ce gui

a 6t6 fait pour Mist{) (proposition 3.4.5.0.

6.1.3. Proposifion.

PAszi3€) est une bicatigorie fermie.

Considérons la situation ci- Ao e — A
. i o
contre. On doit définir un : A 7
Y s
distributeur Hom., . T-][H’ M) 3 \\ ?
tel que 1'on aif la bijaction \ N
naturelle *a:}
J'G T
3
‘ P oM, N
Hnmmim(A?, AL) A HDmtaq, T, (. 3o Hommim{A1, Ay (P oM N

On prend le noyau des fTléches suilvantes

A, RS AP
Hom {M, N) = Hom (T

ot 9. est la fldche adjointes {par fermeture & gauche de 2£) de

jie T lﬂ\.
= f'f A1 mquDm 1(M, M) A?
nts T,oMoHom €M, N) > MoHom (M, M3
ERY;
¥
[
et ol 3, est l'adjointe de
A,] quev
quMoHom (M, N) "quN

N .
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L'acticn & gauche de T2 sur le noyau s'obtient a partir d’une

flache de

A

, 4
TEOHGm[Aq, Tq)[ﬂ, N} vers Hom [M, N

oun de M°T2°hom(A1, TW)LM’ NY vers N

gui est

Z
M) “— > o Hom (rn, NI
1 (A1.T1]

A1
MeHom (M, NI
BV

i

l.’action & droite de T, <'obtisnt & pertir d'une fléche de

A

M, NigT, vers Hom 1[M. M)

H0m£ 3

A LT,

ou de MaHom(A T (M, N]nTa vaers M

gui est la composee

A

Mo Hom ("M, N)oT3-w49HaHom !(M, N]oT?

evoTB
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Le Jlecteur pourra poursuivre lui-méme lgs vérificatlons d'usage,
en 5'inspirant Aventuellement de ce qui a &€té fait peour la propo-

sition 4.3,

La fermeture & cauche s’'ocbtient de maniére analague. Les propo-

gsitions §.1.2., et G.1.3. dennent sgnsemble ls rasultal suilvant.
B.1.4., Thicenime,

Pist(x) est une bicatigonic exaate.

§.2, La hicatéporie Mat( 10).

% désigne comme précédaemment une cabtégorie multiplicative blen
compliéte & droite. Dans 1'@tude précédentz de Mist{1b6), on était
parti de Tat{lh), que 1'on wvoulait campléter du point de vue de
1'existence de Tl2ches adicintes. (On avait montré gue sous des
hypotheéses supplémentaires sur Uk, on obtenait une bilcatégarie
exacte. Cette fois on s=2 propose d'utiliser ls résultat précgé-
dent (6.1.4.) en retrouvant Dist( W) comme catégorie de distrilbu-
teurs pour la bicatégorie flat{ W) -exacte sous les hypoth@sas an

question sur .

tLes obiets de Mat( W) sont les ensembles : I, J, K, ...

: i€ I, §j € J) d'ob~
jets de U. Une 2-celluls de {Aij] VETS [Bij] est wune famille
[Fij I ?ij ; Aijww—uﬁﬁij}. Les fl&ches de I vers J et les Z2-cel-

lules Forment une catégorie Mat(I, J} = QGI % J.

Une Tléche de I dans J est uns famille (A,

On définit le composé d'une fliéche A = [ﬂii) i Ie——»J @t d'une
fléche 2 = (8,,) i J——=K - composé noebté EBEA - par la condition

743
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(BA) L @D,
N j€ul J J

I

Cette compositicon s'étend facilement aux 2-cellules. A tout
objet I on associe 1a flémhe identigue 5ij 1, qui wvaut 1 (1'uni-

té de ) si i = j et vaut O (l'objet initial de Wy si 1 # i

Ces données s'arganigent en une bicatégorie fMat{ W) - 1a bicaté-

gorie "des matrices & coafficients dans G,

6.2.2. Pacpesition.

34U est wn cosmos [symitaique fermie avee des Limites pro-

foctives) alons Mat{W) est exacte.
J

Ceci découle immédiatement de l'existence de ces limites dans

% et du calcul des limites dans Ut X I,

b, Mat{ W) sst fermée.

on peut définir HomI{A, B) avec la propriété universelle vou-

lue. I} suffit de poser

= TT WlA, ., 3., 1.
i 1]

HGmI[A, a3j ik

: K

La vérification peut se faire directement. Nous remarguons

qu'il s'agit d'un cas particulier de la situation gtudiée en

4.3., cas ol 1les U ~catépories considérées sont discrates,
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Le caractére fermé a gauche s'obtient de la méme maniere.

Eﬁemple.
Si 4 est une algébre de Heyting compl@te, donc une catégorie
cartédsienne fermée et compléte, alars Mat( %) est exacte et méme
localement compl2®te. C’est vrai en particulier si W= 2 (la ca-
tépgorie & une fléche - ou 1l'algébre .de Bonle & 2 €léments), auquel
cas Mat(W) n’est autre gue la catégorie des relatians dans les

gnsambles.

Corollaire.

5i % est un cosmos, alors DistMat{ WU )) est exacts.

6.2.3, Ce dernier résultat psrmet de retrouver le fait que Dist(%)
est exacte lorsque % est un cesmos. On remarque =sn effet les

choses suivantes

a. Une b -catigonie & peut &tre considénte comme un objet mund
d'un friple dans Mat{ ).

Donner ung W ~catégorie & , c'est donner un ensemhle I = Ob( &}

de %.

et pour chadque couple d'é&léments de I, un objet Aij

C'est donc donner une fldche A de I vers I dans Mat(W¥). C’est
aussi donner une composition, donc pour tous i, j, k € I une

= 2 . . € - 18 1, fl&
fleche de Alj i) AJK VEers Alk ou pour tous i, k &€ I une fleéche
de

AL A.. @ A, vers A. .,
J€T ij Jk ik

'ou encore une 2-cellule n de AA vers A, C’est enfin danner des

unités, c'est-a-dire une fléche de 1'unité de W vers A.. pour
i

i
tout i € I, ou encore une Z-cellule e de Gij 1 vers Aij'
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Les relations exprimant que {A, p, e} est un triple sur I
reviennent aux proprifétés disant gue & est une catégoaorie

relative.

b. Ui distrnibutenn o entace Les W -cazdgonies & eof §y peut 8ine
consLdint comme wun [(Cb{o 1, ObI®]}~binodule,

I1 suffit de retourner saux définitions pour s'en convailncre.

lLes notions de Z-celluls entre distributeurs et d'hagmomorphisme

de bimodules se correspoendent également.

B.3. La bicatégnrieiipan(g 1.

% désignera lg méme type de catégorie qu'au paragraphe 5. On va
montrer gue sous certaines hypothéses supplémentaires la bicaté-
gorieiﬁpan{ﬁ ] est exacte et comm2 on constate aisément gue la
catégoria des distributeurs de ﬁpan(% ] n'est autre gue la bica-
tégorie Mist (& ) dofinie en 5, cotte derniére est donc exacte sous

les hypothéses en guestion.
6.3.1. La bicatégorie ﬁpan[‘%] ayant été définie plus haut (cf.
1.2.), indiguons seulement gue les bicatégories %@an(‘%mﬁ) et

Mat[{ans] cefncident.

6.3.2. Proposifion,

Si dans 't Les foncteuns "image héciproque® ont un adjoint &
droite et 54 % admet des Zimites finies, alons Span(-B) est
une bicatigoiie exacte,

Démonstration,

a. L'existence de limites finies & droite et & gauche dans chaqgue

catégorie ﬁpanEI, J} découle aisément des hypothiéses sur % .




me

s

On a fpan(l, J3 g:\%/l X 17 qui admet les limites en question.

b. Montrons que Ypan($ ) est fermée.

541 on donne une fladche f de I vers J et une fléche g de I vers

K, il faut trouver une fléche de J
vers K, soit HomIEF, gl, telle que

1’on ait la hijection naturelle

Hom-ﬁ/J < K [Z, Homz[f, g11]

voHom %/I K [x ? 72, Y1

pour toute fléche h = Eaz, 3?3 de

J vers K.

Si‘% gtait g ns, on poserait

_rr_ Hom (X

i€l

Y., ).

Hom; (£, g)(j, k) 150 Vi

Compte tenu de la formule dannant X’ dans ﬂns
‘ t

[on a (11 x') = i_1i X'x] X
t y xEt o ly]) l
X

F

=Y

on est amené& & poser

T

X
31 % K I

HamI[F, g) =

[ XI | (X x Y) ][ = Ii
o

g

x K I 1
1 X
x€ i i4




o

Pour ¢ en général, on note les bijections naturelles

L ,
Ham %5 . « [z, Exil (X x Y11  Hom g,y
1

[(X x K3 x Z,%X x V.
K K I x K I ox K I]

& oHom &y

) Hom‘%/l

On montre de facgon analogue la fermeture & gauche.

£.3.3. 0On notaera la réciprogue suivante.

N

51 % est une catégorie & limites & gauche finies telle gue %@an(‘%]
soit une bicatégorie exaclte, alors ﬁ passgde toutes les limites
finies et los foncteurs “"image réciproque” ont un adjoint & droilte.

a. Comme ¥Ypan(i, 1) coincide avec %/4 q ou ‘%, l'existence des

X
limites fTinies agst nlaire.

b, Il faut encore montrer gue dans la situation ci-conire on peut
définir un objet ‘g(pJ au-dessus de

W tel gue 1'on ait

e
Hom %/w[z, Qu(p]] ~ Ham %/V[f (z)l,.pl,

Il suffit de pregndre Homv[¢, P}, ol ¢ est la fleche {idv, £
gt ¢ la fleéche {(p, ctel. lLa bijecticn de fermeture donne 1a

reiation voulue.
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7. Applications.

7.1. La considération de distributeurs fournit d’intéressantes
. perspectives dans 1'8tude des catégories fibrées, wvu la bonne
correspondance entre les catépories au-dessus d'une catégorie

. . e s e . . - .
Tyfixée et les morphismes de By , considérée comme bicatégorie,

dans Dist.

7.1.1. 31 1'aon se donne un Taoncteur p : ﬁ-——wuﬂbfﬁ, on peut lui
ol . fma oy .

associer le morphisme & : % —Dist défini comme suit.

Pour chaeque ohbjet B de %, #(B) est la fibre au-dessus de O -

c'est-a-dire le& sous-catégorie de f envoyie par o sur l'objat B

et la fléche 15 - notée aussi fB,
Si 8 : 5—=B’ (dans B, alors o, : ‘%B-,-——-zar'gﬁ est défini
par

o lE, E') = {f : E-——sg’ P oplf) = a3,

les fléches de.‘%B, et \%B opérant par compositian,

Si ' i B'e—w——w» (3" gt si & : % ”—"‘”E

g 5 st le distribhuteur




i

i

-SG_

y associé, on peut définir une 2-cellule ds ®P ® @3, dans

b

2(3.28") an envoyant chaque &lément de

~_L—l»— JIE'LETY x o (E, E')

-3 2 2 B
= E;ﬂ B'E

N

sur Jle composé dans % des 2 flaéaches quil le constituent. I1 est
trivial de voir que cette application est compatible avec la re-

lation d'équivalence définissant {®p £ e ,)ME, E")1 et avec 1BS

i ;’) .

actions des fléches de %B" et fﬁ,

Il faut encore indiquer pour chague chjet B € IG%I une Z-cellule

du distributeur identique sur % vers 9(1_,), donc vers lui-méme :

G B
ce sera simplement 1’identité i% . Un morphisma ds bicatégories
¥

8

pour leguel cette derniére propriété est vrale est dit unitaire.

' p — P . . N . * s
7.1.2. Réciproguement, 51 1'con se donne un morphisme ¢ Y —=Dist

on peut lui assccier la catégorie E suivants
i
an( €1 = I Ob(e(B)). ’
' BEOL(FH)
SiE € | e(B)] et E7 € | #(3’)], alors

Homg [2, E'] = {(8, ¢) l 2+ p——=n' dans By et ¢ € 2, (E. ET)}.

e compocsé de (B, ) 3+ E—>f"' et de (8", ¢')  Ef=———»E" gara
le couple formé du composé B'f (dans S%) et de 1'image du couple

(¢, ¢') par la composante d'indice {E, E") de la Z2-cellule cano-

nigue da

$ (E, E')  o_,(E?, E") vers ¢ B, ETY,
8 g0 (E e ag
A 1'cbjet £ € l @{B]f on assoclae comme flBche identigue le couple
formé de 15 et de l'image de 1. par la Z=-cellule canonigue de

Hom, vers &

Tete) © 5 (B) g

[
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On vérifie facilement gue 1'ensemble de ces données s'organise

en une catégorie, laguelle se projette de maniére gvidente sur

0.

7.%.3, Il peut se faire gue pour tout B : B—=3' dans T le dis-
tribufeur @B soit représentable, cl'est~a-dire gu'il exicste un
9{( .
foncteur 8 : @(B')—— 0(B) tel que 1l'on ait pour tout E' dans
{B') 1'éguivalence naturells
]

@B[", E') Hom% -, g0 E']

si de plus la 2=-cellule canonique de & @ & dans ®(RR') ast

B g

toujours une éguivalence naturelle, alors & revient & un pseudo-
e . \
foncteur de @ dans Lat et la catégorie § correspondants est co-

fihrée (au sens de Groithendieck).

7.17.4. Si 1'on se donne un morphisme ¢ de la bicatégorie 4 dans
Tat - donc une catégorie munie d¢'un triple - la catégorie ﬁ cor-
respondant & ¢ suivi du plongement dans Dist, est exactement la
catégorie de Kleisli du triple, En effet, si ok} =@ et o, = T,

on ohserve gue
oo(®) = obc@), Homy (A, A'Y = Hom (A, TA')
+ : Q

et que le composé de ¢ : A——eTA' ot de P 1 A'—=TA" (fléches
dans @ } s'obtient on faisant suivre leg résultat de 1’'action de
¥ sur ¢ - c’'est~a-dire le composé T{w).¢ (dans @ 1 - de la mul-

tiplication u du triple au niveau A" f{(cf. 2.2., h, lemme 1, et a.).
53 1'on s'était donné directement un morphisme ds 94 dans Dist -
uneg catégorie munie d'un protriple - on gurait pu reconnaltre

dans % la catégorie de Kleisli associée a ce protriple.

7.7.5%. Comme pour tout triple sur une catégorie on peut construire
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non sewulement la catégorie de Klieisli mais aussi la catéporie
d'Eilenberg et Moore des algébres sur le triple, on est amené
& rechercher une construction analogue pour uan morphisme quel-

conque & : Ch s Tat.

Un objet de 1lsa catégorie gu'on a en vue sera une famille d’obiets
[EE | g ¢ |G3| et Cq € ¢(8)) munis pour tout B : B— A' dans

B{CBJW—J::[:

conditions de compatibilité

ces fléches vérifiant certaines

! 2 & 3 N
d'une fléche EB i g

pour tout couple (B, B’) tel que B B = 3 £ = BT
le carreé
& _,[d o
8 [lB[CB}E ®6'8[CB]
CIN . '
8 ‘iﬁ J Ea'p
E
8
o 2
*BD[CBIJ Bn
commute et pour tout objet B de 4% 1le triangle
n
. S0, ()
H
>
B
\\\ &
\\Dﬁ commute 2galement.

Uneg fléche de 1'ocbjet {CB, EBI vers l'objet fDB, ,) sera une

famille de fléchss o 0., compatihles avec les fléches

T H
B B 3
structurelles [EB et ¢,) donc telle gque chaque carré du type ci-

B

dessous solt commutatif
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] %
wa[TB} rCB,
@g[iaj g
3 tp
& ; .
B{DBB FDE, "

7.2. Plusieurs constructions clessiques peuvent &tre décrites

en termes deg distributeurs.

La donnée d’un type de diagramme dans%}ns nar exemple revient a
celle d’une fTléche T dans'&pan(%/msl de source et but confondus -
soit Te. Dans la catégorie multiplicative fermée complete
fpan(T,, To) on pesut former le monofide libre engendré par T -

n

donné par "' - ; on obtient ainsi la catégerie libre sur
= &

néN

le type de diagramme donn@.

Si & est une catégorie abélienne, B 1la catégorie des sultes exactses
courtes dans & , 93, et 31 les foncteurs assocliant a une teslle
syite son premier et son dernier terme respectivement, alors le

composé

. 1. P
donne le bifoncteur Ext 4 valeurs dans les gnsembles. Vérifions

par exempls gque Ext1[C, A} 28t an bijection avec
- 3o
(& e ")(C, Al

A cet effet, considérons le diagramme suivant
C

¥
o

(E)

0 (e}

s}
Jir
>
¥
<
¥
¥




..8[]_.

ol (g, . v} 28t un morphisme entre les suites exactes courtes
(E*) et (E). Les couples (a', vy') et (a'a, v') sont éguiva-
lents modulao la relaticn ~ définissant le composé des deux dis-
tributeurs. A partir de 1'un d’eux on peut former un &lément
de Ext‘](Cs A) : prenons par exemple o'(Efyy'}) ; cette suite
gxacte courte décrit la positicon du couple {1A, 1C] dans la
classe d'équivalence de {a', yy') : en partant du couple

(o'a, ¥'), on aurait trouvé le mdme élément de Ext1(C, Al fctf.

par exemple 3., Mitchell, [3], p.164, Lemme 1.3.]1. A touit é1é-

ment de

(o, ® ¢°°)(c, A)
1
correspond donc un &lément unique de Extq(C, A) tandils que chaque
extension situe le couple €1A, 1C] dans une classe pour la rela-
tion ~,

7.3. Si¥§ = {(F, 0, 2., 81, U, nl est une catégorie interne 3 un
topos é , on peut définir un préfaisceau sur$ 3 valeurs dans @

comme une algébre sur le triple défini par ¥ dans %/U.

Rappelons que 1ls foncteur de ce triple snvolie p ¢ X—= 0 sur
. * L . N
le composé 3, 4 31(p], gue l'unité est rdonnée par les fléches

€ XKe——> X x F factorisant les couples {npf 1x] et que la mul-~

. 0

tiplication est donnée par les flaches
6X i X % [F % Flem—aX x F
0 il 0

factorisant les couples

% % 3¢
(p(31q2] (py, (Bq(p}} (qzll

comme l’indigque briévement le diagramme gue voici.




4

Supposons gue p s0it le support d’une algeébre sur ce tripie et

que £ 1 dg 91 {p}— p snit sa fléche structurelle. Les rela-

P . - e ..
tions caractéristigues ng = 1X et QSX = 531[51 sont denc veri-
fites.

On peut associer & p une catégorie interne @F, la "socus-patégorie
- £ - - | PN
pleine de ¥ engendrée par la famille {—mntlomts 07, de la mani2re

suivante.

Puisqgue ﬁpan{@ } est fermée, on peut considérer la fleche

P P
Hom, (TG TN = (8o, 8,)

qui, d'aprés la formule donnée en §.3.2., s'eécrit

(Si'g = %ans, la fibre au-dessus du couple (i, J} € 0 x O ast

l'ensemble Kjxi].
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Catte fléche est canoniquement munie d'un triple d’apres le

lemme suivant - de sorte que nous sommes hien en presence d'une

catégorie interne.

o

A ?oest une fLoche dlune biecatigonie A fenmie,

J,

i

AL {
Lo §leahe HﬁmAfﬂ, £} est munde dlan taiple dans AlB, B].

)

Lemme,

L'unité de ce triple 1an==bHDmA[f, £1 est 1a fléche adjointe de

1(f) : 18 6 Ffo——=f.

La multiplication HDmA(F, )} @& HomAEF, ?]x:;=>HumA{F, £) s'obtient;

par adjonction & partir du compose

{(+, f1 @FMHomAH, 1l @ fom——p T
id & ev eV

Hom.{f, f) & Hom

A A

gl ev est l'acjointe de 1'ldentitg sur HomAEF, £y,

Considérons alors 1z diagramme ci-dessous.

X ox X Jﬂ
e » ~
(3g),E) b
p /,{ ’//
6/F Ao X wl [p,1 T (X x p), p T (X x pJ}]
~ 2 \
\\\\ px0 nx0
o He
\i
i;kﬁ O w1 % 0
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les neutres par exempls peut se traduilre par

pp £81 Py Do qql——“—%l [ X x pl
p x O
~ - - *
] - g'est-a-dire la fléche (p E811, 16, ceincids
FAS

composante avec la Tacteorisation & trava

c'est-a-dire 8?[5}.

il montre gqu'il y a une bi-

Comme la base est un produit fibre,
jection entre les fléches

[ ‘ 5 #

3 X X Fe——s=x telles gque pf = 3o 3,(p)

q !

ot les fléches ¢ F-—3% P sompatibles avec les 12
gt hut {de maniére contravarianiel.,
On vérifie ensuite gue £ est la fléchs structurelle d'une algebre
51 et seulement si ¢ est un Toncteur interne. lLa

le fait que 1'adjointe

de ¢én est la fliéche Ax : (X, pl——»¥X x p, donc par la
ey = 1x Tinalement.
X ox X P
e # ki
(p a0, 57 0, ”
e
X x/F F’
0 A owon
[31 ,aol\\ (01 .
€
" K 9] Qr
X % D o w0 _x N
{(X.p) p.f. 0
X & -0"  Po
Quart a la condition sur la nriéservation de la composition, el
revisnt a dire gue l'adjointe ds

ches source

condition sur

caonditlon

cen)

;
Po

1

1B

dans sa seconde

He
q,(8, 9,1 (p) -
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Cecl s'éclaire par 1'examen du diagramme que voilcl

Xox X P
[D*[B?E? E} /@/ﬁ
X X F p» =
0N, 8, (o) \
&, H
X ¥
xﬂx 0 . N E 0
///;? nox U E//f;v
j (9. ., i
X x7(F x F) ——F XTF g Tz Po dy
¥ 0 (9, 1, (p) i

{olt les carrés paralldles &8 p x 0 sont des Droduitslfibrés} gt

du diagramme suivant (ol les trois carrés supérieurs et inférieurs

sont des produits fibrés) gui montre gue le compaosé@ formant la

partie de droite du bas du contour - cité ci-dessus - n'est autre

que p evieva PIXA & ~¢) ~ a considérer d’aprés le lemme.




i
wn
jin]

I

P

X x P ox
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Annexe. ia catégeorie commea.

S1 F @f—*—%‘ﬂ Bt g :4?)"““*“6 sont deux fongteurs donnés,
on peut former une cat@gorie notée (f, g) - "ia catégorie
comma de F et g” - & 1l'aide du diagramme suivant ol tous
les carrés sont des produits fibrés dans Tat, ol A° et al

sont les foncteurs source et but pour les fléches de ¥ .

Un aobjet de (f, g) est un triple formé d'un chjet A de @ ,
d'un objet B de® et d'une fléche de FA dans gB.

Une fléche de (A, B, v) vers [A’, B’, v') est un couple formé
d'une fléche o ¢ A—a A' et d'une fléche 8 : B——=B' telles

que 1'cn aift giBly = v Fflal.

La catégorie [(f, g) admet des projections cancnigues p@'et Py,
vers @ et @) respectivement et les flaches Y, Y +e. détermi-
ment une transformation naturelle ¢ du composg + o Pg_ Vers

£ o Q% « Cette proprieté est universelle au sepns suivant
0dr taoute catégorie 3 et tout couple .

p g p q@— q§5

munis d'une transformation naturelle ¢ de F o Og VETS & , Q@%,

de foncteurs

11 existe un foncteur unique g de 3 vers (f, g) tel nque 1'on

ﬁitl!)=d)‘!kqn
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Notons les ecas particulisrs suivants.

51 = 1, donc s1 la donnée de ¥ revient & celle d'un objet F
de 9, et si g = g alors on trouve pour [f, 1, ) la caté-

zorie en~dessous de F ; de méme (1ﬂ , f1 est la catégorie au-

5i & = 1, donc si g est défini par un objet C de %, 1e calcul
e 1'extension de Kan k de f§ par le foncteur h 8 —=50 . au
noint C de ¥ , peut sa faire en prenant la limite du COMpOSea

oo P dans le diagramme ci-dessnus. On peut utiliser 1'écri-

sure suppgestive sulvante @ kK{C) = 1im niAY.
-

FLAY-C

1%
v

e 35

a
s

’,;..

ne utilisation intéressante de la catégorie comma est la sul-~
vante, Soit F : §——— @ un Toncteur et <F> le "point” corres-

q

N
= @" et formons (<F>, A}. Désignons par F 1a projechtion

S

pondant dans la catégorie ; nantons A ls foncteur diagonal

.

sur @ . Il revient au méme de dire gqu'un nhiet L de & east

-

ilimite & droite de F ou qu’'il sst limite & pauche de F.

~

.

Si L est limite & gauche de F, 11 est sommet d’'un clne inductif
dans &, de base F, car chague point de cette base est somme t
d'un chne projectif de base E gt donne donc une fléche ds fac-
torisation unique vers L. Mais alors L est dans la base de F
gt celle-cl contient exactement une fléche de L vers chacun de

ses sommets ; ceci montre 1'universalite du cbne inductif traoevd

cil-dessiua.
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Réciproquement, si L est limite & droite de F, par la proprié-~
+& d'universalité, i1l est point initial de la base de F, donc

1imite & gauche pour ce foncteur.

L'utilisation de la catégorie comma nous avait fourni une se-
conde décomposition pour les flaches de Pist (cf. 2.3.2.).

Dans l'étude générale de Dist(?6) nous n'avons mis en gvidencs
gu'une seuls décomposition. I]1 est toutefois possible d’en
obtenir une seconde larsque U, & suffisamment de bonnes proprig-
tés pour permetire une construction analogue & la catégorie
comma. C'est par exemple le cas si %l est un cosmos. Dans ©es
conditions, en sffet, on pesut former la U -catégorie des fleéches
d'une ¢b-catégorie @ donnée : la cetégorie (ordinaire) 71 (&)
est isomorphe & celle des U ~foncteurs et transformations natu-
relles de L(2) (la 2 -catégorie libre sur 2) vers (L ; cette se-
conde catégorie est sous-jacente 3 1a W ~catégorie dZLLE]
dont 1'existence résulte du caracteére fermé de tatf{U). EE
comme Gat{ W) posséde des produits fibrés, an peut former la
%L-catégurie comma des b -foncteurs f et g ingiqués an 3.4.2.

On peut snsuite transposer la démonstration du 2.3.2., D.'
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