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CHAPITRE 1

§ 1 : Les catégories multiplicatives.
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Définition 1

Une catigonie muftiplicative est La donnde d'un
sextuplet (W, @, I, a, 1, r) ol

(W est une catligorde
(2) @ : U xU—=VU est un bifoncteur
(3) T est un objet de W
(4) a est une Equivalence natpurelle @ trois vardables
- M ﬂ‘ N '
3, g, c' A@B)EPC—A®(38C)
{5) 1 esl une equivalence naturelle
A

1, : I @ A—tem A

(6) r est une Zguivalence naturelloe

A
r, A Q I——=A




(7) ayiome d'associativité (CM1)
Les diagrammes du type suivant commuient

((A®B) ®C) @O 2 =(A®B)®(C QD)
a & 1
v c e _
tA @ (B g C)) QD : a
a S
| - e g
L A®((B®C) QA D)— — A @ (B @ (C @ D))

1 @ a

(8) axdiomes des neuwtnes :
Les diagrammes des Zypes suivants commutent

(IL®A) ® B— a — I R (A @ B)
11 l 1 (em2)
- A@B

S A@B)eI

a

(CM3)

\r ] - ‘ ‘

A®(BOIm—prhrdn

Il est & noter que l'axiome d'associativitéd (CM1) permet, par

les procédés combinatoires~hébituels,'de démontrer que pour




tout entier n on a:une assobiativité générale d'ordre n.

La notion de catégorie multiplicative peut s'enrichir du carac-

tére symétrigque ou du caractére fermé :

Définition 2

Une catigornie multiplicative symitnique esl un
sextuplet (U, ® I, a, 1, v, s) ol

1) ¢%, @, I, a, 1, r) est une catigorie mulfiplicative
(2) s est une-égquivalence natureflfe a deux vardiables

Y
1 AR B——r B @.A
A, B
(3) Les axiomes de.cohérence exprimés pan Les commuta-
o tdvdtds des diagrammes des fypes sudlvants sont
 uBnLlfdEs ¢

(A®B) ®C =8 ~BeM) e
-j_a T T e L a

} S ' t
A® (B ®EC) B®Aec)
5 . |- - = . 1®s.
N ~ R
(B®C) @A —E@Lan)




En particulier, 1lg dernier axiome exprime . que r est entiérg

ment déterminé par 1 et s.

Défindition 3 : .

Une catdgornie multiplicative (W, ® I, a, 1, r) esz
dite close 34 chaque foncteun

A®-: Wb ——- Q&
admet un adfoint & drodite que L'on note
Win, =) U e 6
Citons guelqugs exemples de catégories multiplicatives :

(1) le produit cartésien induit sur la catégorie des ensemb
yne structure de catégorie-multiplicatiye'symétrique avec li
singletop pour unité ; cette structure multiplicative est m@
close, l'adjoint de (A x =) étant le foncteur (w}A. |

(2) 1'union disjointe indult sur la catégorie des ensamblesf;

une structure de catégorig multiplicative symétrique avec

l'ensemble vide comme unité,

{3) le produit tensoriel induilt sur la catégorie des grpupaS;
abéliens une structure de catégorie myltiplicative symétriqu.

close ayant le groupe 7 des entiers commg unité.

apbéliens une strugture de catégorie multipligative symétriqwf

(4) l'opération "somme” induit sur la catégorile des groupes

admettant lg groupe nul comme unité.




(5) les exemples 3 et 4 se geénéralisent au cas des mpdules sur

un anneau commutatif unitaire.

(6) Si € est une catépgorie, notons ‘e€ = Nat (f. €.
La composition des foncteurs induit sur € ° une struecture de
qatégorie'multipliqative admettant le fongteur identité comme

unité ; en outre les fliéches a, 1, r sont les transformations

naturelles ldentiques.

(7?) une catégorig multiplicative discrite est gxactement un

-mancide.

(B} une catégorie multiplicative discréte glose est exactement

un grouype ; l'inmverse de 1’'objet A est 1'cbjet (A, I).

{9) une catégorie multiplicative close ordonnée (c'est-a-dire :

YA ¥B Hom (A, B) = {#}) est exgctement un groupe ordonpé.

§ 2 : Les morphismes de catégories multiplicatives.
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Définition 4

Soient W= (%, ® 1, a, 1, rl ef

%ﬁ' = (U, @', 1', a', 1, r') deux catégories multi-
plicatives. lin monphisme de catigorndies muliiplicatives
de % vers W' est un triplet (F, ¢, ¢o) ol

(1) F + U —— W' 24t un foncteun
(2) ¢ est une ftransfermation naturelle & déux variablas

bp gt FA® FB——>=F(A @ B)




(3) $o est un monphisme de 2 '
¢o H I"““"""‘""FI
(4) ces donnies vinifient des axdomes de compatibilits

slexprimant par La commuiativiid de diagrammes des
types sulvanis

(FA @' FB) @ FC a = FA @' (FB @' FC)
¢ ® 1 1T 10" ¢
" F(A-® B) ® FC.. S | - .FA @' FIB @ C)
¢ ¢
FI{(A @ B) ® C): e ~F (A@ (B@C))
I e FA by @ 1 Y ET @ FA
1t 1 4
FA =< - = S F[If@ A)
FA @ 1' ."1 @ 4 ~FA @ FI
r' b
CEA e ARCR RSN -“*,j‘F(A @ 1)

Fr




Nous dirons que. le morphisme {F, ¢, do) est

*) un homomorphisme, si ¢ est une dguivalence naturelle et

$o un isomorphisme.

x1é
o4 +) un isomorphisme, si ¢ et o sont des identités.

Citons quelques exemples de morphismes. de catégories multipli-
c) catives

(1) si b= (2%, ® I, a, 1, r) est une catégorie multiplica-
tive, il existe un morphisme canonigue degg vers la caté-
gorie multiplicative des ensembles munie du produit

cartésien.

Fs Hom (I, ~) : UW——3Fns

¢AB : HomuB{I, A x Homm,{l, B]—f——f-Hoqw (I, A ® B)

-1

do : {*}—u—-—dp-Hom%[I. 1}

bo ()] = 1

(2) Sizf = (%, & I, a, 1, r) est une catégorie multiplicative,
il existe deux'morphismes canoniques dezg vers la catégorie

multiplicative 2626.

L s |

F :26—“—**—~>9626




(3}

-
¢a, 5 (C) =2, 5 ¢
bo t Ny ——>1 @ -
6o (A) = 1“:‘

lLe second morphisme canonique s'obtiendrait a partir ds
FA = - ® A. On remarquera que ces deux morphismes sont

en fait des homomorphismes.
Soit (F,U, €, 8) une situation d'adjonction

@ _x F—u .
L

& x
I1 lui est associé un morphisme canonique de & vers %
. Pttty Pramoh

& %
TR —— %

G e PRUGF
n UnF
G UG F
-r's 5o ¢ (UGF) o (U G'Fl===U(GG6")F
G, G = UBSEG'F

To

C
9
p—.\
-]

-n

Tg = E.




tes comorphismes de catégories multiplicatives,
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Définition 5
3 . .

Soiemtggz (%, @ 1, a, i,xﬂlat'

Ut = (W', @, I', a', 1', r') deux catigondies
multiplicatives. Un comonphisme de catigories multi-
pticative4 da3£ vens %&' est un thiplet (F, ¢, ¢o)

ou '

(1) F : U—Y ettt un foncteur
(2) ¢ est une transformation haturelle @ detix variables
‘@A} é ' F (A ® B}———%FA @' FB -
,-:'§;”é5t'un monphiéme'ae W'
$po ¢+ FI— T°
" ces donndes vénifient des axiomes de compatibiliit

stexprimant pan La commutativité des diagrammes des
types sudlvanits

F (A ®B) ®C) —————F (A ® (B @ C}

4 e

t o Y |
F (A ®B) @ FC FA® F (B®CG)

o 1 S e

Y

(FA @ FB) @ FC ' : (FB @' FC)




—1'0...

¢ 1!
F @A) =1 ~5 FA
A @ F1—l @ bo - Fa g T
.¢ R y
F (A® I)— FrTTT - FA

. tout. morphisme entre deux catégories multiplipgatives fournit
un comerphigme entre les catégories duales. La donnée d’un

homomeorphisme entre catégaries multiplicatives est &quiva-x

lente & la dannée d'un cohomorphisgme entre ces mémegs catégo-~
ries, Ces ramarques mortrent donc .que 1'étude .des comorphismes
de catégories multiplicatives se ramdneg & celle des morphismes

de catégories multiplicatives.

-~ Citons un exgmple intéressant de comorphisme, Si (F,uU , ¢, §)

..est une situation d'adjonction

| F —
@d-st-.T«p}a : F--.—-.-IU,

on en déduit un comorphisme de X vars & de la maniere

o P, . DAL,
sulvante 1. o
x a®
C.:x—:"'_‘_"—""’ .
n Fnu
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FOIGGTIY == [FOU) , (FG'Y )

= FG e G'Q

Ve ¢ F o1 s U

]

Proposition 4

Sodent F, U deux foncteurs et e, 8 deux transformations

naturolles
F
R L— £ ¢ 1, === UF
Y ' § 1 Fi oo

@

Les condifions sudlvantes sont @gquivalentes

“

(1) (F.4), =, &) estf une sltuation d'adfonciion

(27 (T, 7, to) est un moaphisme de caféigories mulii-
niicetives et (0, v, vo) un comorphisme de catf-

goeries mnltiplicatives

({T, ., 7o) Bt IC, v, vl sont d&finis comme dans les exemples

précédents).




CHAPITRE 2

Définition 6

-1Z=

Monolides dans une catégorie multiplicative.

000000 ONVNOCO0000D0CN0000Q0O0000D0000300C000C00O0

18 e

Soit %= (U, @ I, a, 1, r) une catigornie mulitiplicative,
Un monoide de ¥ est un Zniplef (M, e, u) Lol que

(1) M est un objet de 26
(2) ¢ : I— M est un monphisme de 2%
(3) 4 ¢t M@ M——m M eaf un moaphisme de b

(4) Les diagrammes sutlvants commutent

e® 1 18k et

IMN —m - M @ M MeMnmeM
i u®1J
M M @M . o
Mol
l r
M@

M s M

axiomes des neutres axiome d'associativite:
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‘Prpposition 2

Soient Y et U deux catigondies multiplicatives,
(F, ¢, ¢a) U ————#-Qéf‘un‘mo&phiéma de catégo-
nies multiplicatives et (M, e, wu)} un monoide de Ef'
Le morphisme (F, ¢, ¢o) transforme Le moncide

(n, e, u) en un monoide de zg'.

i

Le monoide obtenu est

(FM, Fe o $or Fu o &y o)
I be s FT——FE  aFm
Pm, m i Fu
FM @ FM M. ~F (M@ M——E —Fn

Citons quelgues exemples simples de monoides.

{1) un monoide dans la catégorie multiplicative des ensembles

munig ‘du 'produit gartésien est Un mdnoide au segns habituel,

un monoide dans la catégorie multiplicativé des groupes abé-

liens munie du produit tensoriel usuel est un anneau unitaire

© {3) s1 € est une catégorie, un monolde dans la catégaorie mylti-

: plicative 4 mdnié”de'la pompoéitinn ést'un triple sur ‘6 .

§ 2 :+ Les catégories internes.

cd

Co000E0LEOOOOEOOOODODCDD

Saient ¥ une catégnrié avec limites.gauches finies et O un



5 14
nbjet de ¥ . Le catégorie ®/g 4
(3, 3,1 de fiaches de ™8 de la farme suivante

0.

¥Y

7/ se munit alors d'une structure myltiplicative déduit
*'nox 007 Le

du produit fibré dang ¥l

F x F'

_ /1' n. -\ :

da,f \31

r p.f gl

.. B A

LN
o B LA e
¥ E
S0 , a

-l
I

CGag 3y @ (B4, 333 = [Bg @ 3g 1
_'l'unité gtant lg coyple (19._101.
n menoide dans la catégorie multiplicative ‘8/9 « 0 est ap-

pelé ﬂcatéggrierintarnewé“ﬁ_". Un tel manoide est dong un

triple [IBD, 311, g, #) tel que les diagrammes sulyants com-

mutent

admet pour .objlets les coupy,
. 'y
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N d———— 0O x

Prenons mailntenant pour € 1a catégorie des ensembles et

interprétons

1) 0 comme étant un ensemble d'obhjets,

2) F comme &tant un ensemble de fliches,

3] BD comme &étant l'application "source”,

4) 81 commg étant 1’application "but”,

5) € comme £tant l'application "fléche neutre”,

B) 4 comme étant la loil de composition des fléches,

nous obtenons exactement la définition d'une petite cgatégorie.

Cet exemple justifie donc la dénomlnation "catégorie interne

3 fu’

n

81 1'on fait €
si 1'on fait €
gique.

Cat, on retrouve la noction de 2-catégorie ;

®

Top, on retrouve celle de catégorie topolo-
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§ 3 : Le monoide .universel {A, 1),

QUOODOO0OCO0OO0O00ND000000O00000C0

Considérans la catégorie A dont
1) 1es objets sont les ensembles ordonnés
[n] = {0, 1, ..., n=1}

2) les morphismes f : [n]—= [p] sont les applications

croissantes.

" 0n sait que tout morphisme de A se décompose de mani&re

unigue en une suite de morphismes des formes suivantes

”si : [qj — tq +11 5 0 €1isgq
tmjtsit§i-1__
h + 1 81 t 2 i
nZ:icﬂ“‘“-"[Ci"'l] s 0siga-1
t At os1 ot og
't‘4*1_si.t_>‘:i+1

A se munit d'une structure multiplicative de la fagon sui-

vante :
[n1 @ [pl = [n + ol,

1'unité étant 1'ochjet [0] = 4.




_-']?..

L'objet [1] de 1la catégorié muitiplicative A se munit d'une
structure de monoide : en effet, [0} est un cohjet initial de
6 et [1] est objet final, d'od une uniguse fléche de la forme

g : [0]—=[11 et une unique fléche de la forme

m {11 0 [1] =[1]

faisant trivialement de (111, e, m)run monoIcde de A, noté plus

simplement 1.
Cte Y

Théoréeme 1

Soient 2 = (U, @ I, a, 1. r) une catlgordie multiplicative
et M o= (M, &, n) un monoide do U, : |
12 exdse wn upique homomonphisme de catégondies multiplica-
tALves' - '
[F’ d?x (50}' = A'—‘———-‘”x‘?/{?
[atad AN
trans fonmar® Le moncide 1 on Ze monoide M.
[ata Fa¥oy
Ce théor2me exhibe donc le caractére universel du couple (A&, 7).
Définissons tout d’'abord le foncteur F sur les objets
FAIInl) =M@ ... &M {n foncteurs).
En vertu d'une remargue précédente, pour définir F sur les
Fléches,_il syffit de 1le définir sur les fléches de la Torme

i i
e et :
n nn

i
F (En] est le composé suivant :




--.18-\- .

FInl =" @...0MO0MN@ ... ®MN
Frg-11®% 8% [n -]
"® ... I OMOEMEO ... ON

1F [1 - 1] @c@® 15 [n + 4 = 1]

A4
Fin+ 11 =M@ ...0 MO0MAMNEB ... N

tandis que F [n;! est le compnpsé suivant

Frnl = M® ... 00 MOMO ... M

e i -11@1 @ {n._—i-1]

!
Fln=-11=M@ ... 08 N®... N

L'égulvalence naturselle ¢ est induite par les morphismes
dlagssociativité généralisée

n m + n

"o m =N

®rmy, fny ¢ M

et ¢o n'est auvtrs gue 1'identité sur T
¢ 3 I ——=F [0] =1 = M°

{F, é: ¢5) est bilen un hompmorphisme de catégories multipli-

catives transformantl& en M 8t 8n cgutre les trois conditions

-~

(£ 117

if
=2

F (e}

N
]
m
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imposent la définition qui a été donnée, d'olu 1l'unicite.

§ 4 : Applications & l1'homologie.

PODQOVOOO00NVOCO0000O0OODO0O0O00O

Soient ¥ une catégorie et (T, e, u) un triple sur ¥ . On
sait que (T, €, u) est un monoide dans la catégorie multi-
plicative e‘f d'od, en vertu du théoréme précédent, i1l

existe un unigque homomorphisme de catégories multiplicatives

(F, ¢, 6o) : (A, l)m»[fe, T)

e WM

transformant 1 en T. Mais comme
. P,

(o

(e.e,

[

Hom A x¥€,%8) = Hom

Cat

_ €
Hom at‘[A' € *) cat

£

cela fournit un nouveauw foncteur

F : & B 3

gorrespondant de F par les bijectipns ci-dessus. Pour tout
objet de €, F(C) : A€ =5t un objet co-semi~simplicial

de © .

En fait, la plupart des théories de 1'homologie et de la co-

homologie peuvent s'obtenir par un tel procédé.

Prenons 1'exemple de la catégorie Keb des espaces tepolo-
gigues pointés de Kelley et des applications continues ras-
pectant les points de base, Elle se munit d'une structure

de catégorie multiplicative au moyen de la somme

X = Y

(X, o) @ (Y, yo) =
(X x fyolU (xo x y)




w2

1'unité &tant le couple 2 = ({0, 4}, 0) ot {0, 1} est munt

de la topologie discréte.

(Note : nous nous sommes restreints aux espaces de Kelley pour

dtre assurés de l'associativité & un isomorphisme prag)

Le cohple I = ([0, 11, 0} o0 f[O. 1] gst 1'intervalle unité de
la droite réelle, muni de sa topologie habituelie;-ést'un ma-~
noide de Keb pour la multiplication habituelle des -nombres
réels ; en effet : -
(1) [0, 1] est compact et donc de Kelley.
(z) ({0, 1}, 0)—=E=(l0, 11, O)

e (0) = 0 et (1) =1

e est trivialement continue

(3) ([o, 11, 0) & ([g, 11, 0)—Y% ([0, 11, 0)

u est correctement définie car s x 0 = 0 x t = 0.

4 est continue car la multiplication des réels sst continue.
Le fait que I spit un monoide de Keb implique que 1ls foncteur

I1® - : Keb—— Keb

se munit d'une structure de triple (I, €, ) ab
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- e & 1

I@I@(X; XQ] ‘“m:[ @(XJ Xo)n

H[Xn Xol :
T
$i; Mais par ailleurs, le fpncteur-d'oubli ) de Keb vers la caté-
goris Ke des espaces de Kelley admet un adjoint & gauche F
défini par
FoOX) = (X & {%}, ).
F
I @~ () Keb= — Ke
S o
En notant n :'1Ke=====> UF gt & @ FU ze—mn 1Keb les deux
transformations naturelles décrivant 1'adjonction [F———ﬂ v,
la situation précédente fournit un triple sur Ke ;
(Wo (I®~) o F, (Mg F) o n, WihukF) , (Us(I @ -) *8%(I @ -)w F1
r F 1 U
Ke ———— Keb ® . Keb ———— Ke |
Ve F
$ ke Lo YF === U, (1 @ =) o F
#(Ig-)mdw(Ig-)»F ey HF
LU 0 (18- )oFo U o (18- oFmmp Uo (IO~ )5 (I8~ ) o Fmmp U o (187 0F
ue

d'ol, par le procédé indiqué précédemment, un foncteur
I : Kg — Ke
Evaluant le foncteur I en I on obtient

I (I} : A —s Ke

[n]l~~I (I) (n)
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et le lecteur remarquera aisément de f (IJ (n) n'est rien
d'autre que le simplexe d'ordre (n + 1). Dee lors, pour

taut espace de Kelley X

Sn;t 1 (x) F'HUmKe (I (I3 (n), X,
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CHAPITRE 3

=

§ 1 ¢ Actdon & gauche d'une catédgorie multiplicative.

COOCOCCOUOO0QODUOO0QOODO0CO00COVOCOODODOQOOODOLOOO

Définition 7

Sodent U= (W, ® I, a, 1, r) une catégorie multipli-
cative et Q une catéigordie. Une acition 2 gauche de 6
sAukr @ est un Lriplet (G, o, A) oil

(1) 6 : U x @—— Q@ ¢4l un foncteur
{nous noterons Glu, A) = LA}

I

(2) o esf une Equivalence naturelle a Zrois vardiables

o : [U1 fa Uz} A———;hu4n v

(U a)
u1’ vz A 2

.1

(3) » est une Zquivalence naturellfe

AA:IA———-"'—auA

(4) Les diagrhammes des ftypes suivants sont commutatdids




...24-.-

a [ —
(U, ®VU,) ®V,) A - (U, ®U,) (U, A)
a A
(v @(U*@UJJA o
1 2 3
o
Y 4
v, (W, @ Ug) A) T =l (U, (U A))
(Ve I) A 2 =U(I A)
T A UaA
VA

Citons quelques exemples de telles actions a gauche,

(1) Soient ¥ une catégorie et @ la catégorie multiplicative

gy pa g
des endofoncteurs de € . € opére & gauche sur ¥ au

Prs o

moyen du foncteur d'évaluation

£

et e ¢

(Fy, C)lmemepF ()
{n, 1 nc, o F(Ff) = F'(Ff) , g

(F', C')~raF* (£")

€
(2]} Soient@& et ¥ deux catégories pt ¥ la catégorie multi-




b

(n,

(3)

{ay
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plicative des endofoncteurs de € . ‘ﬁhe op&re a droite

fa e e

B :
sur € au moyen du foncteur de composition

)

S
B

3
€%, ¢

(F, G) e~ F‘o G
n’] n *n.l
{(F', G'")lrcr~opF' , G
Soit & une ‘catégorie possédant des sommes quelconques.

La catégorie multiplicative des ensembles munie du

produit cartésien opére & gauche sur & au mayen du fonc-

teyr somme :
Ens 'x & —mmmo— s G

[X, A)’W\» X 6 XAX

‘avec A < A pour tout élément x de X.

Si @ posséde uniguement des sommes indexées par les car-
dinaux inférieurs a un cardinal o, c'est bien siir la caté-
gorie des ensembles de cardinal infériesur & o ‘qui opére

de cette fagon sur @ .

‘Reprenons l'exemple de la catégorie multiplicative €/

0 x 0
e e Py ™

cité au paragraphe II1I-2. f/D 0 opére & gauche sur la

X

catégorie f/U : it eca
A4 €

f’o x 0 X g—>"/g
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Les modules & gauche surp un monoide.

ﬂo00000OQPOOOOOOOQ00000000000000090

Défimition §

Soient 16= (W, ® 1, 8, 1, r) une catégordie multipli-
cative opirant & gauche sur une catigorie @& au moyen
de (G, o, A} et M = (M, e, u) un monoide de U%.

tin ﬂ;moduﬂe a gauche de & est un couple (A, E) ol

(1) A est un obfet de &

(2) £ : MA——= A estl un moaphisme de &
(appelé f§Leche structurelle du module)

(3) Les diagrammes des fypes suivants sont commutatifs
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M @M A WA - MA 1A €A >~ MA
[a }

.
M (MA) 3 A £
ME A

' Y

MA e A

£

Citons guelgues exemples de modules se rattachant aux exemples

d'actions & gauche cités au paragraphe précédent.

(4] Soit € une catégorie et ¥ € la catégorie des endofonoteurs

de ¥ . ¢ € est multiplicative et opére a gauche sur ©

I,

tandis qu'un monoide de € v est un triple (T. &, ul sur 6 .

s
o

thn iwmodule 4 gauche de § € est exactement une algébre sur

Ao

lg triple T.

(2) Soient € une catégorie et‘ﬁ‘e la catégorie multiplicative

des endofoncteurs de ¥ . Soit encore (F,U, e, §)

F
& < - € F _~“4 U

L

une situation d'adjionection. Le triple associg
T = (UJF, €e,U 8 F) est un monoide de‘ﬁkg et“f\e opare 3
P, N P

gauche sur E’GL. Le foncteur ) peut 8tre muni d'une struc-

ture de T-module au moyven de la fléche structurelles Ve
Aere.

(VU Flu e - U .

{3) Sojent & une catégoriz avec sommes infinies et Ens la caté-

1l
H

gorie multiplicative des ensembles munie du produit cartésien.:




_28-.

Ens op2re & gauche sur & . Considérons un monoide

3=

= [M, e, p) de Ens (c'est-a-dire un monaoide au sens
habituell. Mumnir un objet A de & d'une structure de

M-module revient & se donner un morphisme de la forme
L%

3

MA = L A o)
x £ M ¢

vérifiant dsux axiomes. Mais, par définition d'une

somme, cela revient & se donner, pour tout élément x

de M, un morphisme

EX P OA— e AL,

Ceci est encore éguivalent & la donnée d'une applicatian

du type

£ : M-—“-———.b.Homa’[A. Ad.
Mais un monoide M étant une catégorie & un seul objet,
une telle application E peut 8tre obtenue & partir d'un

foncteur

E M eo——— A
envoyant sur A l1l'unique objet de M ; le caractére fonc- ¥

~
toriel de E est équivalent du fait gue le morphisme
E ! MA———= A

correspondant soit la fléche structurelle d'une structure

de M-module sur A.
™




(4) Soient € une catégorie avec limites gauches finies et

0 un abjet de € ; 1la catégorie multiplicative ﬁ?o % O
opere & gauche sur la catégorie f/D. Notons
g_ = E(BQ, 31], £, W) un .monoide de ﬁ;D < 0° c'ast-a-

. . N P N S N
dire une catégorie interne 38 ¥ . Un T -module & gauche

est un couple (p, £) ol
Ip ! P

IE:F)(F’“——)-P |
0 |
sont deux morphismes de ﬁ rendant commutatifs les dia-

grammes suivants :

B! G
p ox P
0
FxF xP m Fox P
a 8] 0
F x & . E
0 L
F x P Sm P
0 E

Un tel 3 ~m0dule est appelé "préfaisceau interne sur la

"!‘.

categorle 1nterne?n-. Cette dénomination est justifiée

de la manlere sulvante : 81§ = Ens, interprétons Y comms

o~

une petite categorle ; on peut alors associer au module

(h, E) un bréfaisceau‘ﬁ'SUP la catégorie J.-~:
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w3 ————Ens

XHWYVN&Q~1 (X)

-+

T (f)

M -1

ot m (Ff) (y) =& (f, y).

Réciprogquement, si Y % Ens est un préfalsceau, on

définit

{1} P = X €0 n (X}

(2) p :+ P—> 0 est la projection cancnique sur l'ensemhle
d'indicges

(3 £ ¢t F X P—m=P
' 0

E(Ff, y) = 7 () {y}

et 1'on obtient un § -module (p, E£).

.

Terminons ce paragraphe en décrivant la notion de morphisme

M-modules.
o~

Définjtion 8

Sb&ent{& une catigordie multiplicative et (G, o, X)
une optration @ gauche de U sur une catigorie & .
§i M= (M, g, u) est un menoide de % et A = (A, &),

A’ (A', £') deux M-modules a4 gauche de @, un mor-
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phisme de M-modufes @ gauche de A vers A' est un mor-
phisme £ : A—A' de & nendant commutatif Le diagram-

me sufvant :

MA me e

Nous noterons Mod
ch, .

a'(m] la catégorie des [J~-modules 3 gauche de

(1) Dans le cas de la catégorie multiplicative € € opérant sur
L ]
¥ par évaluation, la catégorie des modules sur un triple
i‘est danc exactement la catégorie d'Eilenbsrg - Moore de

ce triple.

(2) Dans le cas ot ls monoide M est une catégorie interne & ¥
gt les deux M-modules des préfaisceaux internes, un mor-
phisme entre ces M-modules est une transformation naturelle
interne. En reprenant les notations utilisées antérieure-

ment pour cet exemple et en faisant ¥ = Ens, un morphisme
F : (p, E)]——(p', £')

de J =-modules fournit une transformation naturelle de la

maniére suivante

¥ X €0 Py * p_q (X) —m p'_1 ]

X e et £ (%),
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$'3 : Action & droite d’'une catégorie multiplicative.

CO0DOQO0O0ONOOO00ONOOO0ORO00000D000OOVDOO00CO0NDA0O0

Définition 10

Soiantf@ = (%, ® I, a, 1, r) une caflgorie multiplica-

tive et @ une catigordie. lUne action a drodite de 2% sur
& est un trniplet (D, 8, p) ou

(1) 0 : & x W——8& 24t un foncteur
(nous noterons D (A, U) = AU}

(2) B edl une Zquivalence naturelle & trhodis variables

B (A UV ~A (U, @ U,

A,U1.U 2

2

(3) p est une Zquivalence naturelle

AT v A
H e et R
@A ,

(4) Les diagrammes des types sudlvants sont commutatifs

[[F\U,i]UZJU >[AU1](U2®U )

3 3

BU, B
¥

(A(U1 ® U2]}U3

¥ \

A ttu1 ® UZ] ®U3]——~A——5—»A (U,i ® (U, @ Uyl
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(A TIL ~= A [ I ® W)

AV
Citons deux exemples de telles agtions

(1) Soient @ et X deux catégories., La catégorie .multiplicative
*x
X npére & droite sur & au moyen de la composition des

foncteurs

% x x
Q x X —— .

{F, G) Ae~rem~ap F o, G

(2) Le produit cartésien induit sur 1la catégorie Ens une struc-
e
ture multiplicative ; cette catégorie multiplicative Ens
AT

agit & droite sur toute catégorie @ admettant des produits.
M
Q x Ens —a Q.

(A, Ilmemr AT = A

T .
i ¢ 1 i

o0 1'on - a posé pour tout i : A

i
- )

§ 4 : Les modules & droite sur un monoide.

0000000000000 00000CO00C000OOOCO00CO0000

DéEfinition 11

Sodent U= (W, ® I, a, 1, r) une catigonic muliiplica-~

Live oplrant a droite sun une catégornde @ au moyen de
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(D, B, p) ef M = (M, e, u ) un monoide de‘zg, itn
mﬂmoduﬂe i drodlte de @ est un couple (A, £3 od
(1) A est un objei de &

(2} & : A M—sA ¢4t un morphisme de &
(appeld fLeche structurelle du module)

(3) Les diagrammes des fypes sudvapts sont commutatijfs

EM

(A MI M = A M
B AI——""—-&'-E-——;-?-AM
T
A M@ M) g p §
A u A
. -
A M ‘ 3o
2
Par exemple
soit (F, U, e, 8} une situation d’adjenction
, F | _ - U
Q= > ' —ivu-
D
T = (UF, €,U8 F) est un triple sur2 , c'est-3-dire un monoide

- % A % .
de 26 s BL 2% opeére & droite sur &°" . F se munit d'une
Faa tnl e a% e

structure de T~module décrite par (T, & F) :

FUF —= F.
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Définition 12

Sodent Vb une catégonie muliiplicaitve et (D, 8, o)
une optration a droite de 26 sur une catigordie & .
£ M= (M e, u) esd un monoide delb et A = (A, E],

A' = (A’, £') deux M-modules & drodfe de &, un mor-

n

phisme de M-modules & drodite de A vers A' edt un monr-
phisme £ 1 A A’ de @ nendant commutatif Le diagramme
sufvant :
A M f 0 = A' M
1 3 g’
{ f
A > A’
Nous noterons Mode' Qﬂ) la catégorie des ﬂ:modules a4 droite
de & .
§ 5 : Le produit tensoriel au-dessus d’'un monolde.

000000 QOCO0O0OVCORQVUOO0GQORORCO00000QQO00000Q0D0

Définition 13

Sodent % une catigonie muliipficative opérant & gauche
suh @ et & droite sun G,

Un accouplement de ces deux acitions edt un triplel
(&, P, v) o

(1) % est une catégornie possédant des codgalisateuns

(2} P : % x @ ——=& o5t un foncteun
{nous noterons P (B, A) = B a A)




(3) y est une Equivalence naturelle a trods variables

(8U) @ A8 @ (UA)

Yg, U, A °

Définition 14

Dans La situation de La défindtion 13, solent
M= (M,oe, §) un monofde de % , A = (A, E) un
M-module & gauche de @ et B = (8,d) un m-module
& drnoite de G3.

Le produit tensondiel de A ed E‘au-debéué de M
est défind comme Eiant Le conoydu des deux mor-
phismes € m A et (B®E) o Vg v, A

(B M} ®A
ga A

/

B@ (M, A} B £
Par exemples :

(1) Avec les notations des définitions 13 et 14, faisons
W= Q=5 = P Ab (catégorie des groupes abéliers) ;
prenons comme multiplication, comme actions & gauche et
3 droite et comme bifoncteur P le produit tensoriel habi-
tuel des groupes abéliens. Le monoide M de ADb gst donc
un anneau unitaire, A un M-module & gauche et B un M-modu-
le & droite (au sens habituel) ; 1le produit tensoriel

B ® A définl ci-dessus gst 1le produit tensoriel habituel
M

oy

des modules‘& et B.
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{2) Soit 1a catégorie'multiplicative Egﬁ des ensembles munie
du produit cartésien ; Eﬂf opére & droite sur elle-méme,
Soit encore X une catégorie avec limites inductives : Eﬂﬁ
'ohére 3 gauche sufix au moyen du foncteur "somme” (cfr. §
gxemple 3). Fixons un monoide ﬂ de Eﬂi’ c'est-é—dire un
monoide au sens habituel ; le sipgleton se munit d'une
unigue structure de M~module 4 droite au moyen de 1'appli-

pation constante
{%} x M————3={m],

Un ﬂ:module 4 gauche de X est un foncteur de la forme
F: Me— X

(cfr. § 2 - exemple 3). Considérons alors 1'accouplement

.décrit par le foncteur "somme"
Engs X X3 X
la produit tensoriel de F et du singleton est exactement

la limite inductive du foncitsur F.

§ B + Application a la thégrie des triples.

0000000000 O0CDHDO000000N0O0O0C0OQOO0Q0OCO00000

Considérons la situation suivante

Q. -———-—&Z¥

AV

o T = (T, e, ul} est un triple sur¢, (F',U"', ¢’, 6') une

Al

?.




situation d'adjonction engendrant sur 3 un triple not

é
o= (T', gf,'u'] et ¢ un foncteur tel que T , ¢ = U,

Notons @ : Tz T' la transformstion naturelle définie

comme suit

oo . T T ) .
OTFTe=te o TETu e = TR e =S8 20 G Ter = uiFr,

T et T' sont deux monoides dans la catégorie multiplicative

Loet L
3('x‘et c'est un calcul facile de remarquer que o ;3 T===2T!

est un morphisme de monoides, c'est-a-dire que les deuyx dia-

grammes suivants commutent

1% wg-

T
r ” a
£ !
T

En reprenant les notations des définitions 13 et 14 cansi-

dérons alors

-
U, est 3% {catégorie multiplicative)

2T
{ ) {catégorie avec action & gauche)

&, est K
%
Gy est & {catégorie avec action & droite)

T
6595t él{as )

b . @«%x %{%T]___,, a[%T} est le foncteur de composition

(accouplement]

M oest T {monoide)

b
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A est U T {(module & gauche - cfr. § 2]
B est F' (module & droite).
oA

Explicitons esn quel sens F' est un T-module & droite ; 1la
fléche structurelle est

sf" . '
F,T Fu N FITI - F,‘lUgF' 6 F ;FI.

I1 s’agit bien 1a d'une structure de T-module & droite car
§'F' est une structure de J'-module & droite sur F' et «

un morphisme de monoides.

Introduisons l'hypothése que & posséde des coégalisateurs :

T
cela impligue dong que la catégorie @ (x 1) posséde des co-
noyaux. Notons alaors
v =Fr g Ul X —— &
T
Falal
le produit tensoriel des modules F' et UT
T (§'F'aF'o)n Ul T %
F'T U . - F U e ey
Fro U ag T

¥ est l1'adjoint & gauche de &. En effet :

(1) pour teut objet A de &

[ =] t ¢ llJ
F,TUTMJ‘ (§'F'ofF'al U 'A F'UTQA —(?A—-y-‘i”I)A
| T

¢

| Fru Tslon ”

)
-]

FIT'U'A FrU'A

P o — e m
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’ 1 ] T‘T ] ] ] [l ’
' o 8'pigin o FTNISIOFTUIA o FrTeUMA

FrUTet, o FPUTSTOFIUTA o FITe'UMA

i
=3
[+]

Frutelon , FrTyr s

[t}
[=1]
<}

A ® F'Te'U'A

T T
Fry 8t oA

]
O
=}

B'A dgalise [(§'F" 5, F'a)U'A et F'{JTSTQA 2t donc se
factorise de manigre unique en un mnrphisme TK a tra-
vers le coégalisateur ¥ ¢ A : cecl fournit une trans-

Fformatian naturelle

TroY 8w
Cy

T Ce LT
(2} Pour tout objet (X, £) de Z€ on a un morphisma

= wix, £)

ch’ £) ¢ (%, &1}

i ps a A s T S .
défini par le fait que L ¢ esht 1e composé suivant

(X, £l

o,
X Uiy,
s TrY = U'F' U (X, £) Wi, &)

UtYIX, )

qui est bien un morphisme d'algfhres,. car

T ¥ (X, EY o TWU" ¥ (X, £} o Ta, - Tc

U b IX, E) S U STOF X o TW G GFTX o TTe', o Te

U Y (X, E) JUTETOF'X o TO & 6F'X 5 Te . Te'

U % (X, £) gUTET0F'X o Te'y o TE o €

X




2

P
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cela induit une transformation naturelle

g : 1 - sy gy
2
(3] T et 0 sont les deux transformations naturelles décrivant

1'adjonction entre & et ¥,

Les raisaonnaments développés dans ce paragraphe ont donc permis
d'établir un crifteérs intdressant diexictance de foncteur ad-

joint 1

Théorems 2

Sodent T un Ladple sur ume cafigorde 2%, € une catigondie
v

o
aveo cotgalisafouwns of
d = 25

un foncteun,
Une condifion nécessaine et Auffisante pour que o
admetic un adfoint & gauche est que vl . o admesfe

un adfeint @& gauche.

[
N ey DT
A
o o O Fr ol
¥
<

§ 7 : Construction des monoides abéliens lihres,

ODO000OOOOODOOOODOOOQﬂOOOO000009000000000

Soit & une catfégorie avec des sommes infinies et des produits




finls et telle en outre que le produit commute aux limites
inductives. 2 , munie du produit, est donc multiplicative.
Notaons Mab () la catégorie des monoldes abéliens de X
et  le foncteur d'oubli

iJ : Mab [ %) ———3p= 38

(M, €, ulrme—e=M,

Etant donné les hypothéses faites sur %€, ce foncteur U admet

r

un adjoint a gauche noté Exp

Exp : & = Mab [3£)
X"
X [ L v By Hyds
n N nlt X
N
Définissons tout d'abord 1'objet 5 nous nowus Inspiroms pour
n}

ce faire de l'exemple 2 du paragraphe 5, La catégorie multipli-
cative des ensembles, munie du produit cartésien, opére & droite
sur elle-méme et & gauche sur 2 , au moyen du foncteur samme ;
e2n autre, ce foncteur émmme décrit un accouplement da Fns et

de 3¢ & valeurs dans 2£

Ens X % ;e— 5. 2,
Choisissons comme monoide le groupe symétrique & n lettres
G, & on sait que le singleton sst un Un—module 4 droite au
moyen de l'application constante tandis qu'un Gn—mudule a

gauche st un foncteur

F : cn-nu—_a- ko




7
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nous choisissons le foncteur snvoyant 1'unique objet de on
sur X" et toute permutation & n éléments sur le morphisme
de Xn vers X" correspondant & la permutation cholsie des

facteurs du produit, L'objet X est alers par définition
’ nt

ls produit tensoriel du singleton et de F. (Remarquons que

Gn a n! éléments).

n
l.e neutre Ey ! 1 l_L R ntest rien d'autre que 1'injec-

neéN  n!

X o

tion d'indice O dans la somme, car—g7 ~ 1.

"
Munissons gncore 41 A d'une multiplicatiaon.

nélN  n!

I1 faut construire un morphisme

p q Y n
8 I T SV I E: P L. SN S M. 4

pEN p! géN  q! néN  nl

ce qui revient, vu les hypothéses, & construire un morphisme

AL X X9 1 X
(p, ql€N x N p! q!l nél  n!

i1l nous suffira pour ce faire de construire des morphismes

du type

Xp Xq XP*Q
X . .
pl ql {(p*rqg)!

Or le groupe cp X cq opére de maniére évidente sur xP et

le prodult tensoriel correspondant est




vu la commutation du produit avec les conoyaux 5 en cutre,
il'existe ure inclusion évidente de'Up X O danslcp‘; q
cela fournit donc le diagramme cammutatif suivant ol les
" flaches horizontales sont celles apparaissant dans la dé-

finition du produit tensoriel :

o xp‘}'q*____%

!
H
i
3
\
|
|
i

. : — ) xP
d'oft 1’unique fackorisation cherchee de —— ¥
n!

laong calcul de routine de vérifier gque

n
{»L—i_ J§w~, €

e Uy
nefy nt X A

mst un monoide abélien libre de o et nque le foncieur Exp

hien 1'adjaint & gaushe du fonciteur L .
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CHAPITRE 4

§ 1 : tes U ~catégories.

QO00VVDOQRONNNOODQGOG

Béfinition 15

Sodt U = (%, p, I, a, 1, 1) une catigordie multinlica-
tive. lne 95~aa€égo&ie eALl un quadnupﬁez

Q= &l e, u, n
(1) [ &] est un ensemble d'objets
‘ (2) & : Q) x |@]—s O (U) est une éppﬂication
(31 ponrn fous GLEmenis A, B, C de |[&]
Q (A, Bl @ QIA, Cl—= & (A, C)
est un moaphisme de 9
(4) poun tout ZLZment A de |&|

M, ! I=————— @Q(A, A)

est un morphisme de U
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(5) Les diagrammes desd Types sulvanits sont commutatifs

[&(A, B) @?{B, leatc, )—221 _ o, ) e alc,
I C
alA, B @ [€(8, C) @A&l(c, D)} u
T u )
y Y
@ {A, B) ®@Q(B, D) m - eflAn, u)
‘ ' ®ng _
(A, BY @ I — : = &(A, B) © Q(B, B}
e u
Q.
I ® &(A, B)
nA @1 1

@(n, A) @ Q(A, 8]—-——u——~—~—b- & (A, B)

Citons guelques examples de telles situations
(1) si IEL| est un singleton, @ (A, A) est un monoide de 0

{(2) s1i % = Ens, lesgﬁ ~catégories sont les petites catégories

au sens habityel

(3) si % = @b, les YW -catégories sont les catégories pré-

additives,

Dj




e WA

Proppsition 3
Goit & = (F, ¢, ¢o) un moiphisme de catigordiesr multi-
plicatives de % vens %', o transioame toute % -

catigonie en une ¥V -catégonrdie.

So0it @ = (&), &, u, n) une U -catéaarin,
N ! [ =

Posons
l‘{)*&] = |®f!
(2) [¢*€%3 {A, B} = F &{A, B8]

3] @* 4 est construit comme suit

(0, &) (A, B) @ (¢, @) (B, C)—"— (0, @) (A, C)

I S

FA(A, B ® FQ((8, C) - F&{A, C)

\/

F (&(A, B) @ &8, C)

(4) . n est construit comme suit

B
d,. N
I - =N (@*613 (A, Al
$o |
v
FI = F&(A, A)
Fn




-4 8=

E£n particulier g morphisme

B TR pp— 5
Homﬁéfl, 1 ;W ——= En

transforme toute'% -pcatégorie en une Ens-~catégorie, c'est-3-
dire une petite catégorile au sens habituel ; cette dernifreg

ast appelée "catégorie sous-jacente 3 la ¢ ~catégoris”,
=3 L3

Définition 16

Sodent % une catigorie muliiplicative el @, Q1 deux
?&-aatégo&ieéﬂ Un -foncteur de €Lvers @7 est un
couple (F, f) ol
(11 F : |®}————> | @' | 24t une application
(21 pour fous objets A, B de |8

?A g ¢ G (A, Ble—= @' {(FA, FBJ

esd un moanhisme de U

(3) Res diagrammes sutvanis commutent

@& (A, 8) @ @B, C) = - @ (A, CJ.

Fof | £

Y hi
Q' (FA, FB) p @' (FB, FCI———E%(QJ {FA, FC)

@ (FA, FA)
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Définition 17

Sodent 6 une catigonie multiplicative, & , &' deux ;
%Q-catégo&ieé et (F, £1, (6, g) deux 26-4oncteurns
de @ verns @',  tne U -transformation naturelle de
(F, ) vers (G, g) est La donnie, pourn Ltous objets
A, B de @, d'un moaphisme de 2%

o & (A, B)——= @’ (FA, GB) -

A3

rewdant commutatifs Les deux diaghammes suivants

Q&(a, B) @ A8, C) f® «a = g* (FA, FB) ® @' (Ff3, GC)

1

u u'

%
@A, ) = = @' {FA, GC)
@A, 8) @ @B, c) —2@ 8 o @' (A, GB) @ @' (g8, g£C)

1 ' . 3w’
@ (A, C) ~ - @' (fA, GC)

Théoréme 3

Soit U une catégondie multiplicative.
Les U ~catigonies, U -foncteuns et U -transformations

natunelles constituent une ?-catdgondie, notie Cat (W),
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§ 2 : Les U ~categories libraes.

0ON0CROo0DONROO0D0A0DO00ODO O

Définition 18

Une catigondie muliiplicative % est dite hien complite
Ea"a Y
a drodite 4.4 .

(11 % cst complite & droite
{2) Lo bifoncteur @ commute aux Limites ALnductives,

Etant donné une c:a.tég-orie-multiplipative ’% . HN ?é—type de

diagramme st un couple [Ifl)|,a®] ol
(1) ]o([)[ est un ensemble

(2) pour tous objets C, B de |°®

.

. @[C, B} est un objet de

Si (l"D’[,#@’] gst un autre QL—type de diagramme, un merphisme
de €I@|,@] vers [1@’[,3'] est un couple (F, f] oo

(1} F ﬂDI

>]:D'| est une apnlication,

(2} Pour tous ohjets C, 0 de Ivi’)l
Fo g Dic, 01— D' (rc, FO)

2st un morphisme de W,

Nous obtenons de la sorte la catégorie Typ (%) des ‘lﬂﬂtypes

]
de cdiagrammes.
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Théoréme 4 .

Soit Eéune catigonie multiplicative blen complite &
droite. Le foncteur d'oubldi

U Cat [W)——sTyp (W)
admet un adfoint @ gauche F.

Soit @= [|@|, D1 un W-type de diagramme.

+ ‘
Notons o6, (|£D|3 l'ensemble obtenu en privant le monoide
libre engendré par 1&9[ de son é&lément neutre (la suite
vide). Construisons encore l'application

2 1 Moe (1 D] 1——s®b (U

(61 p € 1§

, ® (D) = I

{si Dy «v. D € J@; flgDIJ avec n > 1

rn

e (0, ... D = 39(91. 0,) @ ... @ Dw__,. 0.

Nous sommes maintenant en mesure de défipir F (gg}

(1) |F té@]l - 1D

.

(2) F (D) (o, 0 = 5 (m)
~a me€H, o (191
8 (m) = D
31 {m) = DO

ol 3, et 31 désignent respectivement les applications

R
"source” et "but”. :
o
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= 4 :
3) uy o, o ¢ F D) oL e F (B (0, pmr @) g
1 2 73 L

en vertu des hypothases, il faut déefinir un morphisme du
type

_LL. T AL

= [2 (m) ® ¢ (n)]o———— s (p)
avec 3, (m) = D1, 31 {m) = 34 [n) = DZ’ 81 (n} = D3

4o (p) = D,. 2y (p} = Dgv
- Mais pour m et n fixés,

: : i o - ‘ g} _

3(m) ® o(n) =D(D, 5,0 @ ... @D, 0,0 e, 5,0 8 ...
20 B., 0.y
® 5 DaL

est un des facteurs de la somme i# o (p), d'o 4 est

simplement l1'unigque morphisme rendant commutatifs les
diagrammes
—LJ— [¢ (m) & ¢ (n1] M . Moo (p)
M. N p
A
5
5
o tm) ® ¢ {(n)
o0 les fléches notées s sont les injections canoniguss.
(4] ng ¢ I~— F [E?l {D, B} est 1'injection canonique de

 (0) = T dans 1la somme F [E? J (D, D).
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0On remarque alors aisément que pour toute U -catégorie & on
Py ~n

a des bijections naturelles en fi‘
Home,, (%) (F [@],g:] = Home o (14) ) ., @)
d'ol 1'application F s'étend en un foncteur
F : Typ (Z{:]m—-pn Cat (r}f:]
adjoint & gauche de U .

En particulier si@& est close, tout objet X de 1 engendre un
type de diagramme trivial ayant le singleton {X} camme ensemble
d'objets et tel que ex, X3 = Wix, X). La lé-catégorie F Qﬁ)

engendrée sst telle que

' n
Fxo o6 x5 Hoeoo
n &M

c'est-a-dire ques F (X) (X, X) est 1e monoide libre engendré par

X.

~

Nous allgns maintenant chercher a construlre un adjoint & gauche

G et un adjoint & droite D au foncteur d'nubli (fancteur "ebjets’
@b : Cat (UW)—— Ens

{]al (9.,- U, n]wl@

Rappelons gue dans 1le cas oDZﬁ = Ens

[atarad

{4) DE est l1a catégorjie possedant E pour ensemhle d'objets et

une seule flédche de chaque objet vers chague autre.

(2} GE est la catégorie discréte sur b, c'est—-a-dire celle pos-
sé6dant E comme ensemble d'objets et n'ayvant comme fléches

gue les identités.

F
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En outre le foncteur G admet luli-méme un adjoint a gauche
C, & savoir le faoncteur qui & upe catégorie 3 associe 1'en-

semhle das compoesantes connexes da ¢ .

Cat

A

=1 Ens
C —} 6—140b —JD.

Cés- propriétés se géndralisent comme suit dans le cadre re-
latif '
Théoréme 5

S{ La catigprie multiplicafive %on&ééde un objet 5iha£ !,
Le foncteur Ob : cat (W)l s Ens admet un adfodint & drnoite
D : Ens—=Cat {%W) infectif ef pledin fel Qti,e. |

Ob o O = 1 .

Si E est un ensemble, nous définissons
(1) |pE} = E
(2) si e, et ez'sont deux 6léments de E

DE [31, 923 = 1,

D&s 1mr5; les mordhismes de composition 1 @ 1ew—s3 1 at les

morphismes neutres T = 1 sont évidents, I1 est alors im-
mediat que D s'agence en un fonecteur vérifiant les conditicns

annoncéss,
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Théoréme B

SL La catigorie multiplicative % posstde un objet

indiial 0, Le foncteur Ob : Cat (U )—= Ens admet
un adfoint & gauche 6 : Ens-—cCat (W) infectif

et pledin , tel que 0b , G = Tenge

31 E est un ensemble, nous d&finissons
(1) |GE| = €
(2} si e est un élément de E,
GE (e, e) = I
si 8y et e, sont deux élémenfs distinpts de E

GE Ee1, 82]

n
O

(3} s1 &,, e g, sont troils &léments de E

u. i GE {éq. 82] i) éE {ez, ea)——~9 GE [91. 93}

a : si e, 7 e, ou e, # ey, GE [81, 32} 3 GE (ez, 93) = g
et u est dé?inie trivialement

H I @ I ——=1

est l'isomorphisme canonique.

(4) si & est un 8lément de E,

n I~ GE (@, ) = T

est le morphisme identité.
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A nouveau, il est clair gque G s'agence en un fonctsur véari-

fiant les condlitions indigquées.

On remarquera gue G n'admet généralement pas d'adjoint 2
gauche. En effet, sif% = Ab, G ne commute pas aux limites
4 gauche (et daonc n'admet pas d'adjoint & gauche) car si

E =25t un gnsemble et e un @lément de E

#

I[GE x BE)((e, ), (e, 2)) GE (e, 8) x GE (e, &) =

s

lG {E x EJ((e, &), (=2, 21})

Zs
Théoréme 7

SL fa catégonie multiplicative W est bien complife &
droite, Le foncteur d'oubli cat (U)——=Cat, asscciant
& une UW-catigonde sa catigonie sous-jacente, admeil un
adfoint a4 gauche.

Nous allons déduire ce résultat de la construction plus géné-
rale suivante. Soientg% une @&«catégorie et 3 une petite ca-

tégorie : construisons une nouvelle U~-catégorie notée Q[ X 1.

(1) | & 1% 1] = | &| xob (%)

X)) = AL & ca

2’ 2
EEHom(X1, XZ]

X,)) @ & I10A,, X

T

-(9.[’)5}((9.1, X

(2) g[}eﬁ](m,!, x13,' (A

(3) u : &[DE.][(A,‘, X,), (A 1,

1 2’ 2

1], {A

peut se définlr, vu les hypothases, comme 2tant un mor-

phisme du type
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Wl Qia, A @@la, L Q- iL &ca,,
EqﬁHomixq, X5) £€H0m[X1. Xg)
gzéﬂopfxz, Xq)

gt ce dernier n'est rien d'autre que l'unigue factorisation

a@ travers les sommes des morphismes
T @JA1, Al @ GL(AZ, AaJ—wme»ta{Aq,,ASJ
(4) le morphisme
Nea, xy | I=——==QIXI(A, X), (A, X))
Fa'a ™

{A, X}

n'est rien d'autre que le compasé

Ny 1y |
I — G, m— 2 o 1L g, a
o : ' ‘ ‘ E€Hom(X, X)
ad 5, est 1'injection canonique d'indice 1X'
X o R o -

Particularisons maintenant la caonstruction précédente en choisis-

sant comme U -catégorie le monoide I
et

Ilﬂ] = [}

lﬂ{*. *) = I.
L'adjoint cherché n'est riem d'autre alors que

L 1 Cate——— Catr{E&}

—~

11 est en effet immédiat que ‘Y [3€] vérifie la propriaté uni-

verselle souhaitée, d'od § [ 1 s'étend bien en un foncteur
sy
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adjoint & gauche du foncteur d’oubli de Cat f%ﬁ}-bers Cat.

Dans le cas particutier od YW= @b, & a un seul objet

{= un anneau) 8t 2 a un seul objet (= un monolide), la
catégorie Q.EJQ] est l'algebre du ﬁonoideﬁ% E] coéfficients
dans l'anneau ® , Donc si 2% =N avep 1'addition comme loi
de composition, & [IN] est l'anneau des polyndmes sur @ a

une indéterminée.

§ 3 Propriétés de complétion de Cat [2&1.

q'oooboeqoooonaoonoooo'noo'oqoobooonoqo

Théoréme 8

-84 La catigonie multiplicative % est complite & gauche,
Cat (%) est Zgalement complite & gauche,.

Soit (& .), une famille de rcatégories.
~3ii €1 s

-Notons @ = - 7 Gli-leur nroduit defini caomms suilt’
(1) @] = = [@,i]
i €1

(2) &[{Ai}i ¢ 1’ (A} i€ 1) &G . (A, ALY

ki
i € I
(3) w : QL(A;), (a})) @ Q([A;L). (A;)Jﬁ——-n&tmi)g (AY))

gst 1'unique factorisation rendant commutatif le diagramme

suivant :




u Q. (A, ALY ® &. (A}, Al) —— 7 @, (A, A?)
S i €1 * i €1 0 :
P; @ py Pj
V ;1i \I
Q; (A, ALY ® éa,i (AL, AZ) = @, (A, A}) |
(4) n I—————4~€3E(Ail, [Ai}] est l'unigue morphisme rendant 1

- 00—

commutati¥ le diagramme

£eci montre dnnc que Cat‘I%?} a des produits. Cat [%ﬁ] &
également des égalisateurs car si (F, f) et (G, g) scnt

b}
deux’b -foncteurs :

{(F, ¥}
(G, g}
on dé?initgi.comme suit
v,
(1} 1@} = (Alr € |&] et FA = GA}

{2) si A et B sont deux objets de &

@' (FA, FA) = &' (GA, GB)

:flm, Alm——=s8 (A, B)
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Q(A, B} est 1'égalisateur de o 5

(3) | est obtenue par unique factorisation

o u

— ' i

et de gA

Q. (A, B) ?a Qa, c)—=Q{A, 38) ® &(s, C) = @' (FA, FB) @8tra, Fo
|
1
|
¥

B

.f.‘

g

Q(A, C) ————> Q(A, C)

&' (FA, FC}

Yy

(4) de méme que n

& (A

Th&oréme 9

est définie comme suit

Si La catlgonie mulitiplicative % est bien complite &
droite, Cat {U) est complite & droite.

Soit (ﬁ&)i € 1 une famillecﬂa%@—catégories.

(FA, FA)
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ID si 1 # 3
2y @(A., A') = _
1 1
y k&. (A., A2) si i = 3.
3 i i i

(3) w s @A, ALY © @(AL, AY)—= Q(A;, A})

si 2 4 J ou J # K, pu est définie trivialement ;

{(4) n ¢ I —sm a[Ai, AiJ a, (a., Ai] S

i i
est simplement ny.

Cat [%ﬁ) admet donc des sommes dés gue &@admet un obhjet initial
aver leguel le fonecteur ® commute. Voyons maintenant gue, sous

les hypothéses du théorame, Cat (%) admet des coégalisateurs.

Soilent (F, f) et (G, g) deux % ~foncteurs

(F, f)

od la relation d'équivalence est enzandrée par
VA € e FA = GA

{2} soient B et C deux objets de @ ' ;5 0@ (iBi. [cl) est
défini par le conoveu eci-dessous
da
X = X'—= 0 ([B], [CD

%

ol X, X', 34, 31 sont deéfinis comme suit
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X - AL @.'ga. o

Ly P\,]} ®Q.(A1, F\,i} @@,’[81 A,'l. QZ'AZ)

@ QIA,, AS) ® ... @ @’ (B 4 Al 4 & AL)

© Q. A ea s AL, Cl

cette somme définissant X étant calculée sur toutes les
1 ] ]
suites {a o Bow Age won A, Al ous Ani

1+ """ ! 81' o ¥n n
ol les o, et les Bi sont soit F, soit G gt les Ai’ Ai

das objets de | &
x+ =L Q" (B, o, A,J @ @' (B, A, o, A) B
, A I TP T TR T2 A

- ®a (B _, La A @ @ (8 AL L)

n-1
cette somme définissant X' gtant calculée sur toutes les
a s Bya o ae B . A1, . An] ol les oy et

I n
les 6. sont soit F, soit G et les A, des objets de | &]

suites (a

3, est 1'unique factorisation eptre les sammes correspondant

3 1a famille de morphismes

e’ (8, « A,i] ® Q_(Aq, ALY @ ..o

1

] a, & ..

&' (B, a, A1] @ @ la,h,. oAl @ -

u' & ...
%,
@& (8, a, A1] /A

3, est l'unique factorisation entre les sommes correspondant

34 la famille de morphismes
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@' (8, ay A @ QAL AT) @ Q' (B, AL, o, AL) @ ...

1 ® 81 1T 68 ..

a' fBﬁ o, AZ} G &' [81 A1, s AQJ 165 N

0On remargquera que les théorémes 8 et 9 donnent des conditionsg
suffisantes pour que Cat (W) soit complate a gauche ou 3
droite, mais ces conditions ne sont pas nécessaires comms la

rouve l'exemple suivant.
e

Notons T la catégorie discréte a deux objets,notés O st 1. ¥ se
munit coemma suit d'une structure multiplicative géadmettant 1

comme unicé

©: % @ U —0 s U

0®@1=4100=000=0
101 = 1.
51 @ est une U -catégorie,
T {1) i1 existe un morphisme n, : 1e— @ (X, ¥) pour tout objet

X
X de |@l et danc @(X, X) = 1.

{2) il existe un morphisme

@R X, Y) @ Qty, X)—=Q (X, X)
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pour tous objets X, Y .de ]9-| s comme @ (X, X) = 1,
& (X, Y} ® A{Y, X) = 1 et donc Q (X, Y) = 1.

Ceci mantre gue sur tout ensemble |@J d'objets il existe une
unigque structure de Zg-catégorie définie par & (X, Y) = 1 pour
tous objets X =t Y. En d'autres termes, on a un iscmorphisme
de catégories entre Cat EEQ] et la catégorie des ensembles, ce
quil prouve gue Cat (?&3 est compléte & gauche et & droite. Or
W onest campléte ni & gauche ni & droi%te, car 0L 1 2t 0 x 1

n'existent pas.

§ 4 : Produit tensoriel de %ﬁucatégcries.

000Q0C0QA0NDO0BOONNLADBOONOOOOOOALOD0O

Théorémae 10

S{ WU est une catigondie muliiplicative symitnique, La

»

catigonie duakle de toute Y -catigqonie existe.
Soit @ uns %—catégorie.
(11 |a* - |e]
. ‘
(2} @ (X, Y} = & (v, X}
() v ek, v e gy, 1— @™ ix, 73
c'est-a-dire
v QlY, X} @ &z, Y)I——==Q(Z, X)

est le composé suivant

Qly, x) @ Qz, v = @(zZ, VI @ (Y, X\)—tm Qrz, x)
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- (4} n

X X"

Théoréme 11

SL UWest une catégonie multiplicative symiinique, Le
produit tensoriel de deux U-catigonies existe.

Soit @ =t & ' deux % -catégories.
(1) Qe &' = & x |Q*|

{2) (@.@G,')((A1, Al), (A ALY = @.[A,], Al @ &' (A, A

1

(3] ;a___®_a-3£;51, _A,'IJ:. Az._nép ® (Q@ & 1(A,, ALY, (AL, AL)D)

(Qe & 10, A

est le composé suivant

QA A @& (AL AY) © QlA,, 43) @ & (A5, AY)

;
¢
:@«EAP ‘AZJ ® Q[Az, Al @ @ (Al A1 @ @Y (A5, AL)
I &'
@A, Ag) O B (Ar, Al)
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{4) n T (& ® Q')((A, A'Y, (A, A')) est la

(A, A')

comppsé suivant

N ) n'A.
I =18 1 - ‘ = AQ(A, A) @ @' (A', A'),

En particulier, sif® est symétrique et hien compléte & droite,

E‘} [x1 =(9,®E£ [X] (¢cfr. théoréme 7).

§ 5 : Caractere fermé de Cat Ezg).

Q0V0O0COOO00NOORGOODOOOLOOOD

Théoréme 12

34 Jbest une catigonie multiplicative symtinique, close
et complite & gauche, Cat (W) est éagalement une caté-

gorie muliiplicative symétrnique close et complite &
gauche.,

En vertu des théorémes B8 ot 11, 11 reste & voir le caractére

clos de Cat (%). Canstryisons donc un bifoncteur

Cat [%ﬁl* x Cat [gélue_» Cat EZ&]

€,
(A, @ ') e~ B
&
|

(1) (& = {(F, ) 1@ ——n g\.’l (F, f) est un % -foncteur!?

A,

Q
(2) si (F, £) et (G, g} sont deux objets de |@' |,

o' & (E fr, sl g

est défini comme étant 1’'égalisateur ci-dessous
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R
a'a((F,f].{G,gJ]—~—+ﬂ q: [FA,GA]“’;'““‘"" n W{a(A,B),Q (FA,GB)
A€l @] 1 A,B€|@]

ol 3, et 31 sont définis camme suit

aux deux morphismes

Q' (FA,GA) ® @A, 3)——2-B2@Q' (FA,GA) ® Q' (GA,GB)—H—= g (FA,GB)

@' (FB,68) @ Q(A,B) 2% o' (F3,68) ® @ (FA,F3)

N

Q' (FA,FB) @ 63(FB,GB)——£i+ @' (FA,GB)

correspondent, wvu le caractére eclgs de @E. deux morphismes

d, et d1 3 dq et 31 sont alors les uniques merphismes ren-
dant commutatifs les deux diagrammes ci-aprés

3.
n Q' (FA, GA) — e n WQA, B), @' (FA, GB)
A l A, B
Q' (FA, GA)} , : ~ W(@ (A, B), Q' (FA, GB})
d,
i

le reste de la démonstratign est alors un galcul de routine.

- Corollaire

S4 ’é’(\, eAt une catigordie multiplicative symitrnique, close,
complite 4 gauche cf bien complite a droite et 5. @ esd
une h-eatégondie, L2 foncteun

Cat (% ) e Cat

&
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admet pour adjoint & gauche Le foncteux
Cat s Cat (%)

x @ [3€]

'.i'c'ar'HomCat- U [-’%‘{3&].@] e ‘HDmCat [-,Eﬂé]ar( Qe TIx!, 3

= HomCat ['Z(‘JJ {?I x] ® @-’;Sb} = HOmCat (%] ['3’[.)6], /53 )

3

Q
Hom_ . (x, 3.
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CHAPITRE & :

§ 1 : Les catégories W -complétas.

00D OCOCO0O0RO00GNN0N0OO0C0C0D

Dans ce paragraphe, les ?éwcatégories sont supposées posséder

une classs d'objets et non nécessairement un ensemble d'aobhjets.

DEFfinition 19°

Sodent % une catigonie muliiplicative bien complite 2
droite et @ une W-catigonde. € est dife U -complite
i drnodlte 44

(1) fa catégorie scus-facente & @ est complite & droite

(2) YU € |%] vA € |a| I U® A&

] tel que
Hom o (U @ A, B) = Homg, (U, @ (A, B))

et ce de mandére natunrclle en U, A, B.

Définition 20

Sodent 36 une catigonde mulitiplicative complife & gauche
sl

et Qoune % catigonic. Q est dife % -complite a4 gauche

i :

Sy

gqauche

Ll

(1) La catlgorie sous-jacente 4 @ est complite
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(2) YU € | %] vAE |l A" € | fel que

U

Hom (B, A7) = Hom (U, & (B, A))

©u

et ce de mandire natunellfe en U, A, B.

Citons quelqgues exemples de telles situations

{1) si %&= Ens (avec comme multiplication 1le produit cartésien)

a - J & A =-J—J—f\ car

u€ U
Hom (_L_L A, Bl = T Haom (A, B)
& v v Q
= HomEns ty, HQmGl (A, B})
bh - AL, = T A car
u€y
H (B, n A = , Al
Dmél LEU ] 'ugLJ HomGl (e

o HDmEns (), Hom (B, A)]

d'od dans ce cas, la complétion est gquivalente & 1a

2§~comp1étian

{2) sigé = QE (avec comme multiplication le produit tensoriell,
tout objet U de Ab peut s'écrire comme queotient de deux

groupes abéliens libres

AR (W)

= L)

]

iy

dés lors si A est un aobjet d'une Ab-catégorie,
ey

a - W ® A gst défini par 1le conoyau suilvant




3
L p——————r ] Ay ® A

7zt 7, J

00,ao-est-induit-par,l?application $U' existant entre
les ensembles d'indices, tandis gue 31 est l'unique
factorisation esptre les sommes de la famille suivante
de morphismes d. : pour tout élément f de ?(U}. c'gst-
3-dire pour toute application f : ) ~— 7 presque par-

tout nulle, considérons les injections canonigues,

AF " T -~ 0 A

pour tout élément u de ) ; d, est alors la somms suivante

ce qui a bien un sens puisque f est presqgue partout nulle.

AY gst défini par 1l'égalisateur suivant

U ,__“____;.a° '
A e A ki A
U 31 Z[LJ]

ol 3, est 1l'unique factorisation entre les prodults corrs

respondant & la famille de projections

n A——-w—%bA.

Poy (£1 7 )

pour tout &lément f de Z(UE, tandis que 31 est 1'unique

factorisation correspondant 2 la-¥amille g, de moarphismes
f

définie comme suit

g F[u).pu

|
Fongia

A‘-—“—"*%A

-

.F

|

Gr




~7 o=

ol p :'E”A—m——ﬁ A désigne la projection d'indice u.

(3) Si?& vérifie les hypothéses du corollaire du théoréme 12,

Cat (W) est Cat-complidte & gauche ‘et § droite
~~ P,

X ® a8 (%]

aX . q Y%

§ 2 : Les extensions de Kan {cas habituel).

0C0D000D000QD0O0RO000D000000O000000D000D0

Rappelaons que si él,'EB,‘Q sont trois catégories et f, g deux

foncteurs

1'extension de Kan & droite de g par f est 1a donnée d'un couple
(k, n} od k : G} ¥ est un foncteur et n : g===sk f une

transformation naturelle, le couple (k, n) Gtant universel pourT

cette propriété. En d'autres termes, 1'extension de Kan 3
droite de g par f est un foncteur k :Qd———sf tel que, pour
tout foncteur h ;%) —m ¢ | o

Mat (g, h o f) = Nat (k, h)

ces bijections étant naturelles en.h.




1le

(N

...?3...

Le théoréme de Kan indique que sl & est petite et complate

& droite, 1'extension k existe.

Les exemples d'extensions de Kan sont nombreux:

(1) si F est adjoint 3 gauche ds G

Q 3

5 est 1l'extension de Kan & droite de 1'identité par F

Q —I
\ G
a.

{2) considérons la situation suivante

Y

" -
A ———or3m Nat (A, Ens) = A

A
I
k i1
i
{
I
o

|
f
t
1
!
¥
Top

oq Y'est le plongement de Yoneda st

g {[n]1) = A n-simplexe.

L'extension & droite de g par Y existe : c'est le foncteur

réalisation géométrique k. L'extension de Y par g existe

également : c'est le foncteur complexe singulier 1.




~73" -

(3) si & est petite et ¥ compléte & droite, pour tout foncteur

gde(g,ver's‘ﬁ'
o1 .8

A

i

|

|

|

!

|

!

1

- e — -

€

l1'extension k de g par Y (plongement de Yoneda) existe de

méme que l'ektansion 1 de T par g et k est adjoint & gauche

de 1.
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§ 3. Les:1Q“ext9nsions:de\Kan, a ST T S

DCDCOQOODQCOO0O000DOGO0ODCOGO0

Dans ce paragraphe, les 96 -catégories sont supposées pesséder

une classe d'objets et non nécessairement un ensemble d'abjets

Définition 21

Sodent % une catigonie multiplicative, & , @ s ﬁ thois
Z{»watégonie/.» et (F, f), (G, g) deux ',lé\—-ﬁonczteun.b.

v
3D

I e Gk-  o (R, FY

Faral

—
P
-
=
—t
—
a
-
-y
—t

e — e
35’(:34_.___. —_

La ’Z(a-ex»temion de Kan de (6, g} parn (£, )}, 44 elle
existe, est upm 26 -foncteur (K, k) de vers € telle

que L'on ait des bijections

W-nat (G, g, (H, h) o (F, £33 = U-Nat ((K, k), (H, h))

ces bifections Etant W-naturelles en (H, h).

Le théoréme de Kan se généralise alors comme suit au cadre des

76-catégmnies.

Théorame 13

Solent %6 une catigonie multiplicative bien complite 2
droite, & une petite U-catigonie, € une YW ~-catigorie
’2(- complite a drodite, (S'bune W ~catégonie et (F, 7),
(G, g) deux % - ﬁonc/tewm :




...7 [

(F, €]
Q 5.
Il Fav."
I
\ "7 f0K, K)
(G, #) : '
¥
¥
M

Sous ces hypothises, La U -extension de Han de (G, g)
par (F, ) existe. Si de plus b esst close et complite
& gauche, fe {foncteuxr

o .
VTR :\QS_,__,___,.\?G'

admet un adfoint & gauche.

51 B est un objet de lﬂ%i, K(B) est défini au moyen du conaovay
suivant

Ll

CA® QA, A') @ Q(F A', 8)
A, A'€l@]

3o

0
A€l G A® SalF A, B)

N

K B

0o B%L 31 g+tant définis comme suit

1? gtant &é-compléte.éldroite, on a des bijections

Hom (G A & &(A, A'}, G A’) = Hom (Q (A, A’), G (G A, G

(A, A’WW gA, P\'

et nous noteraons v

AL A le morphisme en correspondance avec
gA’ a+ Par cette bijection

.
i




3, est aleors l'unique factorisation & travers les sommes des

marphismes

Ao @A A @ BFa, B)—18 1 oA @ D A, 8)

tandis gue 3, est la factorisation des morphismes

1
G A® BA, A" @ BF A, B)
10©f 01
G Ag®IIFA FA)® DF A, 8)
18

G A® TMF A, B,

I1 faut encore, pour tcus objets B, B' de @y, construire un

marphisme

B Bl 3“”(8) 81)7—‘3".'e(;< B, KB'].

ﬁ dtant W-compliéte 3 droite,

Hom (K B ® @ (B, B8'), K 8'} = Hom (BB, 8°), §(x 8, K B"))

h .
P el i S i W T W
kB, 8’ kB, B’

c'sst &quivalent & comstruire un morphisme

kg, g ¢ KB ®®(B, BB

mais le foncteur

- ©,BY ¢ €




-77-

commute aux limites & droite, car c'est un adjoint & gauche,
Fa B
d'ol le morphisme ka B g8'obtient comme unique factorisation

dans le diagramme suivant

AL GA® @A, A')Y & BIF A", B) @ ®I(B, B")

A, A
Yo © 1 1
RLJ'R,']@L: L sA@®ra, B e R, 8)
' A \
1l 5 a@ea,ar) @B A’ ,81) k B @ B(8, B')
A A I
|
5 L1e U i
e A |
Y . }
H
s ae o a B | R,
A g, B
|
¥
K

LW

Nous avgns donc déja défini le % -foncteur (K, k). ODOéfinissons

maintenant la % -transformation naturslle
n : (G, gl===mk(K, k) , (F, f) ;
pour toys objets A,, A, de & il faut dono définir un morphisme 1

HAV A, : atA1. Ay)——> G (G A, KF A

Mais "¢ est % -compleéte 3 droite, donc

Hom (G A, ® QA A,), K F A)) = Hom (R (A, A,), € (6 A, KF Ayl)

n
B i e S NP »
1{ AZ | A1 AZ

11 nous suffit de définir un morphisme




g

:!3:”\1 ® Q{A,]. Ay)——= K F'A2

2.

1. Az

et ce dernier s'obtient comme suit

G A‘l & Q{A1.'A2]

La propriété universelle découle aisément de ces constructions.

En effet, si (H., h) est un % -foncteur et o une % -transformation

naturelle. - .-

& . - . - 53

(H, h}

A

il faut construire une 26 -transformation nafurelle
pt : (K, k)l=—=={H, h)

c'est-a-dire, pour tous objets B et B' de 9y, un morphisme

of g 1 (B, B I—B (K B, HBI.




A nouveau, vu 1B caractére-@ﬁ—qnmplet & droite de g , cela

revient & construire un morphisme

oL g K B o (8, 8')—>H B,

ce dernier esht obtenu comme sult :

pour tout objet A de | &} on a un morphisme

A A A

T e GIA,.A] it G (G A, H FA)

de l'existence duguel Dnrdéduit aisément l'existence dtun

morphisme 3

€lo, oo nps 1) 3 GUHFAH B') e BLG A, H B

on construit alors

DF A, B) ® Dy, B

G(H F A, HB")
_fgpAAOHA! 1}
€(G A, HB')

gce gui fournit pour tout A un morphisme




_BD...

d
G A® RFA B)® GIB, B')l—DmH B

et doenc une facftorisation & travers la somme

d :-L.LG A@ DIF A B)® BB, B')——mH 8" ;
A . : _

AL G A@&[A, A') @ G3(F A', B) @ @ (B, B")
A AT

"dés lors d ééalisa 3o @f1 et 31 & 1, d'o0 l'unigue factorisation:
A .

oQ g chegrchée.
On remarquera que les hypothéses sont des conditions suffisantes;
mais pas des conditions nécessaires. Ep effet, si F : @ — =5

est un foncteur et A un objet de &

Q@ —f e

Hom (F A, =)

Ens

l'extension de Hom (A, -) par F existe et est égale & Hom (F A,

méme si @ n'est pas une petite catégorie,




_B‘]_

.CHAPITRE B

§ 1 : Les ¢b -~préfaisceaux.

QeLOoAVOODRNDOOODOO000

 D&éfinitign 22

Sodent U une catigoriec multiplicative et & une % -catigonie.
n % ~foncteun de @ vers % est un couple (F, ) od

(1Y F ¢ |@ |~ 126 ] est une application
(2) vA, A' £ |®&]
o | | - FA) ar FA® QA A")—=F A"
(3) Les diagrammes des Zypes suivants sont commutatifs

1 & n

FA®QIA, A') @ G(A', A") -F A GO QIA', A")

f &1 ]
Y i
F AT O QAa', A™) ; - F AT
’l®nA
FA=FAG@TI = FA B @A, A)
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On remarguera gue si?& est close, alors% est une '%'l: -catégorie
et les définitions 16 et 22 fournissent la méme notion de U -
foncteur vu l'existence des bijections

Hom (FA @ @ (A, A'), F A') = Hom (@ (A, A"}, 2% (F A, F A'}).

Donnons qualgues exemples de ’,Z:,(I -foncteurs & valeurs dans ,2\',{" :

(4) si }ﬂb = Ab et @ possiéde un seul objet, @ (%, %) est un monolde
de f\f, c'est-a~dire un anneau. Un %-Fonnteur de @ vers Ab est
alors exactement un & -module & droite : en effet, on a bien

une aption
F (%) @ @ (%, %)———nF [3%)
gt les axiomes expriment gque F (%) est un @ -module & droite.

{2} Plus généralement, si U est une catégorie multiplicative et

@ posséde un seul objet, un ?;fg--Foncteur de Q.A vers Ab est

-

un objet de % sur lequel le monoide @ (%, *) opdre 2 droite.

(3) Si 2% est une catégorie multiplicative et @ une % -catégorie,
kel A

tout objet A, € |®@ ] définit un %—?antgur de @ vers ,,?é’

%

o~

Q(A,, -] : @
A e @ (Ag, A)
c'est bien un 26 -foncteur puisgue 1'on & les morphismes
Q(As, M) ® QIA, A'}—]’-l-—-——;s:&[Ao, A')

qgi vérifie trivialement les conditions exigées.
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§ 2 : Les I -bifoncteurs.

OCROBO0OODOQOOOO00O0

Définition 23

Sodent YU une categon4a muﬂt¢p£icat&pﬂ el gg XY daux
Zé ~catégondies. - -

Un % ~bifoncteur covardiant sur &, contravariani sux g&
et a valeuns dans U est un triplet (F, a, Blodt

oot (1) F : I®| x |@]——=|%] est une application
(2) VA, A' € |@]|, vb € |}
A, A, B - F (B, Al ® QIA, A')——F (B, A')
(3) vB, 8 € |D], va € | @]
Bg, gr, AP S(B, B'Y@F (B', A)m=F (B, A).

(4) Les axiomes sudvants sont satfafadits

- a = Pour tout ohjet 8 fixé dans |R|, (F, a) déenit
un % -foncteur de @, vers % .

b - Pour tout objet A 52:@& dans {@]|, (F, 8) déendit
un U ~foneteur de D verns % .
e ~ ~r

¢ ~ Les diagrammes du type sudlvant sont commutatifs

(8, B')® F (B', A) @ Q(A, A')
16 a

Y KB, B'YRF (8, A*)
F (s, A)® @A, A’) l 8

F (B, A')
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Dans le cas ol % = Ab et & ,$ ont chacune un seul abjet, un

Z@—bifoncteur tel gye décrit ci-dessus est un & - -~bimadule,

Remarquons que dans la définition 23, en sypposant en ouire gue
U possdde un objet initial O, si on se donne & = (F, o, BJ,
les axiomes énopeés- au point (4) expriment exactement le fait

que C{¢) telle gue décrite ci-dessous est una % -catégorie

1) |c 'téal' =.']'e,.-|-LL.f]‘S’.At

2) € (2): (A, Ayl = Q['A,], Ay)
C (e) (B,, By) = &8, B,)
o cé] (B, A} = E (B, A)" .
C (&) (A, B) =D
3) n, ¢ I——=C (8) (A,:A) = & (A, A)
ng ¢ I——C (&} (B, B) = B(B, B,

Remarquons e,nc‘o'rfe, gque. si ?\/ﬁ gst gymétrique, un ?;f; ~bifoncteur tel

que décrit dans la définition précédente est exactement un‘% -
» T

foncteur de Q ® @ vers % .

Si% est une catégoi'i'a“muJ:ti'pli‘c:ative, yn %—bifcncteur tel que

décrit ci-avant sera généralement appelé uyn % -distributeur.
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