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UNA PROPRIETA’ DEL COMPORTAMENTO
PER GLI AUTOMI COMPLETI (*)

di ReENATO BETTI ¢ STEFANO KASANGIAN (a Milano) (**)

SOMMARIO. - Si dimostra che, considerando gli automi come catego-
rie arricchite, il comportamento & una opfibrazione e la nota
aggiunzione con la realizzazione vale anche in questo contesto

piu generale.

SUMMARY. - It is shown that, in the categorical approach by which
automata are enriched categories, behaviour turns out to be an
opfibration and its adjointness to realization still holds in this
enriched framework.

Introduzione

In un articolo recente ([1]) viene introdotta una nuova teoria
categoriale degli automi, nella quale i singoli automi sono visti come
categorie basate su opportune categorie monoidali bichiuse. Il caso
trattato & quello dei «riconoscitori» e la categoria di base X ¢ il
preordine delle parti del monoide X degli input.

Va rilevato come «basare» gli automi su X corrisponda ad in-
terpretarne gli oggetti quali valori di verita per una «logica genera-
lizzata» (nel senso di Lawvere, [9]) degli automi.

Anche in questo contesto «relativo» si pone il classico proble-
ma della realizzazione minimale, trattato in ambito categoriale gia

*) g%“giqélio in Redazione il 26 marzo 1980. Lavoro eseguito nell’ambito del
(**) Indirizzo degli Autori: Istituto Matematico dell’Universita - Via C. Saldi-
ni, 50 - 20133 Milano.



18 RENATO BETTI e STEFANO KASANGIAN

da Goguen ([7]), il quale dimostra che il funtore «realizzazione
minimale» ¢ aggiunto destro al funtore «comportamento». Il teorema,
come ha osservato Trnkova ([11], p. 341), vale solo sotto opportu-
ne ipotesi sulla natura degli automi (sostanzialmente, il determini-
smo). D’altra parte, esso rappresenta la piiu forte tra le varie for-
mulazioni del problema della minimalita degli automi (cfr. Trnkova,
[10], p. 145).

La trattazione di formulazioni pilt deboli del problema (per
automi non deterministici) in un'ambito 2-categoriale, & l'oggetto
di [3], dove si ottiene un risultato di quasi-universalitd in termini
di aggiunzioni locali.

Nel presente lavoro affrontiamo, invece, la formulazione forte
del problema, necessariamente quindi per automi deterministici o
completi, estendendo l'aggiunzione di Goguen all’ambito «arricchito»
‘descritto in precedenza.

- 'Questo conduce a definire adeguatamente le categorie degli au-
tomi e dei comportamenti e ad osservare che il «funtore compor-
tamento» diviene allora una op-fibrazione tra le due categorie. La
aggiunzione cercata ¢ quindi un caso particolare di una proprieta
generale relativa all’esistenza degli oggetti terminali delle fibre pre-
servati da funtori indotti da un «cleavage» canonico.

Il riferimento generale per le categorie chiuse & dato da [6] e
[9]1, per gli automi da [5] e per le fibrazioni da [8].

1 - Richiamiamo brevemente le definizioni e i concetti princi-
pali di [1] e diamo una caratterizzazione degli automi completi.

Sia X un monoide libero. Una X-dinamica (non necessariamente
deterministica) pu0 essere vista come una X-categoria Q, dove X &
la categoria monoidale bichiusa data dal preordine dei sottoinsiemi
di X, dotata della struttura monoidale indotta dal prodotto e con
i quozienti sinistri e destri come hom interni.

A®B=AB=1{xeX|x=ab,acA,beB)
hom (A,B) = A'B={xe X | Axc B}
moh (A,B) = BA'={x€X | xAc B}
L’identitad del prodotto tensdri}alé &k = {e}, dove e & l'unita di X.

‘Nel presente lavoro non useremo tuttavia la bichiusura di X e ci
bastera uno solo degli hom interni, il quoziente sinistro. :

Nella X-categoria Q gli oggetti vanno interpretati come stati del-
la corrispondente dinamica e la relazione di transizione dovuta al-
I'input x € X induce frecce tra gli oggetti di Q -([1], Prop. 1).



UNA PROPRIETA’ DEL COMPORTAMENTO ecc. 19

Un automa ¢ una dinamica Q con la precisazione degli stati
iniziali e terminali, che si effettua assegnando un bimodulo iniziale
(o di raggiungibilita) I:Q ——1 e un bimodulo terminale (o di os-
servabilita) T : I —— Q (dove I ¢ la X-categoria con un solo oggetto
e un solo morfismo: k).

Si definisce «raggiungibile» (osservabile) un automa tale che,
per ogni g di Q, sia I(q) = ¢ (T(q) = ¢ ). Tutti gli automi d’ora in
avanti considerati si intendono raggiungibili.

Si ha dunque una categoria degli X-automi, i cui oggetti sono
terne del tipo Q = (Q,1,T), mentre i morfismi traQe Q = (Q,I',T’)
sono gli X-funtori ¢ : Q— Q' che verificano le inclusioni di bimo-
duli indicate nei seguenti diagrammi:

Q ?
@ @, “/ -

rd
|l

|
)
T,

dove ¢ e <p.‘sono i bimoduli indotti dallo X-funtore ¢, definiti cano-

EicarF;]r;te da 9.(q’,q) =Q'(q’,9q) €9’ (q,q9’) = Q’(9g, q’) ([1], Prop.
€ .

Si definisce comportamento dell'automa Q = (Q, I, T) l'oggetto
di X corrispondente al bimodulo composto:

1—4->Q——1

Si noti che gli endobimoduli di I sono in corrispondenza biunivoca
con gli oggetti di X.

Caratterizziamo ora la sottocategoria degli automi completi, che
¢ l'ambiente del presente lavoro. Ricordiamo che un automa & de-
terministico se la relazione di transizione € una funzione parziale
ed ¢ completo se essa € una funzione.

In [1] viene trattato il caso in cui gli automi sono X-categorie
tensorizzate. Tuttavia, anche in assenza della tensorizzazione, pud
essere rappresentabile il funtore X (L,Q(q,-)) : Q— X, per qualche
oggetto L di X. Come & noto ([4]), l'oggetto rappresentante & un
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caso particolare di colimite indiciato di due funtori, precisamente
quando questi sono rispettivamente q:1—>Q e L: 1-Xx.

Si ha allora, anche se Q no‘n‘[ ¢ tensorizzata, I'isomorfismo
Q(q-L,q') = X(L,Q(q,q’))
dove g+L (0 g ® L) denota il colimite di g indiciato da L.

Possiamo dare la seguente:

DEFINIZIONE 1.1.

La dinamica Q & completa se la categoria sottostante Q, & di-
screta e se per ogni oggetto g di Q e per ogni elemento x del mo-
noide X esiste il colimite di g indiciato da x: g ® x.

OSSERVAZIONE  1.1.

La definizione corrisponde alla nozione classica di completezza
per gli automi, perché X ¢ moide libero (si veda [2] p. 16-19 per
dei controesempi).

DEFINIZIONE 1.2.

L'automa Q = (Q, I, T) & completo se inoltre il bimodulo I & del
tipo i*, dove i:1—Q & un X-funtore che assegna un wunico stato
iniziale.

Denotiamo con X-Aut la categoria degli automi completi. Si os-
servi che i morfismi vanno ulteriormente precisati nel senso della
seguente:

DEFINIZIONE 1.3.

I morfismi in X-Aut (morfiémi «propri») sono i funtori forti
@ :Q— Q' che fanno commutare i diagrammi (a).

Gli automi considerati da ora in poi si intendono completi.

OSSERVAZIONE 1.2.

Esistono quindi morfismi «propri» solo tra X-automi con lo
stesso comportamento.

2 - Abbiamo sinora descritto la categoria X-Aut degli automi
con input da un singolo monoide. Vogliamo ora generalizzare le
nostre definizioni per poter descrivere adeguatamente i «morfismi»
tra automi con comportamenti diversi e che accettano input da
monoidi differenti, purché collegati da opportune «codificazioni».
Definiremo cosi la categoria C dei comportamenti e la categoria Aut
degli automi.
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DEFINIZIONE 2.1.

Sia G un morfismo suriettivo di monoidi, G: X =Y. La «codi-
ficazione» g ¢ il funtore monoidale chiuso g: X — Y che si ottiene
prendendo l'immagine dretta di G.

OSSERVAZIONE 2.1.

Per definizione di funtore monoidale deve essere
g(ILOM)Sg(L)®g (M)

Si osservi che per la nostra definizione vale in particolare 1'ugua-
glianza.

Definiamo dunque la categoria € dei comportamenti. Siano
X,Y,Z... monoidi liberi e sia M la categoria i cui oggetti sono le
categorie monoidali bichiuse X,¥,Z..., mentre i morfismi sono co-
dificazioni. Si ha la seguente

DEFINIZIONE 2.2.
C =1/M, dove 1 ¢ la categoria monoidale con un solo oggetto.

OSSERVAZIONE 2.2.

Gli oggetti di C sono coppie del tipo (A,X), con Ac X. Le
frecce f: (A, X)— (B, Y) sono codificazioni per le quali vale fA = B.
I morfismi identici di € sono indotti in particolare dagli endofuntori
chiusi identici.

Ci proponiamo ora di definire la categoria Aut degli automi
completi e di mostrare che essa & una op-fibrazione su C.

OSSERVAZIONE 2.3.

Siano A c' X, Bc Y, C c Z. Si verifica subito che ad ogni «com-
portamento» di C si puo associare la categoria degli automi che lo
realizzano. Per esempio, ad A risultera associata la categoria Autg,
che ¢ una sottocategoria piena di X-Aut.

Ricordiamo che ogni funtore chiuso f: X — ¥ induce un funtore
f: X-Cat— ¥Y-Cat ([6], p. 443). Mostriamo che tale funtore agisce
non solo sulle X-categorie e sugli X-funtori, ma anche sugli X-bimo-
duli, in particolare sui «comportamenti». Vale infatti:

LEMMA
fI-7T =f(I-T)

Infatti, ricordando che f come funtore monoidale ¢ l'immagine
diretta di un morfismo di monoidi e che ‘inoltre come aggiunto
sinistro all'immagine inversa preserva i colimiti, si ha:
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fl-fT = gfl (9) ®FT(q) =§f(1(q)) Xf(T(q)) =

= gf(I(CI)®T(q)) =f§1(q)®T(q) =fI-7). N

OSSERVAZIONE 2.4.

Ad ogni freccia f: A— B in C corrisponde dunque un funtore
f : Auts — Autp, che agisce cosi sugli oggetti:

Q= (Q,I,T)~7Q = (fQ,7I,7T)

Possiamo ora definire la categoria degli automi Aut, che ha gli
oggetti ed i morfismi definiti rispettivamente dalle (i) e (ii):

G) ob Aut = AUC ob Aut,

€

Per Q in Auts e Q' in Autp, si ha:

(i) Aut (Q, Q') ={{(f,e)|f:A—>BinCe ¢:7Q—Q’ in Auts}
Se g:B—>C e (g v):Q > Q" la composizione ¢ data infine da:

(iii) (f,o) - (g 1) =(fg &(o) - ¥).
DEFINIZIONE 2.3. '

I1 «funtore comportamento» f: Aut— C & la «proiezione» che
assegna ad ogni automa il suo comportamento e che dimentica la
seconda componente di ogni morfismo d’automa.

Quanto detto si compendia nella seguente:
PROPOSIZIONE

Il funtore comportamento @ é dotato di uno «split-opcleavage»
canonico ed é pertanto una op-fibrazione.

Cio segue subito dalle definizioni di fibrazione e cleavage ([8]).
Infatti, le fibre $-/(A) sono proprio le categorie Aut,. Per le osser-
vazioni 2.3., 24., B inoltre ha lo «opcleavage» canonico che ad ogni
f associa appunto f. Tale opcleavage & «split» perché, come si ve-
rifica immediatamente, per ogni coppia f: A—> B, g: B— C di morfi-

smidiC vale7F-g=7g M

3 - Una classica costruzione di teoria degli automi (vedi ad es.
[5]) associa ad ogni comportamento A un automa «minimo» i cui
stati sono dati dalle classi di congruenza destra di Dubreil-Nerode
rispetto ad A (ricordiamo che, se si indica con x4 la classe cui ap-
partiene x, essa € definita da: y € x4 sse y~/A = x-1A). Mostrere-
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mo che, nella nostra descrizione, tale automa & dato dalla terna:
Xa = (X4, ks, 74)

dove X, ¢ la X-sottocategoria piena di X che ha appunto per oggetti
le classi di Dubreil-Nerode di X rispetto ad A, k*4 & la restrizione
ad X, del bimodulo k':X—>1, che proviene dallo X-funtore

k:1— X e che, in L c X, vale:

kK'(L) =X(k,L) =L
Infine, il bimodulo <4:1—+> X, & assegnato, per ogni oggetto
x4 di XA, da:

Ta(xa) = X X(x4,aa)
as €

che si verifica subito essere uguale a X (x4, A).

Si ha cosi:

PRrROPOSIZIONE 3.1.
X4 e nella fibra Auty, cioé BXa=A. N

Mostriamo ora che 1'assegnazione Ar> X, si estende a un fun-
tore p : C— Aut, che definiremo «realizzazione minimale».

Sia f: A— B in C. Abbiamo la seguente:

DEFINIZIONE 3.1.

p(f) =(f,7): Xa—>Ys

con Yg = (Y, k5, 78), dove k & l'identita del tensore in ¥, mentre
/ & lo Y-funtore 7:7Xa— Yz (dove 7Xa = (X2, fk*a, fta)) dato da:

(1) f(xa) = f(xa)
€, per ogni coppia x4, x’4 in Xga:

(W) feps 2, 1 FXa(xa, X's) = Ys(f(x4), f(x'a))

OSSERVAZIONE 3.1.

Ricordiamo che, mentre gli oggetti di X1 sono A-classi, per i
morfismi si ha ([6] p. 449):

FXa(xa, x'a) = F(X (%4, %"4))

che € un oggetto.di ¥ e la (I1) si pud quindi scrivere:
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() f(X (x4, %'a)) > T (f(xa), {(x'4))

che vale perché f &€ un funtore chiuso.

'Si osservi ancora che f, come funzione, rispetta le classi di con-
gruenza, che f(fX4) = B e quindi f & non solo un ¥-funtore, ma
proprio un morfismo di Auts. Possiamo dunque concludere dicendo
che p ¢ un funtore p:C—> Aut che ad ogni comportamento A asso-
cia un automa in Auta.

Vale inoltre la:
PROPOéIZIONE 3.2.
FXs=Yp
Abbiamo la (lll) e quindi basta venflcare I'inclusione: *

Y (f(xa), f(xA)) C f(X (x4, %))

che vale perché f conserva le classi di congruenza. W

I1 noto teorema di Goguen ([7]), che risolve il «problema della
realizzazione minimale» (il pil1 forte nella gerarchia della Trnkova
([10]) - dei problemi di minimalita), ammette una formulazione nei
termini del presente approccio |categoriale agli automi che tiene
conto del fatto che gli oggetti sono a loro volta categorie arricchite,
i morfismi funtori forti e il comportamento una op-fibrazione.

TEOREMA

I1 funtore «realizzazione minimale» p : C — Aut é aggiunto destro
inverso destro alla op-fzbrazlone «comportamento» f3: Aut—C.

Dobbiamo mostrare che, assegnato arbitrariamente Q nella fi-
bra Aut,, vale Aut(Q, pB) = C(BQ, B). Si ha cioé:

Aut 4
n=«id,n»
Q —-pp A=pQ
1 pf=«f, 1> l f
Ty B B

l'unita dell’aggiunzione &€ un morfismo 7 = (id, 1) : Q = pBQ, dove
id & l’endofuntore chiuso identico di X e 7 ¢ un morfismo di Aut,,
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precisamente lo X-funtore definito sugli oggetti da f(q) = I(q)a
dove g & un oggetto di Q e con I(q)a si intende la A-classe di Du-
breil che contiene I(q). '

Basta allora verificare la commutativith in Autz del seguente
diagramma:

— T K,=rp0

@ N
'B= p B

Ora, f(f7i(q)) = f(I(q)a) = [f.1(q)]s. Anche @(g) ¢ una B-classe.
Inoltre, se i € I'unico stato iniziale di Q, I(q) = Q(i, q) e deve valere:

[f.1(q)1s = f(Q(i, q)) < Ys(9(i),0(q)) = ¥(k,0(q)) = o(q)
Sara quindi f(f7(q)) = o(q).

Counita dell’aggiunzione ¢ l'identita. Vale infatti $(pA) = A.
Ne segue che p & aggiunto destro inverso destro di §. W

I1 seguente corollario del teorema & di fatto ad esso equivalente,
per un classico risultato di teoria delle fibrazioni (vedi ad es. [8],
44). '

COROLLARIO

Le realizzazioni minimali Xa, Y, ... sono oggetti terminali delle
fibre Auts, Auts,... che sono preservati dai funtori §, g,... dell’'op-
cleavage canonico. M

OSSERVAZIONE 3.2.

Gli oggetti terminali sono di fatto preservati a meno degli iso-
morfismi descritti nella proposizione 3.2.
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